Google 


This  is  a  digitai  copy  of  a  book  that  was  prcscrvod  for  gcncrations  on  library  shclvcs  bcforc  it  was  carcfully  scannod  by  Google  as  pari  of  a  project 

to  make  the  world's  books  discoverablc  online. 

It  has  survived  long  enough  for  the  copyright  to  expire  and  the  book  to  enter  the  public  domain.  A  public  domain  book  is  one  that  was  never  subjcct 

to  copyright  or  whose  legai  copyright  terni  has  expired.  Whether  a  book  is  in  the  public  domain  may  vary  country  to  country.  Public  domain  books 

are  our  gateways  to  the  past,  representing  a  wealth  of  history,  culture  and  knowledge  that's  often  difficult  to  discover. 

Marks,  notations  and  other  maiginalia  present  in  the  originai  volume  will  appear  in  this  file  -  a  reminder  of  this  book's  long  journcy  from  the 

publisher  to  a  library  and  finally  to  you. 

Usage  guidelines 

Google  is  proud  to  partner  with  librarìes  to  digitize  public  domain  materials  and  make  them  widely  accessible.  Public  domain  books  belong  to  the 
public  and  we  are  merely  their  custodians.  Nevertheless,  this  work  is  expensive,  so  in  order  to  keep  providing  this  resource,  we  have  taken  steps  to 
prcvcnt  abuse  by  commercial  parties,  including  placing  lechnical  restrictions  on  automated  querying. 
We  also  ask  that  you: 

+  Make  non-C ommercial  use  ofthefiles  We  designed  Google  Book  Search  for  use  by  individuals,  and  we  request  that  you  use  these  files  for 
personal,  non-commerci  al  purposes. 

+  Refrain  fivm  automated  querying  Do  noi  send  aulomated  queries  of  any  sort  to  Google's  system:  If  you  are  conducting  research  on  machine 
translation,  optical  character  recognition  or  other  areas  where  access  to  a  laige  amount  of  text  is  helpful,  please  contact  us.  We  encouragc  the 
use  of  public  domain  materials  for  these  purposes  and  may  be  able  to  help. 

+  Maintain  attributionTht  GoogX'S  "watermark"  you  see  on  each  file  is essential  for  informingpcoplcabout  this  project  and  helping  them  lind 
additional  materials  through  Google  Book  Search.  Please  do  not  remove  it. 

+  Keep  it  legai  Whatever  your  use,  remember  that  you  are  lesponsible  for  ensuring  that  what  you  are  doing  is  legai.  Do  not  assume  that  just 
because  we  believe  a  book  is  in  the  public  domain  for  users  in  the  United  States,  that  the  work  is  also  in  the  public  domain  for  users  in  other 
countiies.  Whether  a  book  is  stili  in  copyright  varies  from  country  to  country,  and  we  cani  offer  guidance  on  whether  any  specific  use  of 
any  specific  book  is  allowed.  Please  do  not  assume  that  a  book's  appearance  in  Google  Book  Search  means  it  can  be  used  in  any  manner 
anywhere  in  the  world.  Copyright  infringement  liabili^  can  be  quite  severe. 

About  Google  Book  Search 

Google's  mission  is  to  organize  the  world's  information  and  to  make  it  universally  accessible  and  useful.   Google  Book  Search  helps  rcaders 
discover  the  world's  books  while  helping  authors  and  publishers  reach  new  audiences.  You  can  search  through  the  full  icxi  of  this  book  on  the  web 

at|http: //books.  google  .com/l 


Google 


Informazioni  su  questo  libro 


Si  tratta  della  copia  digitale  di  un  libro  che  per  generazioni  è  stato  conservata  negli  scaffali  di  una  biblioteca  prima  di  essere  digitalizzato  da  Google 

nell'ambito  del  progetto  volto  a  rendere  disponibili  online  i  libri  di  tutto  il  mondo. 

Ha  sopravvissuto  abbastanza  per  non  essere  piti  protetto  dai  diritti  di  copyriglit  e  diventare  di  pubblico  dominio.  Un  libro  di  pubblico  dominio  è 

un  libro  clie  non  è  mai  stato  protetto  dal  copyriglit  o  i  cui  termini  legali  di  copyright  sono  scaduti.  La  classificazione  di  un  libro  come  di  pubblico 

dominio  può  variare  da  paese  a  paese.  I  libri  di  pubblico  dominio  sono  l'anello  di  congiunzione  con  il  passato,  rappresentano  un  patrimonio  storico, 

culturale  e  di  conoscenza  spesso  difficile  da  scoprire. 

Commenti,  note  e  altre  annotazioni  a  margine  presenti  nel  volume  originale  compariranno  in  questo  file,  come  testimonianza  del  lungo  viaggio 

percorso  dal  libro,  dall'editore  originale  alla  biblioteca,  per  giungere  fino  a  te. 

Linee  guide  per  l'utilizzo 

Google  è  orgoglioso  di  essere  il  partner  delle  biblioteche  per  digitalizzare  i  materiali  di  pubblico  dominio  e  renderli  universalmente  disponibili. 
I  libri  di  pubblico  dominio  appartengono  al  pubblico  e  noi  ne  siamo  solamente  i  custodi.  Tuttavia  questo  lavoro  è  oneroso,  pertanto,  per  poter 
continuare  ad  offrire  questo  servizio  abbiamo  preso  alcune  iniziative  per  impedire  l'utilizzo  illecito  da  parte  di  soggetti  commerciali,  compresa 
l'imposizione  di  restrizioni  sull'invio  di  query  automatizzate. 
Inoltre  ti  chiediamo  di: 

+  Non  fare  un  uso  commerciale  di  questi  file  Abbiamo  concepito  Googìc  Ricerca  Liba  per  l'uso  da  parte  dei  singoli  utenti  privati  e  ti  chiediamo 
di  utilizzare  questi  file  per  uso  personale  e  non  a  fini  commerciali. 

+  Non  inviare  query  auiomaiizzaie  Non  inviare  a  Google  query  automatizzate  di  alcun  tipo.  Se  stai  effettuando  delle  ricerche  nel  campo  della 
traduzione  automatica,  del  riconoscimento  ottico  dei  caratteri  (OCR)  o  in  altri  campi  dove  necessiti  di  utilizzare  grandi  quantità  di  testo,  ti 
invitiamo  a  contattarci.  Incoraggiamo  l'uso  dei  materiali  di  pubblico  dominio  per  questi  scopi  e  potremmo  esserti  di  aiuto. 

+  Conserva  la  filigrana  La  "filigrana"  (watermark)  di  Google  che  compare  in  ciascun  file  è  essenziale  per  informare  gli  utenti  su  questo  progetto 
e  aiutarli  a  trovare  materiali  aggiuntivi  tramite  Google  Ricerca  Libri.  Non  rimuoverla. 

+  Fanne  un  uso  legale  Indipendentemente  dall'udlizzo  che  ne  farai,  ricordati  che  è  tua  responsabilità  accertati  di  fame  un  uso  l^ale.  Non 
dare  per  scontato  che,  poiché  un  libro  è  di  pubblico  dominio  per  gli  utenti  degli  Stati  Uniti,  sia  di  pubblico  dominio  anche  per  gli  utenti  di 
altri  paesi.  I  criteri  che  stabiliscono  se  un  libro  è  protetto  da  copyright  variano  da  Paese  a  Paese  e  non  possiamo  offrire  indicazioni  se  un 
determinato  uso  del  libro  è  consentito.  Non  dare  per  scontato  che  poiché  un  libro  compare  in  Google  Ricerca  Libri  ciò  significhi  che  può 
essere  utilizzato  in  qualsiasi  modo  e  in  qualsiasi  Paese  del  mondo.  Le  sanzioni  per  le  violazioni  del  copyright  possono  essere  molto  severe. 

Informazioni  su  Google  Ricerca  Libri 

La  missione  di  Google  è  oiganizzare  le  informazioni  a  livello  mondiale  e  renderle  universalmente  accessibili  e  finibili.  Google  Ricerca  Libri  aiuta 
i  lettori  a  scoprire  i  libri  di  tutto  il  mondo  e  consente  ad  autori  ed  editori  di  raggiungere  un  pubblico  più  ampio.  Puoi  effettuare  una  ricerca  sul  Web 
nell'intero  testo  di  questo  libro  dalhttp:  //books.  google,  comi 


OPERE 


rALILEO  FERRARIS 

PUBBLICATE  PER  CURA  DELLA 
ASSOCIAZIONE  ELETTROTECNICA  ITALIANA 

VOL.     I. 

lOH  J3  tHiianm,  y  tavoli  Hlirs.  id  il  tilralte  JiU  Autor*. 


ULRICO  HOEPLl 

EDITORE-LIBRAIO    DtLLA    HEAL  CASA 
1902. 


'  Le  opere  di  Galileo  Ferraris  si  oompjrrano  dl.3-K^oluial  al 
prezzo  di  L.  12  ciascuno.  I  volumi  II  e  III  sono  in  corso 
di  stampa. 


OPERE 


DI 


GALILEO  FERRARIS 


r-  I- 


\ 


I  T:;  :  ...'    :  -!  I!'iv.»       ■     !    '  . 


r'.>^2. 


OPERE 

DI 

GALILEO  FERRARIS 

PUBBLICATE  PER  CUBA  DELLA 

ASSOCIAZIONE  ELETTROTECNICA  ITALIANA 
VOL.    I. 

con  ji  meiàoni,  4  lavolt  lilog,  ti  il  Hfralfe  Mf/lntorr. 


ULRICO  HOEPLl 

EDITORE-LIBRAIO    DELLA    REAL  CASA 
1902. 


J|fili^o»Tip.^C!rn9f4goi.dLC.  Rebeschini  e  C 


•  •  • 


••M 


•  •    • •    •!  • 

•  •••  •    • "•• 

•  •    •• 

• 


*•*  •  •••  *••  •  • 


INDICE 


Cekno  sulle  oper£  di  Galileo  Ferraris 

sl7u.'lmpi£go  delle  bussole  ordinarie  nelle  misure  dellk  inten- 
sità galvaniche 

Sulla  teoria  matematica  della  propagazione  dell'elettricità 
NEI  solidi  omogenei: 

Prefazione 

I.        Definizioni  ed  ipotesi  fondamentali 

Equazioni  generali *   . 

Sull'elettricità  contenuta  nell'interno  del  conduttore     . 

IV.  Applicazione  ai  conduttori  lineari.  Azione  di  un  ele- 
mento cilindrico  sopra  un  punto  della  sua  sezione  media 

V.  Riduzione  delle  equazioni  generali  nel  caso  dì  un  con- 
duttore  lineare 

VI.  Integrazione 

3  2/ 

VII.  !.•  caso.  —  ,^  è  infinitamente  grande 

cr\l  a 

Vili.  Applicazione  ad  un  conduttore  formante  da  sé  un  cir- 
cuito chiuso 

IX.     Applicazione  ad  un  conduttore,  i   cui   due  capi  sono 

separati 

337 

rè  finito;  >i  e  )%  sono  immaginari .    .     . 


Pag.   vn 


II. 
HI. 


X. 

XI. 


a."  caso. 


cr\l  a 
337 


3.®  caso.  — 7=1  è  finito;  )i  e  /2  sono  reali 
cry  a 

sai 


'XXL    4.*  caso. zz  è  infinitamente  piccolo.  Applicazione  ad 

cr\j  Q 

un  filo  continuo 

XIII.  Applicazione  ad   un   conduttore  i  cui   due  capi  sono 
separati 

XIV.  Equazioni  generali  per  un  conduttore  lineare  di  forma 
qualunque 

XV.  Conclusione 

Di  um a  dimostrazione  del  principio  di  Helmholtz  sulla  tempera 

dei  suoni  ricavata  da  alcuni  esperimenti  fatti  col  telefono 
Sci.  telefono  di  Graham  Bell 


*    *  '  *  À 


^       d    0     »  m  « 


9 

m 


n 


13 
16 

19 
33 

26 
33 

37 
41 


43 
46 
54 

61 


64 
66 

71 
76 

81 
91 


*  *  *  j  '  *  d     *     '*.'  ' 


VI 


Indice. 


Sulla  intensità  delle  correnti  elettriche  e  delle  estracorrenti 

NEL  TELEFONO Pag.    1 13 

Parte  I.  Sulle  correnti   indotte  dalle  correnti   telefoniche  e 

sulle  estracorrenti  nel  telefono ^      114 

Parte  II.  Sul  valore  assoluto  dell'intensità  delle  correnti  nel 

telefono ,      140 

Teoremi  sulla  distribuzione  delle  correnti  elettriche  costanti       »      149 
Ricerche  teoriche  e  sperimentali   sul   generatore  secondario 

Gaulard  e  Gibbs „      163 

Parte  I.    Ricerche  teoriche ,      165 

Parte  II.  Ricerche  sperimentali ,      901 

Sul  metodo  del  dott.  Hopkinson  per  la  determinazione  del  coef- 
ficiente DI  rendimento  del  generatore  secondario  Gaulard 

E  Gibbs „      355 

Sulle  differenze  di  fase  delle  correnti,  sul  ritardo  dell'indu- 
zione E  sulla  dissipazione  di  energia  nei  trasformatori  .    .       V      961 
Risultati  di  alcune  esperienze  sul  trasformatore  Ztpernowsky, 

Dérf,  Blathy „      395 

Rotazioni  elettrodinamiche  prodotte  per  mezzo  di  correnti  al- 
ternate        ,      333 

Sul  metodo  dei  tre  elettrodinamometri  per  la  misura  dell'e- 
nergia DISSIPATA  PER  ISTERESI   E   PER  CORRENTI  DI  FOUCAULT  IN 

UN   TRASFORMATORE ,        349 

Un  METODO  PER  LA  TRATTAZIONE  DEI  VETTORI  ROTANTI  OD  ALTER- 
NATIVI ED  UNA  APPLICAZIONE  DI  ESSO  AI  MOTORI  ELETTRICI  A 
CORRENTI   ALTERNATE: 

I.    Vettori  rotanti  e  vettori  alternativi „      355 

IL  Applicazione   ai   campi  magnetici  ed  ai  motori  elettrici  a 

correnti  alternate «     369 

Sopra  un  motore  elettrico  sincrono  a  corrente  alternativa    ,       ,     385 
Teoria  geometrica  dei  campi  vettoriali  come  introduzione  allo 
studio  dflla  elettricità,  del  magnetismo,  ecc.  : 
Capitolo  I.  Prime  nozioni.  Operazioni  sui  vettori. 

§  i.**  Definizioni  e  notazioni.  Somma  di  vettori  ....        t,      391 

§  2.°  Prodotti  di  vettori ,      394 

Capitolo  II.  Campo  di  un  vettore. 

§  i.°  Definizioni „      399 

§  a.**  Integrale  su  di  una  superfìcie.  Divergenza.  ...  „  404 
§  3.**  Integrale  lungo  una  linea.  Circuitazione  ....  »  415 
§  4.''  Integrale  lungo  una  linea  aperta.  Potenziale.  .  .  „  499 
§  5.**  Distribuzioni    non    circuitali.    Forze    Newtoniane. 

Vettori  Newtoniani „      440 

§  6.**  Casi  di  discontinuità.  Strati „     453 

§  7.**  Distribuzioni  circuitali »     471 

§  8.**  Sui  due  modi  di  definire  e  di  trattare  il  campo  di 

un  vettore ,     486 


•  •  ••• 

••  •• I  : 

•••••• 

•  •  •  •  ••• 


•  •  • 

•  •    • 


•  •  •  ••  • 

•  •     •  • 


•  ••  • 
••  •• 

•  • 


••  •. 
•  •• 


,••  •      •  ••;•    •••• 

*  •      •  •••  •    •*•• 

•  ••      ••-•••     • 


•••• 


••'•     ••      \    mi    ••       • 

•m    *«•    •  •     *«•   •••  •       • 

•      •••••     •••     ••       • 


CENNO 
I  SULLE  OPEEIE  DI  GALILEO  FERRARIS 


L'Associazione    Elettrotecnica  Italiana,  ad  onorare  la 

morìa   del   suo  fondatore  Galileo  Ferraris,  deliberava 

•  si  facesse  una  pubblicazione  delle  sue  opere  complete. 

l'iniziare  tale  pubblicazione  ci  è  sembrato  conveniente 

gliere  in  questo  primo  volume  le  memorie  originali 

I  argomenti  che  hanno  più  stretta  attinenza  colla  elet- 

rcnica,  pensando    che  appunto    in    questo  campo    più 

infonda  è  rimasta  l' impronta  dell'  opera  di  Galileo  Fer- 

is,  e  che  ad  essa  doveva  rivolgersi  più  vivo  il  desiderio 

^interesse  degli  studiosi,  e  specialmente  degli  elettricisti. 

Seguiranno  altri  due  volumi,  il  primo  dei  quali  con- 

i  tutti  gli  altri  scrìtti  su  argomenti  di  elettrotecnica, 

è:  le  cinque  Con/ereme  sulla  illuminasione  ekllrka,  le 

izioni  sulle  Esposizioni  di  elettrotecnica  di  Parigi  nel  1881 

1889,  quella  sul  Congresso  intermtsioiiale  di  elettricità 

hieago,  e  Ìl  discorso    sulla   Tras/nissione  elettrica  dei- 

trgia,  letta  all'Accademia  dei  Lincei. 

L'ultimo  volume   comprenderà  ì  lavori  d'ottica  e  di 

argomenti,  cioè  :  Le  proprietà  Cardinali  degli  stru- 

t  diottrici;  le   memorie  Sui  cannocchiali   con  obiettivo 

ìsto  di  pili  lenti  a  distanza  le  une  dalle  altre;  Sulle 

rnssioni  telodinamichc  di  Hirn;  Su  di  un  metodo  per 

ira  dell'  acqua   trascinata  dal  vapore,  e  altri  scritti 


Cenno  sulle  opere 


Se  questa  ripartizione  si  è  mostrata  come  la  più  ofl 
portuna  per  dare  un  ordine  alla  pubblicazione,  tuttavia  4 
lettore  non  sarà  discaro  un  cenno  che  vogliamo  fare  de] 
l'opera  di  Galileo  Ferraris,  seguendo  il  suo  naturale  svo] 
gimento. 

Semplicissima  è  la  storia  degli  studi  e  della  vìd 
scientifica  di  Galileo  Ferraris.  Nato  a  Livorno  Vercelleq 
il  30  ottobre  1847,  studiò  all'  Università  ed  alla  ScuoM 
d'applicazione  per  gli  ingegneri  in  Torino  e  vi  olteniK 
il  diploma  di  ingegnere  civile  alla  fine  del  i86c 
questa  occasione  fece  stampare  il  suo  primo  scritto,  chi 
presentò  come  tesi  di  laurea,  Sulle  Irasniissioni  telodinamicm 
dì  Hirn.  Ma  non  esercitò  affatto  la  professione.  Appetii 
laureato  riprese  gli  studi  di  fisica  e  matematica  ed  entri 
subito  nell'insegnamento,  come  assistente  alla  cattedra  1 
fisica  tecnica  presso  il  Museo  Industriale  Italiano  dì  Ta 
rino,  cattedra  occupata  da!  prof.  Codazza. 

Pubblicò  allora  la  sua  nota  Sull'impiego  delle  1>hss(4 
ordinarie  nelle  misure  delle  inietisità  galvaniche  (V.  pag.  ] 
di  questo  volume)  e  poco  dopo  la  tesi.  Sulla  teoria  fnatk 
malica  della  propagazione  dell' eletlricith  nei  solidi  omoget 
(V,  pag.  13,  idem),  presentata  per  conseguire  il  grado  1 
Dottore  aggregato  alla  facoltà  di  Scienze  fisiche,  matemad 
tiche  e  naturali  nella  Università  di  Torino.  In  questo  scritt 
egli  riproduceva  in  gran  parte  i  lavori  di  Kircìihoff  i. 
tnoviineftto  dell' ekttriàtà  nei  conduttori,  ma  dall'applici 
zione  ch'egli  fa  delle  formole  generali  alla  discussione  < 
nuovi  particolari,  appare  come  si  fosse  già  impadroniti 
dei  metodi  analitici  della  fìsica  matematica  e  con  quanti 
interesse  aveva  già  rivolto  il  suo  ingegno  allo  studio  detll 
leggi  più  complesse  dei  fenomeni  elettrici. 

Eppure,  conseguito  il  grado  dì  Dottore  aggregate 
mentre  esercitava  Ìl  suo  uflicio  di  assistente  di  fisica  tea 
nica.  lo  vediamo  ad  un  tratto  rivolgere  la  sua  attiviti 
scientifica  a  tutt'altro  campo,  cii>è  all'ottica  geometrica,  1 
propriamente  alla  teoria  degli  strumenti  diottrici. 

Egli  aveva  dovuto  occuparsene  seguendo  il  corso  ( 
fisica-roat«matic»  del  prt^i.Chiò;  ed   è   curioso  ricordai 


me  lo  stesso  Ferraris,  alla  fine  del  1872,  commemorando 
I  compianto  professore,  osservasse  che  quel  ramo  di  fi- 
1ca-matematica  non  era  certamente  Ìl  più  interessante. 
Però  fu  colpito  dal  fatto  che,  dopo  la  pubblicazione 
i  memoria  di  Gauss  Sulla  propagazione  dei  raggi  In- 
rsi  altraverso  i  sistemi  di  mezzi  rifrangenti,  che  datava 
1840,  quella  teoria,  che  pur  segnava  il  più  grande 
Ogresso  nella  dottrina  degli  strumenti  ottici,  era  rimasta 
lasi  dimenticata  ;  tanto  che  i  trattati  più  estesi  e  più 
ffusi  di  fisica  e  di  geodesia  o  non  ne  facevano  cenno  o 
;  davano  solo  quel  tanto  che  si  applica  direttamente 
l'occhio  e  alle  lenti,  togliendole  cosi  quel  carattere  di 
neralità  che  ne  costituisce  una  delle  doti  più  preziose. 
Ed  il  Ferraris  si  accinse  al  difiìcìle  compito  dì  voi- 
rizzare  la  nuova  teoria,  facendone  una  esposizione 
mpleta  con  metodo  elementare  e  puramente  geometrico, 
'  raggiunse  perfettamente  lo  scopo  che  si  era  prefisso. 
l  suo  volume  dal  titolo  Le  Proprietit  Cardinali  degli  s/rn- 
•t/i  diottrici,  pubblicato  nel  1876,  ha  il  pregio  di  avere 
»  stesso  tempo  completati  e  semplificati  i  metodi  geo- 
icì  nella  esposizione  della  teoria  generale,  e  di  avere 
Vilto,  in  relazione  a  questa,  una  speciale  teoria  eiemen- 
i  rigorosa  degli  strumenti  diottrici.  E  laii  pregi 
>  cosi  presto  riconosciuti,  che  nella  stessa  Germania. 
•  la  teoria  era  nata  e  dove  non  mancavano,  sullo  stesso 
pmento,  scritti  notevoli  di  eminenti  scienziati,  fu  pub- 
•Mi  nel  1879  una  traduzione  tedesca  per  cura  del 
of.  Lìppich  dell'Università  di  Praga. 

ti  Ferraris  ritornò  una  sola  volta,  pochi  anni  dopo, 
l  occuparsi  di  strumenti  ottici,  quando  nel  1880  pubblicò 
\  memoria  Sui  cannocchiali  con  obiettivo  di  fiiii  lenti  a 
sfama  le  une  dalle  altre.  In  questo  lavoro  egli  dà  anzi- 
le  formole  generali  per  determinare  i  punti  cardinali 
I  sistema  centrato  di  lenti  collocate  a  distanza  qua- 
le fra  loro,  e  introduce  per  la  trattazione  di  questo 
problema  un  determinante  che,  adottato  poi  da  altri  autori, 
fu  detto  determinante  interstiziale.  Studia  quindi  il  can- 
nocchiale analladco  di   Porro,  ne  completa  la  teoria  e  ne 
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propone  nuove  disposizioni.  Infine  studia  diverse  nuove 
combinazioni  di  lenii,  colle  quali  si  può  ottenere  un  can- 
nocchiale con  ingrandimento  maggiore  di  quello  che  si 
ha  coll'ordinaria  forma  dello  strumento. 

Intanto  il  Ferraris  era  successo  fin  dal  1877  al  Co- 
dazza  neil'insegnametìto  della  fisica  tecnica.  In  quell'anno 
medesimo  l' invenzione  del  telefono  attrasse  la  sua  atten- 
zione. In  questa  applicazione  della  corrente  elettrica  egli 
vide  subito  un  oggetto  interessante  di  studio  e  di  ricerche 
scientifiche. 

Approfittò  anzitutto  de!  telefono  per  dare  una  Dimo- 
strazione sperimentale  liei  principio  di  llfhnìtoUz  die  la 
tempera  dei  suoni  non  dipende  dalle  fasi  dei  suoni  campo- 
nenti  (V.  pag.  81  di  questo  volume).  Perciò  egli  fece 
agire  due  uguali  telefoni  ricevitori  posti  l'uno  direttamente 
nella  linea  di  un  telefono  trasmettitore  e  l'altro  su  di  un 
circuito  indipendente,  ma  soggetto  all'induzione  della  linea 
stessa.  Applicando  le  formole  delle  correnti  indotte  egli 
trova  che  in  questo  circuito  le  fasi  dei  suoni  componenti 
devono  essere  alterate;  malgrado  ciò  nel  secondo  telefono 
si  ricevono  i  suoni  come  nel  primo  senza  alterazione  nella 
tempera.  Il  Ferraris  suppone  in  questo  primo  studio  che 
siano  trascurabili  i  fenomeni  dì  selfinduzione.  Avverte 
però  che  è  suo  intendimento  di  completare  lo  studio;  e 
infatti  nella  memoria  pubblicata  pochi  mesi  dopo,  nel 
giugno  1878,  Sulla  in/ensifìi  delle  correnti  elettriche  e  delle 
eslracorreiUi  nel  telefono  (V.  pag.  113  di  questo  voUmie), 
analizza  il  fenomeno,  occupandosi  in  particolar  modo  del- 
l'influenza che  la  selfinduzione  esercita  sulla  tempera  del 
suono  e  giunge  alla  conclusione  che  le  estracorrenti,  pro- 
dotte nel  telefono  ricevitore,  affievoliscono  nella  medesima 
proporzione  tutti  i  suoni  elementari  e  perciò  quelle  estra- 
correnti non  alterano  la  tempera  del  suono.  In  questo  la- 
voro sono  messe  in  evidenza  altre  proprietà  interessanti 
intorno  alle  relazioni  che  sussistono  fra  le  correnti,  l'inten- 
sità e  il  periodo  dei  suoni  trasmessi  dal  telelono,  e  infine 
è  data  per  la  prima  volta  una  misura  assoluta  dell'inten- 
sità delle  correnti  telefoniche. 
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Era  l'epoca  in  cui  si  cominciava  a  parlare  seriamente 

„di  applicazioni  industriali  della  luce  elettrica.  Il  Ferraris, 

doveva   occuparsene   anche    nel    suo    insegnamento, 

scelse  l'argomento  di  attualità  per  farne  oggetto  di  cinque 

inferenze,  che  egli  tenne  nell'aprile  e  maggio  del    1879 

I  Museo  ìndustrialt^. 

"L'argomento  mi  fu  suggerito,  dice  il  Ferraris,  dal- 

P  abbondanza  degli  scritti    che  vi  si    riferiscono  e  che  da 

Qualche  tempo  inondano  Ì  giornali  tecnici  ed  anche  i  libri  „ 

-  ma  egli  non  vuol  seguire  questa  corrente.  —  "  Proviamo, 

toggiunge,  ad  allontanarci  per  un  momento  dal  frastuono 

i  tante  voci  diverse    e   discordanti,  proviamo  a  portarci 

I  una  regione   a    cui  non    arrivi   il    rumore    della    lotta: 

oniamo,  se  ci  è  possibile,   nella   nostra    mente   la   calma, 

i  serenità  dello  studioso  della  scienza,  riandiamo  i  prin- 

i  scientifici  che   servono   di  base   alle  applicazioni.  Chi 

i  che  cosi  non  riusciamo    a   vederci   molto  più  chiaro,  „ 

;  poco  dopo,  parlando  della  molteplicità  delle  invenzioni 

t- della  confusione  dei  giudizi,  egli  osserva:  "  1  particolari 

H  un'invenzione  sono  spesso  ciò  che  la  rendono  pratica, 

Jhe  la  costituiscono;  ma  qualche  volta  eziandìo  fanno  per 

Bìnvenzione  ciò  che  fanno  le   ingegnose  disposizioni    di 

■ole  per  i  sofismi:  ne  mascherano  l'insussistenza.  , 

Ho  voluto  citare  queste  parole,  colle  quali  il  Ferraris 

nziava  le  sue  conferenze,  perchè    in  esse   si  rivela  gran 

larte  del  suo  carattere,  si  manifesta  Ìl  criterio  che  guidava 

l  suo   ingegno  nella  trattazione  delle  questioni  tecniche; 

g^li  ne    investigava    i    più    mmuti    particolari,    ma    nello 

ìso  tempo  sapeva  guardarle  dall'alto  ed  assoggettarle 

I  un  esame  sereno,  unendo  all'arte  rigorosa  dello  scien- 

ito,  la  perspicacia  del  profondo  filosofo. 

E  in  queste  conferenze  il  Ferraris  dimostra  una  grande 
bilità  nell'esporre  in  forma  elementare,  a  tutti  accessibile, 
■argomento  che  allora   tanto  interessava  il  pubblico,  po- 
ndo bene  in    rilievo    i    principi    scientifici    sui    quali  si 
LSa   la    produzione    della    luce    elettrica,  discutendo    con 
raordinaria  lucidezza  la  questione  della  sua  applicabilità 
Vatica.  "  La  luce  elettrica,  dice,  subentrerà  sulle  pubbliche 
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Strade  a  quella  del  gas.  „  Egli  intendeva  però  di  parlare 
della  luce  ad  arco.  Poca  fiducia  egli  manifesta  per  i  si- 
stemi a  incandescenza,  poiché  necessariamente  la  luce  a 
incandescenza  costerà  sempre  più  di  quella  a  gas.  Oggi 
si  potrebbe  dire  che  siamo  allo  stesso  punto.  Non  potendo 
prevedere  i  perfezionamenti  nelle  lampade  a  filamento  di 
carbone  e  nei  mezzi  di  distribuire  la  energia  elettrica, 
egli  doveva  ìn  quell'epoca  limitarsi  a  pronosticare  l'ado- 
zione della  /iici:  elettrica  non  suddivisa.  "  Ma  la  luce  elet- 
trica verrà,  in  un  avvenire  non  lontano,  egli  dice;  i  nostri 
tìgli  la  vedranno  applicata  e  quando  vi  saranno  abituati 
non  tollereranno  più  la  luce  del  gas.  Essi  avranno  un 
bisogno  di  più,  che  noi  non  abbiamo  ancora  —  ma  questa 
è  la  legge  naturale  del  progresso.  „ 

Con  queste  .conferenze  si  può  dire  che  il  Ferraris  si 
slanciò  decisamente  nel  campo  della  elettrotecnica.  Da 
questo  momento  tutta  la  sua  attività  è  per  la  nuova 
scienza,  per  le  sue  applicazioni. 

Nel  giugno  1879  fece  conoscere  alcuni  Teoremi  sitila 
tiislribuzione  delie  correnti  elettriche  costanti  (V.  pag.  149 
di  questo  volume).  Sono  essenzialmente  due  teoremi,  il 
primo  dei  quali  stabilisce  che,  fra  tutte  le  distribuzioni  dì 
correnti  costanti,  in  un  conduttore  qualunque,  conciliabili 
col  principio  dell'equivalenza  del  calore  e  del  lavoro. 
quella  che  nel  fatto  sì  verifica  è  quella  che  rende  massimo 
il  lavoro  delle  forze  elettromotrici. 

La  seconda  proposizione  si  riferisce  al  caso  in  cui 
sieno  date  le  intensità  delle  correnti  sulla  superficie  che 
limita  il  sistema  conduttore,  mentre  in  questo  agiscono 
soltanto  le  forze  elettromotrici  dipendenti  dall'elettricità 
libera,  Allora  le  correnti  nel  sistema  stesso  si  distribui- 
scono in  modo  da  rendere  minimo  il  calore  svolto  nei 
conduttore. 

Negli  anni  seguenti  il  Ferraris  ebbe  più  volte  l'incarico 
ufliciale  di  rappresentare  l'Italia  in  importanti  congressi 
scientifici.  Cosi  lo  troviamo  delegato  al  Congresso  interna- 
zionale dì  elettricità  e  membro  della  giuria  all'Esposizione 
di  elettricità  a  Parigi  nel  1881,  poi  nel  1882  delegalo  alla 
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Conferenza  ìniernazionale  di  Parigi,  e  nel  1883  Commis- 
sario alla  Esposizione  di  Vienna. 

Notevolissima  è  la  relazione  che  egli  scrisse  nel  1881 
sulla  esposizione  di  Parigi.  È  un  piccolo  trattato,  nel 
quale  in  forma  piana,  chiara  ed  esatta  pone,  discute  e  ri- 
solve problemi  importantissimi,  e  specialmente  quelli  che 
riguardano  la  distribuzione  e  trasmissione  della  energìa 
elettrica,  in  quell'epoca  appena  abbozzali.  Degne  di  nota 
e  mteressantissime  sono  poi  le  conclusioni  sulle  applica- 
zioni degli  accumulatori  e  delle  lampade  elettriche. 

Ma  il  lavoro  classico  del  Ferraris  apparve  quando 
nell'occasione  della  Esposizione  di  Torino  del  1884  la  sua 
attenzione  fu  richiamata  dai  nuovi  apparecchi,  presentati 
dal  Gaulard,  che  allora  si  chiamavano  Geiteratori  secondari 
€d  oggi  diconsi  trasfonnatorì,  a  corrente  alternata. 

11  Ferraris  era  presidente  della  giuria  internazionale, 
di  cui  facevano  parte  distinti  scienziati  italiani  e  stranieri. 
II  generatore  secondario  era  già  stato  sperimentato  da 
altri,  e  già  si  erano  pronunciali  giudizi  sulle  proprietà 
del  nuovo  apparecchio;  ma  il  Ferraris  non  era  soddisfatto. 
Eseguiti  gli  esperimenti  trovò  che  la  scienza  non  aveva 
ancora  formulate  le  norme  per  discuterle.  Kgli,  buon  co- 
noscitore di  quanto  le  dottrine  dell'elettricità  potevano 
mettere  a  sua  disposizione,  intraprese  Io  studio  del  tras- 
formatore e  lo  condusse  a  termine  da  maestro.  Colla  sua 
Memoria  che  s'intitola  Ricerche  teoriche  e  sperimentali  sul 
generatore  secundarin  Gaulard  e  Gtbbs  (V.  pag.  163  di 
questo  volume),  e  coli' altra  Sulle  differenze  di  fase  delle 
correnti,  sul  ritardo  dell'induzione  e  sulla  dissipazione  di 
energia  nei  tras/ortnatori  iV .  pag,  261,  idem',  egli  ha  fon- 
dato la  teoria  dei  trasformatori  a  correnti  alternate. 

Trovò  il  teorema  che  insegna  a  calcolare  l' energia 
di  una  corrente  alternata,  dimostrò  come  varia  l'energia 
assorbita  dal  trasformatore  a  seconda  del  lavoro  che  si 
richiede  nel  circuito  secondario;  provò  come  il  rendimento 
dell'apparecchio  fosse  assai  superiore  a  quello  che  si  cre- 
deva ;  ideò  il  metodo  dei  tre  elettrodinamometri  per  mi- 
stirare    le    differenze    di    fase    e   dedurne  il    lavoro  delle 
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correnti  alternate;  mise  in  evidenza  come  l'isteresi  e  Id 
correnti  parassite  influiscono  a  modificare  il  funzionamento 
e  il  rendimento  del  trasformatore. 

Con    questi    lavori    il    Ferraris  diede  il    più   potentd 
impulso  al  progresso  di  questo    ramo    dell'  elettrotecnìc 
che  comprende  tutte  le  applicazioni  delle  correnti  alternate^ 

A  proposito  del  teorema  sul  lavoro  di  una  correntq 
alternala,  è  interessante  ricordare  la  corrispondenza  cha 
il  Ferraris  ebbe  col  Dott.  Hopkinson,  e  che  è  riprodotta 
a  pag.  255  e  seg.  di  questo  volume.  Da  essa  risulta  cha 
il  Dott.  Hopkinson  aveva  applicato  giustamente  il  metodJ 
di  Ayrton  e  Perry  per  misurare  coli' elettrometro  a  qua-4 
dranti  il  lavoro  fatto  nel  circuito  del  trasformatore; 
resta  confermato  che  si  deve  al  Ferraris  la  formola  esplìcitad 
che  dà  il  lavoro  di  una  corrente  alternata,  e  che  e  la  (3^ 
della  I,'  Memoria  sul  generatore  Gaulard  (V.  pag,  1 
di  questo  volume),  spiegata  e  discussa  poi  alla  fine  « 
§  4.°  (\'.  pag.   197-198,   idem). 

Un  complemento  di  questi  lavori  è  la  breve  nota  e 
contiene  i  Risultati  di  alcune  esperienze  sul  trasformator* 
Zipernoivsky,  Diri,  Blàtliy  (V.  pag.  325,  idrm),  nella  quale 
mette  in  evidenza  la  superiorità  di  questo  tipo  di  trasfor- 
matore a  circuito  magnetico  chiuso,  anulare,  rispetto  al 
tipo  primitivo  a  dischi  di  Gaulard. 

Queste  esperienze  furono  eseguite  nel  giugno  1885, 
e  pare  che  il  Ferraris  avesse  intenzione  di  intraprendere 
uno  studio  completo,  non  solo  del  trasformatore,  ma  di 
tutto  il  sistema  di  distribuzione  proposto  dai  tre  ingegneri 
ungheresi. 

Ora  sembra  che  giusto  in  quei  giorni,  nei  quali  egli 
scriveva  questo  suo  proponimento,  egli  abbia  avuto  per 
la  prima  volta  l'idea  del  campo  ro/antf.  Nella  sua  Memoria, 
che  pubblicò  nel  marzo  1888,  dopo  aver  esposto  la  teoria 
del  campo  rotante,  ottenuto  con  due  correnti  in  quadratura. 
nel  cominciare  la  descrizione  di  alcuni  degli  esperimenti 
coi  quali  aveva  verificato  ed  utilizzato  questo  fatto,  aggiunge 
m  nota  a  pie  di  pagina:  "  Le  esperienze  delle  quali  si  fa 
cenno  furono  eseguite  nell'autunno  del  1885.  „ 
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Ma  pare    certo   che    le    prime    prove   rimontino    alla 
Ffide  del  giugno  1885.  Le  esperienze    dell'autunno    erano 
probabilmente  quelle  che  egli  ripeteva  già  con  apparecchi 
perfezionati  e  mostrava  a  colleghi  ed  amici. 

Galileo  Ferraris,  dopo  l'Esposizione  del  1884,  si  era 
convinto  dell'importanza  straordinaria  che  dovevano  avere 
le  applicazioni  delle  correnti  alternate,  grazie  al  sussidio 
dei  trasformatori.  Al  principio  de!  1885  comprese  subito  il 
gran  passo  segnalo  su  questa  via  coi  perfezionamenti  pro- 
posti da  Zipernowsky,  Déri,  BIàthy,  sia  nei  trasformatori. 
sia  nei  sistemi  di  distribuzione.  Nel  giugno  1885  sperimen- 
tava il  trasformatore  e  studiava  quei  sistemi;  e,  come  ap- 
pariva dai  discorsi  che  egli  teneva  in  quell'epoca  su  questo 
argomento,  accarezzava  continuamente  l'idea  di  generare 
azioni  rotative  mediante  correnti  alternate. 

Dagli  studi  e  dagli  esperimenCÌ  di  cui  s'occupava  ap- 
punto in  quel  tempo,  la  sua  mente  era  portata  a  consi- 
derare l'importanza  di  tener  conto  delle  differenze  di  fase 
fra  le  correnti  primarie  e  secondarie.  Nello  stesso  tempo 
la  sua  mente  correva  all'analogia  fra  la  legge  di  variazione 
di  una  corrente  sinusoidale  e  quella  che  regola  le  vibra- 
zioni dell'etere,  a  cui  si  attribuiscono  i  fenomeni  della  luce; 
leggi  che  gli  erano  tanto  famigliari,  poiché  ne  aveva  fatto 
oggetto  di  lungo  studio  fin  dai  primi  anni  della  sua  vita 
scientifica.  K  come  le  combinazioni  di  vibrazioni  eteree 
spostate  di  fase  danno  luogo  a  vibrazioni  ellittiche  o  cir- 
colari, così  egli  venne  all'idea  di  combinare  fra  loro  due 
i  magnetici  spostati  di  fase  e  scopri  il  Jìhsso  o  campo 
gnelieo  rotatile. 
La  soluzione  di  cui  andava  in  cerca  gli  balenò  alla 
(ente  una  sera,  mentre  passeggiava  per  le  vie  di  Torino. 
I  mattina  seguente  era  al  Museo,  e,  chiamalo  Ìl  mec- 
;o,  gli  fece  costruire  in  fretta  una  rozza  bobina  di 
,  di  forma  rettangolare,  nella  quale  si  potesse  intro- 
2  ad  angolo  retto  un'altra  bobina  tonda,  che  già  pos- 
.  Poi  da  un  tubo  di  rame  gli  fece  ricavare  un  cìlin- 
■tlo  con  un  gancio  su  una  delle  basì.  Messo  in  moto  il 
Kolo  alternatore  Siemens  de!  laboratorio,  preparò  egli 
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stesso  i  circuiti,  inserendo  un  trasformatore  Gaulard. 
meccanico,  che  gli  domandò  a  che  cosa  doveva 
tutto  quell'apparecchio,  rispose  che  ì[  ciHndro  avrebbe 
dovuto  girare.  Lo  attaccò  ad  un  filo  e  lo  tenne  sospeso 
egli  stesso  colla  mano,  e,  appena  chiuso  il  circuito,  il  ci- 
lindretto di  rame  cominciò  infatti  a  girare. 

Ripetè  gli  esperimenti  in  svariate  forme  nell'autunno; 
ma  soltanto  nella  primavera  del  1886  fece  costruire  dallo 
stesso  meccanico  il  motorino  con  nuclei  di  ferro,  a  quattro 
poli. 

Sempre  modesto,  desideroso  di  perfezionare  e  con- 
durre a  termine  le  sue  indagini,  per  l'intimo  sodisfacimento 
de' suoi  ideali  scientifici,  anziché  bramoso  di  far  note  !e 
sue  scoperte  per  menarne  vanto,  o  farne  speculazione, 
curò  nel  1887  la  pubblicazione  dell'altro  lavoro  Sulle  dif- 
ferenze di  fase,  ecc.,  che  completava  i  suoi  studi  sul  tras- 
formatore, e  solo  al  principio  del  1888  si  decise  di  rias- 
sumere i  risultati  fin  allora  ottenuti  co' suoi  esperimenti 
sul  campo  rotante,  ed  a  pubblicarli  nella  breve  Memoria 
che  presentò  all'Accademia  delle  Scienze  di  Torino  nel 
marzo  di  quell'anno, 

In  questo  scritto  non  solo  accenna  alla  costruzione  del 
motore  a  campo  rotante,  ma  stabilisce  una  delle  relazioni 
fondamentali,  mostrando  come  Ìl  rendimento  teorico  del 
motore  sia  eguale  al  rapporto  fra  la  velocità  angolare 
della  parte  mobile  e  quella  del  campo  rotante. 

Ma  il  Ferraris  non  si  occupò  allora  di  perfezionare 
l'apparecchio  come  motore.  Cogli  scarsi  mezzi  di  cui  di- 
sponeva, obbligato  a  servirsi  di  grandi  reattanze  per  pro- 
durre le  due  correnti  in  quadratura,  osservava  giustamente 
che  il  suo  apparecchio  non  poteva  avere  importanza  come 
motore  industriale.  Connprendeva  benissimo  che  era  pos- 
sibile, come  egli  scrive,  studiarne  le  dimensioni  in  modo 
da  aumentarne  notevolmente  la  potenza  e  migliorante  moltis- 
simo il  rendimento;  ma  trovava  inutile  in  quel  momento 
di  intrattenere  l'Accademia  su  tale  problema.  E  concludeva 
mostrando  come  disposizioni  simili  a  quelle  da  lui  ado- 
perate potevano  già  avere  importanza  per  esperienze  di- 
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tnostrative  e  per  misurare  l'  energia  distribuita  mediante 
correnti  alternate. 

Non  deve  recar  meraviglia  che  il  Ferraris  lasciasse 
ad  altri  sfruttare  il  principio  di  cui  egli  aveva  pure  rico- 
nosciuto l'importanza.  Anzitutto  è  da  considerare  l'asso- 
luto disinteresse  materiale  e  lo  spirito  altamente  scientifico 
della  sua  mente.  Nessun  desiderio  dì  guadagno  lo  spin- 
geva a  sollecitare  questo  a  preferenza  di  altri  sludi  pure 
già  avviati;  egli  non  avrebbe  mai  pensato  a  ricavar  pro- 
fitto dalla  sua  scoperta;  non  aspirava  a  privative,  non 
aveva  premura.  E  che  ritenesse  lo  studio  ancora  assai  in- 
completo lo  prova  il  fatto,  che  solo  dietro  istanze  di  colleghi 
ed  amici  si  indusse  a  pubblicare  la  Nota  del  marzo  1888; 
e  pochi  giorni  dopo  se  ne  mostrava  quasi  scontento  e 
pentito. 

La  sua  mtenzione  non  era  di  uscire  con  una  pubbli- 
cazione preventiva,  per  prender  data,  come  si  dice.  Ciò 
non  era  nelle  sue  abitudini.  Dopo  le  prove  del  1885,  ri- 
petute negli  anni  successivi  a  larghi  intervalli,  modificando 
gli  apparecchi,  egli  ne  parlò  sovente  ai  colleghi;  amava 
mostrare  le  sue  esperienze  a  persone  competenti  che  lo 
visitavano,  e  alieno  da  qualunque  idea  di  speculazione 
industriale  attendeva  con  calma  di  avere  il  tempo  e  i 
mezzi  per  continuare  lo  studio  iniziato. 

Ne*  suoi  primi  esperimenti  egli  si    limitò  a  verificare 
il  principio  e  a  dimostrare  la  possibilità  di  applicarlo  alla 
costruzione  di  contatori  e  dì  altri  strumenti  di  misura. 
Sull'applicabilità  alla  costruzione  di  motori  industriali 
gli  si  espresse  invece  con  molta  riserva. 

Ma  la  sua  opinione  in  proposito  collima  e  si  spiega 

l  ciò  che  egli  scrìveva  due  anni  più  tardi,  quando  già 

t  cominciato  a  perfezionare  la   costruzione  dei  primi 

i  asìncroni,  e  precisamente  nella  bellissima  relazione 

:  egli  pubblicò  Stilla  Eletlrotecntca  all' Esposisione  Uni- 

•rsaìe  del  iSS^  a  Parigi. 

Egli  trova  un  primo  inconveniente,  che  limita  l'appli- 

1  dei  motori  a  campo  rotante,  nella  necessità  di  co- 

iiire  r  intiera  rete  di    distribuzione  con  almeno  tre  fili. 
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Questo  inconveniente  è  proprio  del  sistema,  perchè  non 
si  può  pensare  ad  attivare  grossi  motori  con  due  correnti 
ricavate  da  un  unico  circuito,  ricorrendo  a  reattanze  per 
ottenere  la  necessaria  differenza  di  fase;  ciò  produrrebbe 
uno  spreco  grandissimo  di  energia  Bisogna  mandare  le 
correnti  in  quadratura  direttamente  dalla  stazione  gene- 
ratrice. A  questo  inconveniente  si  sovrappone  l'altro,  che 
è  comune  a  tutti  i  motori  asincroni  ed  è  dovuto  alla  forte 
auto-induzione  delle  spirali,  che  fa  diminuire  l' efficacia 
(ora  si  direbbe  \\  fattore  di  potenza)  dell'impianto. 

Egli  nota  quindi  come  il  motore  a  campo  rotante 
troverà  un'  utile  applicazione  come  apparecchio  ausiliare 
per  la  messa  in  moto  dei  motori  sincroni.  Ma  in  tal  caso, 
soggiunge,  e  il  motore  sincrono  Ìl  motore  principale  e 
non  v'ha  dubbio  che  f*er  esso  è  serbato  un  graiuUssimo 
avveniri-.  E  nel  1894,  nel  suo  discorso  all'  Accademia  dei 
Lincei,  ritroviamo  queste  ultime  parole  ripetute  letteral- 
mente, coll'osservazione  che  gli  esperimenti  di  Francoforte- 
Lauffen  del  1891  avevano  ricondotto  il  pensiero  dei  tecnici 
ai  motori  sincroni,  il  difetto  dei  quali,  di  non  potersi  av- 
viare da  se,  era  stato  stranamente  esagerato. 

Non  occorre  dire  che  il  Ferraris  fu  pronto  e  lietissimo 
di  riconoscere  i    pregi    dei    motori  a  campo   rotante;  ma  I 
chi  ben  riflette  troverà  che  molto  di  vero  è  pur  contenuto 
in  quel  suo  primo  giudizio. 

Fu  nel  1891,  all'Esposizione  internazionale  di  Elettro- 
tecnica a  Francoforte,  che  l'applicazione  del  campo  rotante  1 
cominciò  ad  a.ssumere  importanza  industriale;  ed  ivi  il  I 
Ferraris  fu  acclamato  dagli  elettrotecnici  di  tutte  le  nazioni  i 
come  lo  scopritore  del  principio  che  aveva  reso  possìbile  j 
la  costruzione  dei  motori  asincroni  a  campo  rotante.  L'espo-  -j 
sizione  stessa  ne  presentava  interessanti  applicazioni  e  ! 
fra  l'altre  quella  per  la  trasmissione  di  energia  da  Lauffen 
a  Francoforte  ad  una  distanza  di  175  chilometri. 

Le  correnti  alternale  costituivano  ornai  1'  argomento 
di  studio  prediletto  di  Galileo  Ferraris.  Nel  1893  egli 
pubblico  la  Memoria  su  di  Un  tnetoiio  f>er  la  trattazione 
dei  vettori   rotanti   od  alternativi,  ed   una    applicazione  di 
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esso  ai  motori  elettrici  a  correnli  alternate;  e  poco  dopo 
la  Nota  Sopra  utt  motore  elettrica  sìncrono  a  corrente  al- 
ternativa (V.  pag.  355  e  385  di  questo  volume). 

Non  va  dimenticato  che  nel  1896  egli  faceva  conoscere 
un  nuovo  sistema  di  distribuzione  elettrica  dell'  energia 
mediante  correnti  alternate,  che  aveva  ideato  e  studiato 
insieme  coli' ing.  Amò,  suo  assistente,  '  e  che  permette 
di  ricavare  da  un  circuito  alimentato  da  una  corrente  al- 
ternata semplice  un  circuito  polifasico,  per  alimentare 
motori  a  campo  rotante  o  per  avviare  motori  monofasì. 
Si  ottiene  ciò  per  mezzo  di  un  trasformatore  di  fase,  ti 
quale  non  è  altro  che  un  motore  asincrono  monofase,  tipo 
Brown,  munito  di  circuiti  d'avviamento,  dai  quah,  una 
volta  avviato  Ìl  motore,  si  può  ricavare  un  sistema  di 
correnti  che  presentano  determinate  differenze  di  fase  ri- 
spetto alla  corrente  della  linea  principale,  cioè  di  quella 
stessa  corrente  che  alimenta  ìl  motore. 

Ma  la  mente  di  Galileo  Ferraris  non  si  manifesta 
completa  a  chi  si  limita  ad  esaminare  quelle  opere  che 
contengono!  risultati  di  sue  ricerche  originali.  Già  abbiamo 
ricordato  le  sue  conferenze  sul  telefono  e  sulla  illumina- 
K|7ÌDne  elettrica  e  le  relazioni  su  congressi  ed  esposizioni. 
L  queste  devonsi  aggiungere;  il  discorso  sulla  Trasniis- 
Ite  elettrica  dell'  energia,  letto  all'Accademia  dei  Lincei 
Ha  solenne  adunanza  del  3  giugno  1&94,  e  infine  ìl 
bvoro  sulla  Teoria  geometrica  dei  campi  vettoriali,  che  fu 
lUbblicato  dopo  la  sua  morte,  ed  è  riprodotto  alla  fine 
pag.  389)  di  questo  1."  volume. 

Da  questi  scritti  appare  come  all'eminente  scienziato 
fidasse  congiunto  il  maestro  esimio,  L' arte  di  esporre 
pn  singolare  chiarezza,  qualunque  argomento  egli  si  ac- 
Iiga  a  trattare,  nasce  spontanea  in  lui  dalla  sicura  co- 
)scenza  della  materia  unita  al  vivo  desiderio  di  rendersi 
Itile  agli  altri,   insegnando    i  nuovi    trovati   delia  scienza 


'  Fu  pubblicato  in  un  opuscolo  dal  tìtolo;  Gauleo  Ferraris  e 
o  Arnù.  Cn  nuovo  sistema  di  dislribusione  elettrica  dell'energia 
mte  correnti  alterHalìve.  Torino.  Camilia  e  Bcrtolcro.  1896. 
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prediletta;  si  direbbe  ch'egli  sì  compiace  di  chiamare  gli 
altri  a  parte  del  suo  godimento,  che  ne  senta  quasi  un 
bisogno. 

Le  cinque  conferenze  sulla  illuminazione  elettrica  sono 
un  modello  del  genere.  Ma  anche  negli  scritti  che  non 
hanno  un  carattere  didattico  egli  ha  una  cura  estrema 
di  presentare  chiaramente  le  questioni,  dì  segnare  esatta- 
mente la  cornice  del  quadro,  distinguere  il  certo  dall'ipo- 
tetico, e  condurre  il  lettore  con  metodo  rigoroso  a  con- 
clusioni nette,  sicure. 

Con  quanto  studio  e  interesse  egli  si  occupasse  del 
suo  insegnamento  lo  sanno  i  numerosi  scolari  che  affol- 
larono la  scuola,  dove  egli  dettava  le  sue  lezioni  di  fisica 
tecnica  e  di  elettrotecnica.  L'opera  postuma  sui  campi  vello- 
riali  dimostra  come  il  Ferraris  intendesse  la  sua  missione 
di  insegnante.  Egli  non  era  pago  di  aver  creato  una  scuola 
di  elettrotecnica,  la  prima  in  Italia,  sorta  per  sua  iniziativa, 
e  di  aver  raccolto  nelle  sue  lezioni  la  nuova  scienza,  pro- 
curando di  darle  un  ordine  didattico,  lavoro  già  diftìcile, 
ove  si  consideri  l'evoluzione  subita  dall'elettrotecnica  nel 
primo  periodo  di  sua  formazione.  Il  Ferraris  vedeva  molto 
più  in  là  ;  egli  comprendeva  che  non  era  possibile  dare 
all'elettrotecnica  uno  svolgimento  razionale,  continuando, 
per  cosi  dire,  ad  appiccicare  i  nuovi  concetti  ai  metodi 
antichi;  la  nuova  scienza  aveva  bisogno  di  una  forma  più 
organica,  meglio  coordinata  ai  principi  generali  della 
scienza,  E  quale  fosse  la  via  da  lui  scelta  appare  appunto 
da  questo  scritto,  che  egli  destinava  a  formare  il  primo 
capìtolo  dì  un  trattato  d'elettrotecnica. 

Questo  scritto,  per  rigore,  ordine  e  chiarezza  d'espo- 
sizione è  uno  stupendo  corso  di  lezioni,  che  si  potrebbe 
ripetere  parola  per  parola  davanti  agli  scolari.  Ma  ciò 
che  deve  richiamare  principalmente  la  nostra  attenzione 
è  il  concetto  a  cui  s'informa  l'autore  in  quest'opera,  con- 
cetto altamente  istruttivo  e  che  deve  costituire  oggetto  dì 
riflessione  profonda  a  chiunque  si  trovi  a  lavorare  in 
questo  campo  dell'insegnamento.  L'opera  iniziata  da  Ga- 
lileo Ferraris    segna    un  passo   importantissimo   nella  di- 
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dattica  elettrotecnica.  Forse  non  tutti  saranno  oggi  d'ac- 
cordo nel  ritenere  che  convenga  senz'  altro  adottare  il 
metodo  da  lui  proposto;  ma,  qualunque  sia  la  conclusione 
a  cui  si  giungerà,  è  certo  che  giova  tenere  ben  presente 
[  l'avvertimento  che  un  tale  maestro  ha  voluto  lasciarci, 

E  quale  fosse  l'importanza  ch'egli  dava  a  questo  ar- 

omento  risulta  dal  fatto,  che  il    manoscritto    trovato  fra 

•  sue  carte    era   già    una    seconda    redazione,  preparata 

ler  le  stampe,  di  un  manoscritto  più  antico,  Ciò  dimostra 

ome  il  Ferraris  già  da  tempo  fosse  entrato  in  quest"  or- 

:  di  idee,  e   come  lo   studio   e    la    riflessione,  anziché 

Jndurlo    ad    abbandonare    l' idea   prima,  lo  abbiano   fatto 

necidere  a  metterla  in  atto. 

E  di  saggi  avvertimenti  ne  troviamo  sparsi  in  tutte 
:  opere  del  Ferraris.  Abbiamo  già  ricordate  le  parole 
lerene  ed  assennate  colle  quali  egli  iniziava  le  sue  eon- 
■enze  sulla  illuminazione  elettrica.  Ma  è  bello  spigolare 
1  e  là  ne' diversi  scritti  quelle  espressioni  che,  cogli 
itcndimenti  dello  scienziato,  rivelano  il  carattere  dell'ar- 
a  e  del  filosofo. 

Interessante  è  leggere,  nella  chiusa  della  conferenza 
I  telefono,  come  egli  si  esprime  per  rispondere  alla 
lomanda,  ch'egli  stesso  si  rivolge,  se  il  telefono  sostituirà 
I  telegrafi.  Dopo  aver  detto  che  ciò  non  si  può  asserire, 
t'affretta  a  soggiungere:  "  Ma  qualunque  siano  per  essere 
l  perfezionamenti  futuri,  qualunque  abbiano  ad  essere  le 
pplicazioni  della  invenzione,  sulla  quale  noi  e 
attenuti,  pare  a  me  che  queste  questioni  siano  adesso 
I  solo  oziose,  ma  indecorose.  „  E  per  la  prima  volta  nei 
dì  scritti  egli  espone  qui  ben  chiaro  il  suo  concetto, 
Aoifesta  l'animo  di  scienziato  e  di  artista  delia  scienza, 
B  nel  trovalo  scientifico  riconosce  i  caratteri  che  lo  fanno 
,  che  dimostrano  la  sua  importanza,  la  sua  bel- 
,  indipendenti  dalla  utilità  pratica  che  quel  trovato 
I  avere. 
Egli  più  volte  e  in  molte  occasioni  ritorna  a  questo 
tcetto,  vorremmo  quasi  dire  a  questa  professione  di 
;  e  vi  ritorna  tutte  le  volte  che  l'argomento  Io  porta 
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a  studiare  qualche  nuova  invenzione,  che  prometta  o  abbia 
anche  già  avuto  importanza  e  utilità  pratica.  Così  nello 
stupendo  discorso  cli'egli  tenne  all'Accademia  dei  Lincei, 
dopo  aver  fatto  una  magistrale  pittura  degli  ultimi  sistemi 
di  trasmissione  elettrica  della  energia,  dopo  aver  innalzato 
un  inno  d'ammirazione  a  questo  trionfo  dell'industria  mo- 
derna, egli,  che  aveva  cominciato  dichiarando:  "  La  scienza 
ha  ideali  più  alti  di  quello  dell'utile  materiale  diretto  „ 
non  può  a  meno  di  esclamare:  "Prima  dell'importanza 
industriale  io  sento  l'iniportanza  scientifica,  prima  dell'u- 
tile materiale,  l'utile  intellettuale.. 

Ma  già  in  quella  prima  conferenza  sul  telefono,  la 
prima  volta  ch'egli  si  presentava  al  pubblico  per  mostrare 
una  grande  invenzione,  egli  insisteva  per  far  comprender 
bene  al  pubblico  qual'  era  il  suo  modo  di  pensare.  E  ca- 
ratteristica sopratutto  è  la  frase  colla  quale  egli  completa 
il  suo  pensiero.  Non  solo  l'opera  scientifica  ha  in  sé  il 
carattere  di  importanza  e  di  bellezza  che  le  conferisce  il 
diritto  alla  nostra  considerazione,  indipendentemente  dalla 
sua  utilità  pratica,  ma  "chi  nelle  ricerche  scientifiche  avesse 
sempre  in  mira  le  applicazioni  non  troverebbe  mai  nulla  „. 

Poco  più  d'un  anno  dopo  egli  stava  per  finire  la  se- 
conda conferenza  sull'illuminazione  elettrica,  nella  quale, 
esposte  le  proprietà  fondamentali  della  corrente  elettrica, 
aveva  stabilito  le  condizioni  necessarie  per  risolvere  eco- 
nomicamente il  problema  della  illuminazione.  A  questo 
punto  egli  si  sente  trascinato  ad  osservare:  "  Abbiamo 
fatto  questo  nuovo  passo  mediante  l'esame  paziente  di  una 
legge  fisica  ;  or  questa  è  Ìl  frutto  del  lavoro  perseverante 
di  uomini,  che  alle  loro  fatiche  non  posero  mai  per  meta 
la  ricerca  di  qualche  cosa  capace  di  applicazioni  pratiche 
immediate,  ma  che  cercarono  il  vero  in  se  e  per  se,  quel 
vero,  che,  se  non  arricchisce  chi  lo  cerca  e  anzi  spesso  ne 
consuma  le  sostanze  e  la  salute,  può  fare  col  tempo  la 
ricchezza  e  la  gloria  di  intiere  nazioni.  Quegli  uomini  non 
pensarono  alle  applicazioni,  ed  è  per  questo  appunto  che 
trovarono;  ma  fecero  per  le  applicazioni  la  parte  più  im- 
portante: somministrarono    le    cose  applicabili.  Le  inven- 
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zioni  sono  il  più  delle  volte  dovute  più  a  chi  non  vi  pensò 
mai,  che  a  chi  diede  loro  il  proprio  nome.  „ 

Galileo  Ferraris,  dopo  dieciotto  anni,  nei  quali  aveva 
lavorato  con  mirabile  successo,  in  un  campo  dove  le  in- 
venzioni e  le  applicazioni  si  succedevano  con  rapidità 
febbrile,  ripeteva  quelle  parole,  invariabilmente,  mostrando 
che  tutte  le  vicende  della  sua  vita  di  studio,  de*  suoi  la- 
vori, delle  sue  scoperte,  non  avevano  fatto  che  confer- 
marlo pienamente  nella  sua  opinione.  E  quelle  parole,  che 
egli  pronunciava  con  tanto  entusiasmo,  con  sì  profonda 
convinzione,  per  glorificare  i  grandi  benemeriti  della 
scienza,  possiamo  oggi  ripetere  noi  per  ricordare  il  carat- 
tere e  r importanza  scientifica  dell'opera  di  Galileo  Fer- 
raris. 

Torino,  22  luglio  1*^2. 

Guido  Grassi. 


SULL'IMPIEGO 

DELLE 

BUSSOLE  ORDINARIE 

NELLE  MISURE 
DELLE  INTENSITÀ  GALVANICHE 

(Pubblicato  negli  AmmoU  del  R,  Mttsto  Industriale  Italiano  di  Torino, 

per  l'anno  187 1.) 


Dacché  la  corrente  elettrica,  passando  dal  laboratorio  del 
fisico  all'opificio  dell'  industriale,  prese  posto  fra  i  mezzi  di  pro- 
duzione, il  misurarne  l'intensità  ha  cessato  di  essere  problema 
puramente  scientifico  ed  è  diventato  problema  di  tecnologia. 
Sono  note  le  svariate  soluzioni  che  per  gli  usi  scientifici  ne  die- 
dero i  fisici.  De  la  Rive  e  Fechner,  che  proporzionavano  i  loro 
apparecchi  in  modo  da  servire  per  correnti  molto  intense,  face- 
vano oscillare  a  grande  distanza  da  un  conduttore  rettilineo  e 
verticale  un  ago  magnetizzato  e  dalla  durata  delle  oscillazioni 
deducevano  1*  intensità  della  corrente  ;  Pouillet  *  costruiva  e 
Buff,  *  Nervander,  '  Gaugain,  ■*  Poggendorff  ^  modificavano  e  per- 
fezionavano le  notissime  bussole  delle  tangenti  e  dei  seni  ;  Gauss 
e  Weber,*  eseguivano  delicatissime  misure  col  magnetometro 
e  coir  elettrodinamometro,  ne' quali  le  variazioni  delle  azioni 
elettromagnetiche  erano  rese  insensibili  dalla  piccolezza  delle 
deviazioni;  la  bilancia  di  torsione  di  Coulomb  veniva  convertita 


'  Cowptes-rgndiis  de  l'Académic  des  scifnce<,  4,  267  (18371. 

'  Annalen  dtr  Chemig  fon  Liebi^,  86,  i  (1853». 

*  Annales  de  chimie  et  de  physiquf^  55,   156. 

*  Comptes-renduSf  1853. 

*  Poggendorff s  Annalen,  pag.  504  (1840). 

'  Electradynamische  ASaassbestimmitn^eUf  V  abl.,  pag.  218. 

G.  FiaaAius,  Opere,  Voi.  I. 
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in  reometro,  ^  e  Bequerel  *  proponeva  la  sua  delicata  bilancia 
elettromagnetica.  Ma  tutti  questi  apparecchi  erano  destinati  ad 
essere  mezzi  di  delicate  misure  per  scopi  scientifici,  e  non  po- 
tranno mai  essere  che  strumenti  di  laboratorio. 

Ora  modificando  questi  apparecchi,  ora  partendo  da  altri 
principi,  si  cercò  di  costrurre  strumenti,  quali  le  arti  li  richie- 
dono, più  robusti  e  di  più  facile  impiego.  Si  propose  così  agli 
industriali  una  bussola  de*  seni  ridotta  a  minime  proporzioni,  ' 
la  quale  fu  usata  in  qualche  linea  telegrafica  ma  che  non  riuscì 
ad  avere  altre  applicazioni.  Non  meno  infelice  successo  ebbero 
il  galvanometro  di  Fabre  e  Cunemann,  *  in  cui  deducesi  l'inten- 
sità della  corrente  dalla  distanza,  resa  variabile,  del  moltiplica- 
tore dall'ago  e  la  bilancia  reowetrica  di  Régnard,  ^  ove  l'ago 
sospeso  verticalmente  al  centro  di  un  quadro  verticale  riduce- 
vasi  in  ogni  esperienza  alia  stessa  posizione  verticale  con  pesi 
posti  ad  una  estremità  di  un  leggiero  giogo  da  bilancia  ad  esso 
solidario,  ed  altri  congegni  di  simile  natura,  numerosissimi  e 
che  non  potremmo  qui  enumerare. 

Il  solo  strumento  di  misura,  che,  almeno  oggidì,  sia  posse- 
duto dalla  maggior  parte  di  quelli  che  applicano  alle  arti  i  fe- 
nomeni elettrici,  è  una  bussola  ordinaria.  Quindi  l'utilità  di  pò- 
tersi  servire  delle  bussole  ordinarie  come  di  reometri.  De'  metodi 
che  possono  condurre  a  questo  risultato  tacciono,  o  quasi,  gli 
ordinari  manuali  di  fisica,  ed  è  perciò,  che  non  credo  inoppor- 
tuno, scrivendo  in  un  periodico  industriale,  accennare  ad  alcuni, 
indicando  come,  e  con  quali  modificazioni  si  possa,  a  mio  av- 
viso, trarre  partito  dai  principi,  che  li  suggerirono,  nelle  pra- 
tiche applicazioni  dell'elettrologia. 

Qualunque  sia  la  disposizione  di  una  bussola,  quando,  fatta 
passare  per  le  spire  del  suo  moltiplicatore  una  corrente  co- 
stante, l'ago  si  tenga  inclinato,  rispetto  ad  un  piano  parallelo 
alle  spire,  di  un  angolo  «,  il  momento  dell'azione  elettroma- 
gnetica esercitata  dalla  corrente  sul  magnete  è  uguale  all'in- 
tensità /  della  corrente  moltiplicata  per  una  funzione  /(«)  di 
quest'  angolo.   L'ago  si  pone  in  equilibrio    quando  il  valore  di 


*  Du  MoNCEL,  Exposé  des  applicatiotts  de  l'électricUé,  \,      pag.  425. 
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r  misure  delle  inlensilà  gahiaNÌche. 


questo  prodotto  è  uguale  al  momento,  con  cui  il  magnetismo 
terrestre  tende  a  ricondurlo  nel  meridiano  magnetico.  Dicasi  N 
l'angolo,  che  l'ago  fa  col  meridiano  magnetico  nella  sua  posi- 
zione di  equilibrio,  T  V  intensità  del  magnetismo  terrestre,  «  il 
momento  magnetico  dell'ago,  k  una  costante,  il  cui  valore  dipende 
dall'unici  scelta  per  misurare  le  intensità,  e  si  avrà  nell'equì- 
l3>rìo: 

,•/■(«!  =  ;t  fi  rsen.V, 
oppure 

,      _.  sen  A' 

la  quale  formola  diventa,  quando  la  bussola  s 
^ialmente  a  zero,  per  cu!  w  =  ,V; 


1  stata  posta  ini- 


.  r /-(«). 


La  forma   della   funrione/(w)   e    quindi  della  F{ti)  non  è 
3  priori,  che  pei  casi  semplici  della  bussola  delle  tangenti 
ella  bussola  dei  seni,  pella  prima  delle  quali  si  ha 


r  la  seconda: 

/"(«)  =  costante, 


/"l«|=tang«. 
F  (n)  =  costante ,  sen  n. 


In  tutti  gli  altri  casi   l'unica  cosa,  che  si   possa  fare,  è  de- 

;  con  esperienze   dirette    una  serie   di    valori  delt'u 

(.queste   funzioni  corrispondenti    ad  una   serie  di  valori  dati 

». 

Sia   che  si  consideri   la   funzione  /,  sia   che   sì  consideri, 

:  usasi  più  spesso,    la   F,    la  tabella  dei  valori  misurati  di 

■sta  funzione,  dai    quali    si    possono    per    interpolazione    de- 

:  gli  intermedi,  oppure  la  curva,  che  la  rappresenta,  dicesi 

f  scaia  della  bussola.  Avuta  una  volta  la  scala.  Imbussola  ser- 

I  senza    altro    come  un  vero  reometro  finché    non    saranno 

mute  variazioni  nella  distribuzione  del  magnetismo  sull'ago, 

un'  unica  esperienza  fatta  una  volta  per  sempre  darà  la  co- 

T  della  bussola,   e  servirà  a  ridurre  le  misure  falle 

1  medesima  all'unità   eleilroliltica  od   a  quale  si  voglia   altra 

gilà  determinata. 

Se  si  avesse  oltre  alla  bussola  da  studiarsi  anche  una  bussola 
k  graduata  od  una   bussola  delle    tangenti  o  dei  seni,  non  si 


Siiirimpiego  (ielle  bussole  ordinarie 


avrebbe  che  da  porla  colla  prima  in  un  circuito,  e  trasmettere 
in  questo  circuito  una  corrente,  di  cui  si  farà  variare  l'intensità 
con  resistenze  aggiunte.  Basterà  allora  leggere  ad  ogni  espe- 
rienza le  deviazioni  date  dalla  bussola  e  dal  reometro  per  poter 
costrurre  la  scala. 

Ma  noi  vogliamo  supporre  di  non  possedere  reometri  ne 
bussole  già  graduate,  ed  a  questo  metodo  troppo  ovvio  ci  ba- 
sterà avere  accennato.  AH*  impiego  di  reometri  si  può  sostituire 
quello  del  voltametro,  ed  un  voltametro  può  sempre  facilmente 
improvvisarsi.  Ma  noi  vogliamo  anche  supporre  che  si  voglia 
evitare  la  noia  ed  anche  la  difficoltà  di  effettuare  con  un  pro- 
cesso sì  lento  la  misura  di  una  serie  di  intensità  numerose 
quale  la  richiederebbe  la  formazione  di  una  scala. 

Invece  di  misurare  con  un  reometro  elettromagnetico  o  con 
un  voltametro  l'intensità  della  corrente  di  mano  in  mano  che 
questa  si  fa  variare  coli'  aggiungere  al  circuito  gradatamente 
nuove  resistenze,  si  può  approfittare  della  legge  di  Ohm  por 
calcolare  le  stesse  intensità  in  funzione  di  queste  resistenze. 
Se  perciò  si  ha  a  propria  disposizione  un  reostato  od  un  appa- 
recchio a  rocchetti  di  resistenza,  si  potranno  sopra  questo  prin- 
cipio fondare  svariatissimi  processi  per  la  formazione  delle  scale 
graduate  delle  bussole. 

Un  metodo  di  questa  natura  è  per  esempio  il  seguente, 
stato  suggerito  recentemente  dal  professore  Codazza.  Abbiasi  un 
elemento  voltaico  del  quale  si  conoscano  per  esperienze  pre- 
ventive le  costanti  E  =  forza  elettromotrice  ed  R  =--  resistenza. 
Se  ne  congiungano  i  poli  con  un  circuito,  nel  quale  sia  inter- 
posta la  bussola,  di  cui  si  vuol  fare  la  scaia,  e  sia  nota  pure 
per  esperienze  preventive  la  resistenza  r  di  questo  circuito,  la 
bussola  compresa.  L'intensità  della  corrente  trasmessa  sarà: 

A         ;* 

Si  aggiunga  al  circuito  una  resistenza  .v .-  (/—  i)  (R -\-  ;), 
e  sarà: 

E  _    r  E        _ 

R    :    r  +  X  ~    I       R  -\    r 

la  nuova  intensità.  La  deviazione  «■>  dell'ago  della  bussola  cor- 
risponderà adunciuc  all'intensità  i.  Allora  sarà  facile  ottenere 
delle  intensità  determinate;  detta  difatti  ;:  la  resistenza  R   ;■  ;*  +  .v. 


tulle  misure  delle  hilemìtà  galvaniche. 


non  sì  avrà  che  da  aggiungere  ancora  a!  circuito  una  resistenza 
~  calcolata  mediante  la  formola: 


e  l'intensità  della  corrente  diventerà: 
E  «] 


Si  potranno  con   ciò  ottenere  tutti  i  multipli  e  submultiplì 

Y  unità  di  intensità,  e  determinando  per  ciascun  valore  di  ■*, 

I  del  rapporto  -■  l'angolo  di  deviazione,  si  otterrà  la  scala 

iduata  delle   ìntensitÉi  corrispondente  alla    scala  delle  devia- 

.  Il  metodo  è  evidentemente  anche  applicabile  ai  galvano- 

i  ad  aghi  astaticì. 

I  tale  processo  semplice   ed  elegante  richiede  però  l'uso 

I  voltametro,  di  cui  siasi  misurata  la  resistenza,  per  misurare 

istanti  E  ed  R.    In  altra  occasione   mostrerò  come,  appli- 

»  le  proprietà   dei  circuiti  derivali,  si  possono  ottenere  le 

r  costanti  senza  ricorrere  al  voltametro.  Sarà  però  sempre 

uio  l'uso  di  un   reostato  capace  di  misurare  le  più  pic- 

ze,  apparecchio,  che  non  è  alla   mano  di  tutti.  Si- 

:niente  hanno  i  numerosissimi   altri  sistemi,  di  cui 

;  tratto  partito  nelle  scienze,   fra  i  quali  citeremo  i  metodi 

proposti   da   Bequerel ,  Nobili,   Melloni,   Petrina,   Jacobi, 

tcatstone,  i  quali  per  altro  presentano  per  noi  poco  interesse. 

r  l'incontro  gli  studi  di   Poggrirdorff  ^  sull'impiego  del 

inometro  nella  misura   delle   intensità  non  solo  presentano 

X)  interesse  scientifico,  ma  si  fondano  sopra  un  principio, 

ale  si  possono,  a  mio  avviso,  fare  applicazioni  utilissime 

;  nelle  ricerche  di  natura  essenzialmente  tecnica. 

H'esattezza,  che  richiedesi  nelle  ricerche  scientilìche,  questo 

>  non  è  applicabile  che   a  quegli   apparecchi  delicati,   che 

'1  foggiati  da  poterai  la  tavoletta,  su  cui  è  fissato  il  quadro 

re,  far    ruotare   attorno    ad   un    asse  verticale   perfetta- 

c  coincidente  coll'asse  di  rotazione  dell'ago,  in  modo  che  con 

iduazione  si    possa  misurare  l'angolo  di  cui  il    tutto 

t  fatto  girare;  ma,  con  leggiere  modificazioni,  esso  si  può,  a 

'   POCCXXDOKFT,    AnuaItH,     LXII,     499,     —    FtII.l«SCH,     DiV     Lthrt      VOH     rf/H 
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mio  avviso,  applicare  con  tutta  facilità  ad  un  gran  numero  dì  bus- 
sole ordinarie,  non  certamente  con  uguale  esattezza,  ma  con  quel 
grado  di  precisione  che  basta  d'ordinario  ai  bisogni  della  pratica. 
Ecco  intanto  in  che  cosa  consiste  il  metodo  di  Poggendoifl', 
Dalla  formula (i)  sì  ha: 

/(«)  =  -*-^XsenA^, 

e  se  si  fa  passare  pel  moltiplicatore  una  corrente  di  intensità  /)> 
costante,  se  ne  deduce,  dicendo  K  una  costante  : 

/(«)  =  ^sen  N.  (7> 

Basta  adunque  trovar  modo  di  misurare  per  una  serie  di 
valori  di  «,  ossia  dell'inclinazione  dell'ago  rispetto  ad  un  piano 
parallelo  alle  spire  del  moltiplicatore,  la  serie  de' valori  corrispon- 
denti di  N,  ossia  dell'angolo,  che,  nello  stato  d'equilibrio,  l'ago 
stesso  fa  col  meridiano  magnetico.  Ed  ù  ciò  che  fece  Poggendorff, 

li  galvanometro,  la  cui  tavola  era  girevole  attorno  ad  un 
asse  verticale  esattamente  coincidente  coll'asse  di  rotazione 
dell'ago,  veniva  munito  di  un  circolo  graduato  reso  solidario 
alla  tavola  stessa  e  disposto  in  modo,  che  quando  le  spire  erano 
parallele  al  meridiano  magnetico,  lo  zero  della  graduazione  si 
trovasse  di  fronte  ad  un  indice  fisso,  Quest'  indice  poteva  così 
notare  gli  angoli,  che  il  piano  delle  spire  {diremo  cosi  un  piano 
qualunque  parallelo  a  queste)  faceva  in  ogni  esperienza  col  me- 
ridiano magnetico.  Verilìcato,  che,  quando  per  le  spire  non  era 
trasmessa  alcuna  corrente,  l'ago  e  l'indice  segnavano  entrambi 
zero,  facevasi  passare  pel  moltiplicatore  una  corrente  costante, 
la  cui  intensità  assumevasi  come  unità.  Poggendorff  si  serviva 
di  una  corrente  termo-elettrica  data  da  una  coppia  rame- 
platino  scaldata  da  una  parte  in  un  bagno  di  sabbia.  Le  cose 
erano  disposte  in  modo,  che  sotto  l' ìnlluenza  di  questa  corrente 
l'ago  prendesse  una  posizione  media  fra  lo  zero  e  quella  estrema 
a  cui  volevasi  estendere  la  scala.  Facendo  allora  ruotare  tutto 
l'apparecchio  attorno  al  suo  asse  si  arrivava  a  ricondurre  lo  zero 
della  graduazione  della  bussola  a  coincidere  coU'estremità  del- 
l'ago. L'indice  fisso  segnava  in  questa  posizione  del  galvano- 
metro  un  certo  angolo.  Diminuendo  quest'angolo  arnvavasi  ad 
un  punto  in  cui  l'ago  segnava  un  piccolo  numero  di  gradi, 
p,  e.  5",  Leggevasi  il  nuovo  angolo  segnato  dall'indice  fisso  e 
si  ricominciava  a  far  diminuire  quest'angolo  finché  l'ago  se- 
gnasse   IO",   Leggevasi  di  nuovo   l'angolo    segnato    dall'  indice 


ntUt  t 


t  dtìle  inUnsiià  galvamche. 


isso,  e  txts\  si  procedeva  finché  l'angolo  segnato  dall'ago  fosse 

'esO'emo  a  cui  sì  voleva  spingere  la  scala.  Se  ora  noi  diciamo 

l^i   angoli   successivamente  dati   dall'ago,  ed  in  quelli  corri* 

idenli   dati  dall'indice  fisso,   e   se  prendiamo  vi  positivo  o 

»  secondochè  il  moltiplicai  ore  si  è  fatto  girare  nel  senso 

>  in  cui  è  deviato  l'ago,  oppure  nel  senso  contrario,  sarà  »i 

,  che  per  ogni  esperienza  l'ago    fa  col  piano  del  moltj- 

Atore,  e  la  somma  algebrica; 

jV  =  w  +  w» 

i  l'angolo  che  nella    stessa  esperienza  e  nella  posizione  di 
■""«■io  esso    fa  col   meridiano   matetico.  Mettendo  questo 
:  nella  (7)  : 

/■(ni  =  K  set.  M  +  m)  =    '"\^  sen  («  +  »«!, 

•ndo,  come  si  è  detto,  1,  l'intensità  scelta  per  unità;  e  so- 
ldo nella  (3)  ad/{n)  questo  suo  valore,  si  ottiene: 


[]  («  -è-  w*) 


Si  calcolino  adunque  per  mezzo  de!  valori  di  m  misurati  i 
ispondenti    valori   di 


I  pongano  m  i 


sen  (m  -^  m\ 

^a  accanto  a!   corrispondenti   valori  di  n  e  sarà  questa  ta- 
I  la  scoAi  della  bussola. 

Ho  detto  che  lo   stesso  princìpio  potevasì  applicare  ad  un 

;  numera  di  bussole  ordinarie  con  un'esattezza,  che,  seb- 

ne  non  rigorosa  come    col  procedimento  descritto,  convenga 

^bisogni  della  pratica.  Basta  a  questo  scopo,  che  la  bussola  sia 

«tale  e  che  non  sia  fìssa  sul  tavolo  o  &u  altri  apparecchi, 

I.  che  sìa  invece  facile  a  spostarsi  colla  mano  in  modo  da  cam- 

ne  a  volontà  l'orientazione.  In  queste  circostanze  si  inserirà 

1  circuito  un  interruttore,  e  si  faranno,  per  ogni  coppia  di  valori 

■  ed  m  da  determinarsi,  ordinatamente  queste  operazioni: 

'  Chiuso  il  circuito  si  farà  girare  la  bussola  colla  mano 

b  l'ago  segni  l'angolo  n  prestabilito,  la  qual  cosa  si  otterrà 

mente  dopo  alcuni  tentativi. 

2."  Aperto  il  circuito  sì  lasci  che  l'ago  si  ponga  ìn  riposo 
I  meridiano    magnetico,   e    si   legga  allora  l'angolo  che  e»so 
sulla   graduazione.  Evidentemente   quest'angolo   sarà  m 
>  col  segno  contrario. 
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3."  Per  accertarsi  che  l'intensità  della  corrente  non  ha 
variato  durante  l'esperienza,  si  torni  a  chiudere  il  circuito  e 
si  veda  se  l'ago  torni  a  segnare  l'angolo  n.  Allora  facendo 
girare  lentamente  la  bussola,  si  conduca  sotto  all'ago  la  divi- 
sione n  e  si  ripetano  le  stesse  operazioni  tante  volte  quanti 
sono  gli  angoli  n  per  cui  vuoisi  determinare  Vm  corrispondente. 
A  provare  l'attuabilità  di  questo  procedimento,  piacemi  ri- 
portare qui  i  risultati  ottenuti  da  me  applicandolo  ad  una  delle 
bussole  possedute  dal  gabinetto  di  fisica  del  Museo  Industriale. 
La  bussola  è  costrutta  da  Ruhmkorff,  ha  per  lunghezza  esterna 
delle  spire  i39'"°',oo,  per  altezza  esterna  delle  medesime  51^^,00 
e  per  larghezza  orizzontale  36"'%oo.  Queste  spire  si  appoggiano 
internamente  sopra  un  astuccio  rettangolare  di  rame  grosso 
5™m,oo,  servente  da  spegnitore  ed  avente  una  sezione  retta  in- 
terna delle  dimensioni  di  97™'",oo  per  i4™"',oo.  L'ago  che  si 
muove  al  centro  di  quest'astuccio  ha  una  lunghezza  inferiore 
solo  di  2"""^  alla  lunghezza  interna  del  medesimo,  cioè  la  lunghezza 
di  95"^™,oo.  Le  spire  sono  fatte  con  un  filo  di  rame  coperto  di  seta 
avente  il  diametro  di  i'""\5,  e  sono  costituite  da  due  fili  che  si 
possono  usare  separatamente  ovvero  congiungere  in  tensione  od 
in  quantità.  La  resistenza  totale  de*  due  fili  uniti  in  tensione,  si  ò 
trovata  di  0,31  unità  Siemens,  epperò  sarà  0,155  unità  Siemens  la 
resistenza  di  ciascun  filo.  La  scala  è  stata  fatta  facendo  passare 
la  corrente  per  l'uno  soltanto  de'  due  fili,  ed  ecco  il  quadro  dei 
valori  di  in  trovati  per  la  serie  degli  angoli  ;/  procedente  di  5° 
in  5°,  da  0°  fino  a  60**.  Non  si  potè  procedere  oltre  al  60°  grado 
perchè  il  quadro  impedisce  all'indice  unito  all'ago  ad  angolo 
retto  di  deviare  oltre  a  64°  circa. 
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Se  ne  ricava  quest'altra  tabella  contenente  le  ordinate  della 
curva  y  =  /  (m)  : 


1       ASCISSE 

ORDINATE 

ASCISSE 

ORDINATE 

1              " 

scn  («  +  m) 

sen  (w  +  m) 

^- 

0.6947 

1       30. 

0.3746 

5 

0.6756 

35 

0,3170 

ly 

0,6361 

40 

0,2672 

15 

0,5736 

45 

0,2208 

!    20 

0-5075 

1          50 

0,1822        j 

25 

0,4384 

55 

0,1521 

25'  40 

0.4331 

60 

0.1219 

Vedesi  come  le  differenze  tra  i  valori  di  sen  («  4-  »«)  vadano 
crescendo  variando  n  da  0°  a  circa  15°,  come  si  conservino 
poscia  quasi  costanti  fino  ad  «  =^  25°,  e  come  in  seguito  vadano 
decrescendo  con  legge  sempre  più  rapida.  La  curva  che  rappre- 
senta la  funzione /(«)  è  adunque  dapprima  per  o'><h  <  15  con- 
cava verso  l'asse  delle  ascisse,  tra  15"  e  25°  ha  un  punto  di  (lesso 
e  per  w>25  è  convessa  verso  l'asse  delle  ascisse.  Una  legge 
analoga  si  verifica  per  tutte  le  bussole  di  forma  somigliante. 

Si  sa  che  per  una  bussola  delle  tangenti  questa  curva  si 
ridurrebbe  ad  una  cosinusoide,  e  sarebbe  tutta  concava  verso 
l'as&e  delle  ascisse.  Questa  cosinusoide  si  può  considerare  come 
il  limite  verso  cui  tende  la  curva  dei  momenti  elettromagnetici 
di  mano  in  mano  che  l'ago  della  bussola  si  fa  più  piccolo  ri- 
spetto al  moltiplicatore,  di  mano  in  mano  cioè  che  la  bussola 
si  accosta  ad  essere  una  bussola  delle  tangenti. 

Quanto  più  la  bussola  si  accosta  ad  essere  una  bussola  delle 
tangenti,  tanto  più  il  punto  di  fiesso  si  allontana  dall'asse  delle 
ordinate,  e  coincide  col  punto  di  ascissa  «  =  90°,  cioè  coU'in- 
tcrsezione  della  curva  coU'asse  delle  ascisse  per  una  bussola 
delle  tangenti. 

La  curva  in  questione  è  disegnata  \n  A  B  nella  Tavola  I, 

La  tabella  seguente  finalmente  è  la  scala  della  bussola  e  dà 
per  i  successivi  valori  della  deviazione  h,  che  una  corrente  da 
misurarsi  imprime  all'ago  quando  le  spire  sieno  parallele  al  me- 
ridiano magnetico,  cioè  l'ago  sia  stato  condotto  a  zero,  Ì  corri- 
spondenti valori  dell'intensità  espressi  per  mezzo  dell'intensità 


IO 


Sull'impiego  delle  bussole  ordinarie 


della  corrente  usata  nelle  esperienze  (quella  data  da  un  elemento 
Leclanché),  presa  come  unità. 


DEVIAZIONE 

INTENSITÀ 

1 

DEVIAZIONE 

INTENSITÀ 

n 

san  n 

H 

sen  n 

sen  (n  +  ;;/) 

1 
1 

0,000 

sen  {«  +  »!)        [ 

o« 

30" 

ii335 

5 

0,129 

35 

1,808 

IO 

0,273 

40 

2,405 

15 

Oi45i 

45 

3»204 

20 

0,674 

50 

4,204 

25 

0,964            1 

55 

5.385 

25"  40' 

1,000 

60 

7,107 

La  curva  delle  intensità  è  stata  mediante  questo  quadro 
disegnata  in  07,  prendendo  per  rappresentare  l'unità  di  inten- 
sità la  lunghezza  di  due  centimetri. 

Un  tale  procedimento  modificato  leggermente  nel  modo 
che  si  è  detto,  e  reso  con  ciò  applicabile  a  molti  di  quei  casi 
in  cui  non  richiedasi  che  l'approssimazione  voluta  dai  bisogni 
delle  arti,  ha  sopra  tutti  gli  altri  1*  incalcolabile  vantaggio  di  non 
richiedere  altri  strumenti  che  la  bussola  stessa  che  si  vuol  gra- 
duare. E  siccome  sono  mille  le  maniere  con  cui  per  mezzo  di 
un  reometro  e  senza  il  sussidio  di  reostati  si  possono  parago- 
nare tra  loro  due  resistenze,  così  chi  abbia  a  sua  disposizione 
una  bussola  ordinaria  a  cui  il  processo  precedente  possa  essere 
applicato,  potrà  con  quella  sola  effettuare  la  maggior  parte  delle 
misure  sia  di  intensità^  sia  di  resistenza,  che  gli  potranno  occorrere. 

Al  metodo  di  Poggendorff  ci  possono  condurre  anche  con- 
siderazioni geometriche.  Portiamo  sopra  un  asse  delle  ascisse 
LO R  (Tav.  I)  dall'origine  O  le  deviazioni  n  dell'ago  dal  me- 
ridiano magnetico,  e  tracciamo  una  curva  avente  per  ordinate  i 
momenti,  con  cui  il  magnetismo  terrestre  tende  a  ricondurre 
l'ago  nel  meridiano  medesimo.  Questa,  che  noi  diremo  curva 
magnetica,  è,  come  sappiamo,  una  sinusoide  O  M,  D'altra  parte, 
se  supponiamo  che  il  piano  delle  spire  coincida  col  meridiano 
magnetico,  che  cioè  la  bussola  sia  stata  condotta  a  zero,  e  se 
facciamo  percorrere  le  spire  da  una  corrente  costante  z^,  che  noi 
vogliamo  prendere  come  unità,  l'azione  esercitata  da  questa  sul- 
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l'ago  avrà  per  momento  il  prodotto  dell'intensità  („  per  una  fun- 
none  di  n  rappreseti  taljile  con  una  curva  A  B.  La  ricerca  dì 
Kta  è  il  primo  problema  die  noi  ci  proponiamo. 

Perciù  osserviamo  che  la  curva  eUltroniagtietica  A  B  non 
►ende,  riguardo  alla  forma,  che  dall'inclinazione  reciproca  del- 
>  e  del  piano  delle  spire,  e  non  varia  variando  la  posizione 
queste  rispetto  al  meridiano.  Se  le  ascisse  fossero  prese 
roporzionali  all'angolo  de!  piano  delle  spire  coll'ago  la  curva 
HB  adunque  non  si  cambierebbe  facendo  girare  la  bussola 
torno  al  suo  asse  verticale.  Ma  essendo  invece  le  ascisse 
roporzionali  agli  angoli  dell'ago  col  meridiano,  che  è  eviden- 
niente  la  somma  dell'angolo  dell'ago  colle  spire  e  dell'angolo 
i  queste  col  meridiano,  facendo  girare  lo  strumento  sul  suo 
le,  le  ordinate  della  curva  A  B  non  cambieranno,  ma  tutte  le 
cisse  dovranno  essere  accresciute  dell'angolo  per  cui  Tappa- 
scchio  si  è  fatto  ruotare.  Far  ruotare  la  bussola  a  destra  od  a 
Enietra  equivale  quindi  per  noi  a  spostare  di  un'ugual  quantità 
S  nello  stesso  senso  la  curva  elettro-magnetica  AB.  Durante 
[desto  movimento  la  curva  A  B  sarà  tagliala  dalla  curva  >na- 
•tìica  O  M  in  punti  sempre  diversi,  ed  è  possibile  mediante 
tale  trasporto  far  coincidere  il  punto  di  intersezione  con 
lalsivoglia  punto  della  curva  AB.  E  se  fosse  possibile  trovare 
■  un'esperienza  l'ordinata  di  ciascuno  di  questi  punti  d'intcr- 
zione,  basterebbe  accrescerne  l'ascissa  della  quantità  di  cui, 
r  ottenerlo,  la  curva  si  è  dovuta  spostare  per  avere  cosi  un 
Ulto  della  curva.  Se  per  esempio  la  curva  A  B  è  stata  spo- 
1  fino  in  d  é  di  una  quantità  p  J) ,  e  se  questa  curva  non  fosse 
losciuta,  basterebbe  sapere  che  essa  nella  sua  nuova  posizione 
tglia  la  curva  magnetica  O M  in  tu',  per  poterne  subito  trovare 
S  punto  MI.  Basterebbe  prendere  y'  y  ^  ?'  P  e  ^  m=^q'  tu'.  Ma  ì 
tonti  d'intersezione  della  curva  magnetica  colla  curva  elettro- 
luetica  nelle  sue  posizioni  successive  sono  facili  a  determinarsi, 
i!  infatti  la  corrente  ed  il  magnetismo  terrestre  agiscono  insieme, 
Igo  si  porrà  in  una  posizione  di  equilibrio  p>er  cui  Ì  due  momenti 
U'azione  elettro -magnetica  e  di  quella  del  magnetismo  terrestre 
ino  eguali.  Cosicché  se  si  misura  la  deviazione  oq  dell'ago,  in 
>  caso  questa  sarà  l'ascissa  del  punto  d'intersezione  delle 
arve,  e  l'ordinata  q"  m'  corrispondente  della  sinusoide  O  M 
I  valore  comune  ai  due  momenti.  Accrescendo  l'ascissa  o  r/' 
Q'af^olo  q  q,  di  cui  la  bussola  trovavasi  girata  nell'esperienza. 
L  prendendo  qm^q'  m  si  avrà  un  punto  della  curva.  E  come 
|è  avuto  un  punto,  si  potrà  ottenere  la  curva  intiera. 
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Dicendo  oq  =  n,  qq*  =  —  m,  sarà  : 

q  m  =  q'  m  =  sen  o  q  =  sen  (o  q  —  q  q')  =  sen  (n  +  w) 

come  avevamo  trovato  per  altra  via. 

Suppongasi  ora,  che,  le  spire  trovandosi  nel  meridiano  ma- 
gnetico, agisca  sull'ago  una  corrente  di  intensità  i  diversa  da 
/^,  e  sia  per  esempio  i>/*o.  Per  una  medesima  deviazione  del- 
l'ago il  momento  dell'azione  elettro-magnetica  mentre  prima  era: 

/o/(w)        sarà        //(;/, 

epperò  la  curva  A'  B',  di   cui  esso    è  l'ordinata,  si  otterrà  au- 
mentando tutte  le  ordinate  della  curva  AB  nel  rapporto  ì:Ìq, 

Per  trovare  adunque  il  rapporto  .    basterà  saper  trovare  il 

rapporto   di    una   sola   ordinata   della  curva   A' B   all'ordinata 
della  curva  A  B  corrispondente  alla  medesima  ascissa. 

Se  ora,  stando  le  spire  nel  piano  del  meridiano ,  sotto 
l'azione  della  corrente  /  l'ago  prende  la  deviazione  oq,  siccome 
l'ago  è  in  equilibrio,  sarà  q  u  l'ordinata  corrispondente  della 
curva  A*  B\   e  per    trovare  l' intensità   della  corrente,   cioè   il 

rapporto   .,  basterà    saper   trovare    l'ordinata   q  m    della   curva 

normale  A  B  corrispondente  alla  stessa  ascissa.  A  questo  scopo 
basterà  sapere  di  che  angolo  q  q'  -^  —  m  la  bussola  debba  essere 
fatta  girare  a  sinistra  perchè  sotto  l'azione  della  corrente  mi- 
nore Ìq  e  del  magnetismo  terrestre  l'ago  si  mantenga  deviato 
dello  stesso  angolo  u  =  oq  sul  piano  delle  spire,  giacché,  se- 
condo quello  che  si  è  detto,  sarà  allora  q  in  =  q'  m\  L' intensità 
/  starà  adunque  ad  Ìq  nel  rapporto  : 

/    q  n    sen  oq   sen  o  q  sen  ;/ 

/<,  q  ;;/'         sen  o  q         sen  (o  q  —  q  q)        sen  \n  +m)  ' 

come  volevamo  trovare. 

In  modo  analogo  si  ragionerebbe  quando  fosse  A  B'  la 
curva  corrispondente  alla  corrente  normale,  e  la  corrente  da 
misurarsi  fosse  minore  e  corrispondente  p.  e.  alla  curva  A  B. 
In  questo  caso  si  immaginerebbe  la  curva  A'  B*  trasportata  verso 
la  destra  in  a!  b\  e  si  avrebbe  : 


/ 


0 


ps   ps   sen  op  sen  fi 


/  pr         p' r  sen  (op'\-pp')  sen  (w' +  ;;/ )' 

Vedcsi  come  la   bussola  dei  seni  non  sia  che  una  applica- 
zione particolare  del  metodo  descritto. 


SULLA  TEORIA  MATEMATICA 
PROPAGAZIONE   DELL'  ELETTRICITÀ 

NEI  SOLIDI  OMOGENEI 

(Tesi  preseouia  per  conseguire  il  grada  di  Dottore 

mggregato  «Ila  licoltii  di  Sdenie  fisiche  matematiche  e  naturali 

nella  R.  Università  di  Torino  niU'anno  >8^3.) 


PREFAZIONE 


Le  analisi  di  Thomson,  di  KirchhoFF,  di  Weber  e  di  He!m- 
ioltz  sulle  correnti  elettriche  hanno  posto  in  luce  due  fatti,  dei 
ali  le  idee  moderne  sulla  correlazione  delle  forze  fisiche  ac- 
»  l'importanza:  l'analogia  delle  leggi  della  propagazione 
l'elettricità  nei  lìli  di  resistenza  infinitamente  piccola  con  quelle 
dia  propagazione  del  suono  nei  tubi  e  nelle  vérghe  vibranti 
mgitudinalmente,  e  l'analogia  della  propagazione  dell'elettricità 
fci  fili  di  resistenza  infinitamente  grande  con  quelle  del  calore 
|fci  corpi  solidi. 

Collo  scopo  principalmente  di  vedere  fino  a  qual  punto  sus- 

)  queste  analogie,  e  fino  a  qual  punto  esse  possono  con- 

e  coi  risultati  di  altre  teorie  ad  indicarci  la  via  per  iscoprire 

)  vera  natura  dei  fenomeni  elettrici,  io  mi  propongo  di  studiare 

I  propagazione  degli  stati  elettrici  nel  caso  semplice  di  un  con- 

lore  filiforme  immerso  in  un  mezzo  perfettamente  isolante  e 

1  derivazioni,  e  di  applicare  con  metodo  uniforme  le  leggi 

)  trovate  a  casi  tali  e  cosi  ordinati,  che  valgano  a  mostrarmi 

ne  quelle  leggi  si  trasformino  gradatamente,  mentre,  variando 

I  nttuifa  del  conduttore,  la  resistenza  del  circuito  cresce  da  zero 

)  all'infinito. 

Le  sole  ipotesi,  che  la  legge  di  Ohm  valga  per  le  correnti 

ibDi  come  per  !e  costanti,  e  che  sìa  esatta  la  forinola  fon- 


14  Sititìt  teoria  tiialemaikti 

danientale  dell'induzione  voltaica  data  da  Weber,  bastano  a  sta 
bilire  le  equazioni  generali  del  movimento  dell'elettricità  date 
pella  prima  volta  dal  Kirchhoff.  Sono  cinque  equazioni  differen» 
ziali  fra  cinque  funzioni  di  quattro  variabili  indipendenti  ;  16 
cinque  funzioni  sono  la  quantità  di  elettricità,  riferita  all'i 
di  volume,  contenuta  nell'interno  del  conduttore,  la  quantità  dì 
elettricità,  riferita  all'unità  di  superfìcie,  accumulata  alla  super- 
ficie del  corpo,  e  le  tre  componenti  dell'intensità  della  correnla, 
parallelamente  ai  tre  assi  coordinati;  le  quattro  variabili  indipen* 
denti  sono  il  tempo  e  le  tre  coordinate.  Queste  equazioni  si  sem- 
plificano e  si  riducono  a  due  nel  caso  di  un  conduttore  lineare, 
cioè  avente  la  forma  di  un  filo  di  sezione  infinitamente  piccola] 
ed  in  queste  equazioni  non  figurano  più  che  due  funzioni  di  du< 
variabili  indipendenti:  la  quantità  di  elettricità  contenuta  nel  file 
riferita  all'unità  di  lunghezza  e  l'intensità  della  corrente,  futi 
zioni  entrambe  del  tempo  e  dell'arco  di  conduttore  compreso  fi 
un'origine  data  ed  il  punto  che  si  considera. 

Espressi  con  serie  trigonometriche  gli  integrali  delle  equa* 
zioni  cosi  ridotte,  io  considero  successivamente  i 
sistenza  infinitamente  piccola,  di  una  resistenza  finita  e  di  una 
resistenza  grande  oltre  ogni  limite. 

Nel  primo  caso  l'analogia  fra  i  due  fenomeni,  la  propaga 
zione  dell'elettricità  nei  fili  e  quella  dei  suoni  nei  tubi  e  nelH 
verghe  vibranti  longitudinalmente,  è  completa.  Alla  condensi 
zione  del  corpo  vibrante  corrisponde  la  carica  elettrica  del  con 
duttore,  alla  velocità  della  vibrazione  l'intensità  della  e 
Come  la  condensazione  e  la  velocità,  così  la  carica  elettrica  i 
l'intensità  della  corrente,  si  trasmettono  sotto  forma  di  due  ondi 
uguali  propagan  tesi  in  versi  opposti  con  velocità  uniforme;  questi 
velocità  è  quella  della  luce. 

Nei  piccoli  tubi  il  suono  si  propaga  meno  rapidamente,  e 
nello  spazio  illimitato,  e  la  velocità  di  propagazione  è  tanto  r 
nore,  quanto  è  minore  il  diametro  del  tubo,  e  quanto  più  lungi 
è  l'onda.  Nella  propagazione  dell'elettricità  avviene  lo  stessa 
Se  invece  di  supporre  la  resistenza  infinitamente  piccola,  le  i 
attribuisce  un  valore  Anito,  purché  inferiore  ad  un  certo  timit« 
la  carica  elettrica  e  l'intensità  della  corrente  sono  rappreseotab 
ancora  ciascuna  da  una  serie,  ad  ogni  termine  della  quale  coj 
risponde  un'onda  semplice;  ma  tutte  queste  onde  si  propaga») 
lungo  il  filo  con  velocità  diverse  e  tanto  maggiori  quanto  è  mag 
giore  il  numero  d'ordine  del  termine  corrispondente,  quanto  pi 
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l'onda  è  corta.  Diminuendo  la  resistenza,  tutte  queste  velocità 
convergono  verso  quella  della  luce,  come  aumentando  il  diametro 
del  tubo,  in  cui  si  propaga  un  suono,  tutte  le  velocità  delle  onde 
semplici,  di  cui  questo  è  composto,  convergono  assintotìcamente 
verso  quella  del  suono  in  un  mezzo  illimitato. 

Aumentando  ancora  la  resistenza,  la  velocità  delle  onde  più 
lunghe  si  riduce  a  zero  e  poi  diventa  immaginaria.  11  primo  ter- 
mine delle  serie,  e  dopo  ìl  primo  successivamente  tutti  gli  altri 
cessano  dì  rappresentare  un'onda;  le  serie  si  scompongono  cosi 
in  due  parti;  la  seconda  parte  rappresenta  ancora  un  moto  pro- 
pagantesi  per  onde  analoglie  a  quelle  sonore;  la  prima  parte 
invece  rappresenta  una  funzione,  che  non  trova  finora  riscontro 
in  nessuna  dì  quelle,  che  esprimono  leggi  fisiche  di  altri  ordini. 

Col  crescere  della  resistenza  tutti  i  termini  delle  serie  pas- 
sano successivamente  dalla  seconda  alla  prima  parte.  Al  limite, 
quando  la  resistenza  diventa  infinita,  la  quantità  di  elettricità,  che 
si  trasmetterà  per  onde,  sarà  infinitamente  piccola.  Ma  intanto 
i  termini  delle  serie  si  saranno  trasformati  per  modo,  che  la  fun- 
zione rappresentante  la  carica  elettrica  soddisferà  a  quella  stessa 
equazione  alle  derivate  parziali,  dalla  quale  dipendono  le  leggi 
della  propagazione  del  calore' nei  corpi  solidi. 

Questi  fatti,  posti  a  confronto  coi  dati  di  altre  teorie,  fanno 
intravedere,  come  quel  medesimo  etere,  a  cui  si  attribuisce  la 
propagazione  della  luce  e  del  calore  raggiante,  intervenga  nei 
fenomeni  elettrici,  e  come  l'esistenza  di  questo  veicolo  univer- 
sale delle  energie  fisiche  possa  trovare  una  dimostrazione  di  più 
ìq  due  leggi  affatto  sperimentali:  la  legge  di  Ohm  e  quella  dei 
fenomeni  d'induzione. 
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I. 

DEFINIZIONI  ED  IPOTESI  FONDAMENTALI. 

Quantità  di  elettricità,  intensità  della  corrente,  conducibilità  e  forza  elet> 
tromotrice,  estensione  della  legge  di  Ohm. 

1.  Gli  Stati  elettrici  dei  corpi  si  rivelano  mediante  attrazioni 
e  ripulsioni  esercitate  sui  corpi  vicini.  Queste  forze,  che  seguono 
la  legge  di  Coulomb,  determinano  il  seguo  degli  stati  elettrici 
e  danno  la  misura  delle  quantità  di  elettricità.  Un  corpo  elettriz- 
zato è  in  istato  elettrico  positivo  o  negativo,  secondochè  un  vetro 
stato  strofinato  con  una  stoffa  di  lana  lo  respinge  o  lo  attrae^ 
e  noi  diciamo  che  in  quel  corpo  vi  è  un'unità  di  energia  elet- 
trica od  una  quantità  di  elettricità  uguale  ad  uno,  quando  questa 
quantità  di  elettricità,  supposta  riunita  in  un  unico  punto,  eser- 
citi alla  distanza  di  un  millimetro  sopra  un  punto  materiale,  su 
cui  sia  concentrata  una  quantità  di  elettricità  uguale  ad  essa,  una 
ripulsione  capace  di  imprimere  alla  massa  di  un  milligrammo 
r  accelerazione  di  un  millimetro. 

2.  La  trasmissione  degli  stati  elettrici  fra  le  parti  di  un  corpo 
costituisce  una  corrente  elettrica.  È  indifferente  considerare  la 
corrente  come  la  propagazione  di  un  solo  de'  due  stati  elettrici 
opposti,  o  come  la  propagazione  simultanea  de'  due  stati  in  versi 
contrari.  Adottando  questa  seconda  maniera  di  enunciare  il  fe- 
nomeno, noi  diciamo  verso  della  corrente  il  verso  in  cui  si  tra- 
smette l'elettricità  positiva. 

Supponiamo  dapprima ,  che  in  ogni  punto  di  un  corpo  la 
trasmissione  si  faccia  parallelamente  ad  una  data  direzione.  Se 
la  corrente  è  costante,  tutte  le  sezioni  del  corpo  perpendicolari 
a  quella  direzione  sono  attraversate  in  un  dato  intervallo  di  tempo 
da  una  medesima  quantità  di  elettricità  positiva  in  un  senso,  e 
dalla  medesima  quantità  di  elettricità  negativa  nel  senso  con- 
trario. Noi  diciamo  intensità  della  corrente  la  quantità  di  elet- 
tricità positiva  trasmessa  attraverso  ad  ogni  sezione  in  un  mi- 
nuto secondo. 

Se  la  corrente  varia  col  tempo,  sia  //  la  quantità  di  elettricità 
positiva  che  ha  attraversato  una  data  sezione  dopo  il  tempo  t; 

la  derivata     .     rappresenta  la  (luantità  di  elettricità  positiva  che 


passerebbe  per  quellii  sezione  nell'unità  di  tempo,  se  alla  fine 
ì  t  ia  trasmissione  diventasse  costante.  £  li  valore  dì  questa 
trivata  che  noi  denominiamo  intensità  della  corrente  nella  se- 
me data  e  nell'istante  considerato. 
Ed  analogamente,  qualunque  sia  la  forma  di  un  corpo  e  co- 
ftioque  vi  avvengano  trasmissioni  di  stati  elettrici,  se  in  questo 
j  consideriamo  un  punto  e  se  la  quantità  di  elettricità  posi- 
,  che  nell'elemento  di  tempo  dt  successivo  all'istante  /  altra- 
I  normalmente  un  elemento  superficiale  di  area  '■>  comunque 
aoDocato  in  quel  punto,  i  l'un/t,  la  quantità  /w  dicesi  intensità 
^a  corrente  elementare  nel  punto  e  nell'istante  dati  e  nella 
r  della  normale  all'elemento  piano,  La  quantità  finita  / 
bpuù  denominare  nilensilà  unitaria  o  riferita  all'unità  di  super- 
;  in  quel  punto,  in  quell'istante  ed  in  quella  direzione. 
3,  Se  stando  la  stessa  causa,  che  in  un  dato  istante  tende 
jprodurre  il  movimento  dell'elettricità,  stando  le  stesse  la  forma, 
!' dimensioni,  la  posizione  del  corf>o,  in  cui  questo  si  deve  ma- 
ttare, stando  le  stesse  tutte  le  altre  circostanze,  si  suppone, 
;  varii  ia  materia,  di  cui  il  corpo  è  formato,  si  ammette  che 
inlensità  unitaria  della  corrente  in  ciascun  punto  varii  propor- 
almente  ad  una  costante  dipendente  solo  dalla  natura  del 
lO:  e  questa  costante  dicesi  coefficiente  di  conducibilità. 
Quest'ipotesi  non  è  altro  che  un'estensione  della  legge  di 
bin  ;  per  correnti  costanti  essa  è  provata  vera  da  tutte  le  espe- 
'.  per  correnti  variabili  essa  6  giustificata  dal  fatto  spe- 
■,  che  nei  fenomeni  d' induzione,  ove  la  causa  della  cor- 
mte  comincia  ad  apparire,  cresce  e  torna  a  zero,  la  quantità 
ale  di  elettricità  messa  in  movimento  nel  circuito  indotto  è 
lorzionale  al  coefficiente  di  conducibilità. 

n  valore  del  rapporto  -r  dell'  intensità  unitaria  i  della  cor- 

:  in  un  dato  punto  del  corpo  ed  in  una  data  direzione,  al 
flìciente  di  conducibilità  k  del  corpo,  non  dipende,  in  grazia 
il  principio  precedente,  che  dalla  cauaa  del  movimento  elettrico 
Fjtficesi  la  forza  ekitroniotrice  agente  in  quel  punto  ed  in  quella 


Si  sa  che  per  un  corpo,  sul  quale  non  agiscono   fenomeni 

Endiizione  né  azioni  elettrostatiche  dovute  a  cause  esterne,  è 

sibile  una  sola  distribuzione  dell'elettricità  esistente  su  di  esso, 

i  quale  vi  sia  equilibrio  elettrico,  e  che  questa  distribuzione 

Equella,  per  cui  il  potenziale  di  tutta  quell'elettricità  ha  un  mc- 

C.  FnuuKiii  Ofrrt,  Voi.  L  a 
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desimo  valore  in  tutti  i  punti  dell'  interno  e  della  superficie  del 
corpo.  Se  il  potenziale  non  è  costante  v'è  corrente,  ed  esten- 
dendo a  tutti  i  casi  ciò,  che  la  distribuzione  dell' elettricità  libera 
lungo  il  circuito  data  da  Ohm  e  provata  sperimentalmente  da 
Kohlrausch  dimostra  pel  caso  speciale  di  una  corrente  costante 
percorrente  un  conduttore  filiforme,  si  ammette  che,  detto  Q  il 
potenziale  e  ^5  uno  spazio  infinitamente  piccolo  percorso  nella 
direzione  5,  l'intensità  unitaria  della  corrente  in  un  punto  dato,  e 

nella  direzione  5  sia  proporzionale  al  coefficiente  differenziale  ^—  . 

Essendo  così  tra  loro  proporzionali  la  forza  elettromotrice 
e  la  derivata  del  potenziale,  esse  si  possono  ridurre  ad  una  me- 
desima unità  di  misura;  e  siccome    —  --,—  esprime  l'attrazione 

elettrostatica  che  l'elettricità  distribuita  sul  conduttore  esercite- 
rebbe sul  punto  considerato,  se  su  questo  punto  fosse  riunita  una 
quantità  di  elettricità  uguale  ad  uno,  così  noi  possiamo  assumere 
come  unità  di  forza  elettromotrice  quella  forza  elettromotrice,  che 
equivale  ad  un'attrazione  elettrostatica  uguale  ad  un  mezzo,  ^ 
capace  cioè  di  imprimere  in  due  minuti  secondi  alla  massa  di 
un  milligrammo  la  velocità  di  un  millimetro. 

Scelta  l'unità  di  intensità,  scelta  l'unità  di  forza  elettromo- 
trice, ne  risulta  l' unità  per  la  conducibilità.  È  uguale  ad  uno  la 
conducibilità  di  quel  corpo,  in  cui  una  forza  elettromotrice  uguale 
ad  uno  produce  una  corrente  di  intensità  unitaria  uguale  al- 
r  unità. 

4.  Le  unità  che  abbiamo  scelto  sono  quelle  conosciute  col 
nome  di  unità  meccaniche;  si  passa  da  queste  alle  elettroma- 
gnetiche mediante  il  dato  della  fisica  sperimentale,  che  le  unità 
elettromagnetiche  di  intensità,  di  forza  elettromotrice,  di  condu- 

C  A.  C^ 

cibilità  valgono  rispettivamente   —  _- ,    -^— ,   -  -  unità  mecca- 

2\/2      c^a"       8 


^  Diciamo  uguale  ad  un  mezzo  e  non  uguale  ad  uno  per  servirci  di  una 
unità  già  in  uso.  Quest'unità  dilTatti  è  stata  proposta  e  determinata  da  Weber. 
Ora  Weber  immaginava  la  corrente  come  costituita  dallo  scolo  in  sensi  con- 
trari di  due  fluidi,  e  definiva  la  forza  elettromotrice:  la  forza  tendente  a  se- 
parare  un'  unità  di  fluido  positivo  dalla  quantità  uguale  di  fluido  negativo,  che 
con  esso  costituisce  del  fluido  neutro.  Ora  la  forza  ag:ente  sul  fluido  negativo 
è  sempre  uguale  e  contraria  a  quella  agente  sul  positivo,  epperò  la  forza  elet- 
tromotrice, secondo  la  definizione  di  Weber,  è  doppia  dell'attrazione  elettro- 
statica rappresentata  dalla  derivata  del  potenziale. 
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niche,  essendo  e  una  velocità,  per  cui  le  esperienze  di  Kohlrausch 
e  Weber  diedero  il  valore 

millimetro    . 


e  =  439450 .  io« 


secondo 


II. 

EQUAZIONI  GENERALI. 

La  forza  elettromotrice  è  dovuta  a  tre  cause:  all'elettricità  distribuita  sul 
conduttore,  all'induzione  della  corrente  sopra  se  stessa,  ed  a  cause  esteme.  — 
Forza  elettromotrice  dovuta  all'  elettricità  libera,  forza  elettromotrice  dovuta 
all'induzione.  —  Equazioni  tra  la  forza  elettromotrice  e  l'intensità  unitaria  pa- 
rallelamente a  ciascun  asse  coordinato.  —  Espressione  del  potenziale.  —  Equa- 
zioni di  continuità. 

5.  Se  si  dicono:  x,  y,  z  le  coordinate  rettangolari  di  un 
punto  del  conduttore;  X^  F,  Z  i  valori  che  hanno  in  quel 
punto,  nell'istante  considerato,  le  componenti  della  forza  elet- 
tromotrice prese  parallelamente  agli  assi  coordinati  \  u  .dydz  ,  dt, 
V  .dzdx  .dt,  w  .dxdy  .d  t  le  quantità  di  elettricità  positiva, 
che  si  trasmettono  nell'elemento  di  tempo  di  successivo  al- 
l' istante  che  si  considera,  nelle  direzioni  dei  tre  assi,  attraverso 
gli  elementi  superficiali  dydz,  dzdx,  dxdy;  k  il  coefficiente 
di  conducibilità  del  corpo  ;  si  ha  per  T  ipotesi  fondamentale 

ti=^kXf      v=^kY,      w  =  kZ.  (i) 

La  forza  elettromotrice,  di  cui  X,  Y,  Z  sono  le  componenti, 
è  dovuta  in  parte  all'azione  dell'elettricità  libera  distribuita  sul 
conduttore,  in  parte  all'induzione,  che  ha  luogo  per  il  variare 
delle  correnti  in  tutti  gli  altri  punti  del  circuito^  in  parte  final- 
mente a  cause  esterne. 

Se  si  rappresenta  con  U  il  valore  nel  punto  (.v,  y,  z)  del  po- 
tenziale dell'elettricità  libera  distribuita  sul  conduttore,  le  com- 
ponenti della  prima  parte  della  forza  elettromotrice  sono 

d^  diì  dil 

dx  dy  dz 

millimetro 
*  La,  notazione • è  usata  dal  Weber  per  ricordare,  che  si  è  as- 
secondo 

sunto  per  unità  di  lunghezza  il   millimetro,   e   per   unità   di   tempo   il   minuto 
secondo. 
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6.  Per  trovare  le  componenti  della  seconda  parte  della  forza 
elettromotrice  rappresentiamo  con  x,y',z  le  coordinate  di  un 
secondo  punto  del  conduttore,  con  //',  v',  iv'  i  valori  di  u,  v,  n» 
per  questo  punto,  e  con  r  la  distanza  tra  i  due  punti  (.v,  v,  e) 
ed  (x',y\  o'). 

Si  sa  dalla  teoria  dell*  induzione  voltaica,  che  se  in  un  ele- 
mento ds*  di  un  conduttore  l'intensità  /  della  corrente  nell' ele- 
mento di  tempo  d  t  cresce  di  t//,  si  sviluppa  in  un  secondo  ele- 
mento d s  appartenente  allo  stesso,  o  ad  un  altro  conduttore,  e 
distante  di  r  da  d  s'  una  forza  elettromotrice,  che  in  unità  mec- 
caniche è  espressa  dalla  formola 

8    di    ds'  ,      j   ^         r      f  ^^  V 
7.     ,,  —     eos  (;-.  ds)  cos  (r,  ds  )                      (3) 

e  '    (li       f 

nella  quale  e  rappresenta  la  velocità, 

^  millimetro 

^  =  439450  •  io''     .^.;.nri^""- 

secondo 

Ora  neir elemento  dx  dv  dz  si  hanno  nell'istante  consi- 
derato,  nelle  direzioni  degli  assi  coordinati,  delle  correnti  di  in- 
tensità 

//'  dy  d z  ,         V  d  z'  d x'  f         w'  dx'  dy' , 

che  neir  intervallo  di  tempo  dt  aumentano  di 

■        d t ,  d  V  d z   ,         —    dt .  dz  dx   .  ,     dt  ,  dx  dy  . 

dt  -  dt  '         dt 

Questi  elementi  di  corrente,  aventi  le  lunghezze  dx\  dy' ,  dz  , 
fanno  colla  retta  r,  che  unisce  T  elemento  dx  dy  dz*  al  punto 
(•V,  V»  ^)  gli  angoli,  i  cui  coseni  hanno  i  valori 

X  —  X  V  —  y  z  —  z 

r       '         '     r       '  r       ' 

che  bisogna  sostituire  a  cos  (/',  d s)  neirc.s[)russione  (3)  per  avere 
le  forze  elettromotrici  elementari  svilup|)ate  da  ciascuno  di  essi 
nel  punto  (.v,  )',  z)  e  nella  direzione   detcrminata  dal    valore  che 

.V  —  .V 

si  dà  a  cos  (r,ds).  Facendo  cos(;',  ^/ò)=  *  ,  si  hanno  così 

r 

le  forze  elettromotrici  sviluppate  per  induzione  da  quegli  ele- 
menti di  corrente   nel  punto  (x,y  a)  e  nella   direzione   dell'asse 
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delle  X,  le  quali  forze  elettromotrici,  sommate,  danno  la  prima 
delle  espressioni 

Qdx'dy'ds'  A<^"  ,  •,      ''^' ,  •,,''«''/  »  \ 

^dxdy'dz  idu  dv'  .,dw'  \ 

8  dx-  dy'  dz' ,  Ida  .      dv'  ,dw-  ,\ 

Le  altre  due  danno  la  totale  forza  elettromotrice  sviluppata  per 
induzione  dall'elemento  dx'  dy'  dz  sul  punto  (.r,^,  z)  rispettiva- 
mente nella  direzione  dell'asse  delle  y  e  nella  direzione  dell'asse 
delle  z,  e  si  ottengono  come  la  prima  sostituendo  a  cos  (r,  ds) 
successivamente 

y  —  y 


e      

r  r 


Perciò  se  si  pone 

/f=  j  f  f^f  ^-^-  ,c_r')|i/(.v-y,  4-  v(y'-y)^w\z-z\, 

e  se  si  intendono  le  integrazioni  estese  a  tutto  il  volume  del 
conduttore,  si  hanno  le  tre  comj>onenti  della  seconda  parte  della 
forza  elettromotrice  agente  nel  punto  '.r.  i-,  z\  espresse  da 

%  di  8  dV  _  8  d\V 

c='  di  '  e'-  dt  •  e'    di  '  '5» 

7.  Dico  nnalmente  F  !a  forza  elettromotrice  sviluppata  ne! 
punto  «jr.  V. ri  da  cause  esterne  a!  con'iuttore,  ed  Fx,  F^,  F»  le 
sue  componenti  parallele  agli  assi  coordinati,  ed  ho  nelle  somme 
di  queste  coFe  2*  e  colle  '.5-  :  vaìori  ce!: e  com ponenti  ^,  V,  Z 
iiella  tota!e  forza  e^ettrc-Tnotrice  agente  s-i!  punto  «r.  v,  c%  cioè: 

I  d  V        <■     a:  t 

Z  =  -  2  I    -    -  -.  -     - 1  ^  / .- . 


'   •»; 


7*'  %j:   ) 
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onde  sostituendo  in  (i): 


,1(01         ^   dU\       .  ^ 

\dy         c^    dt  J  ^    i 

^Idù,         4  dlV\      ^  ^     1 

''=-^'\-dV''-c^-dt-V'''- 


(7> 


8.  Trattandosi  qui  di  un  conduttore  in  cui  non  v'ha  equi- 
librio elettrico,  non  si  può  ammettere  in  generale  che  tutta  l'e- 
lettricità libera  sia  accumulata  sulla  superllcie  di  esso,  e  nel 
valore  di  12  deve  figurare  anche  T elettricità  distribuita  nell'in- 
terno del  corpo.  Designando  perciò  con  e',  dx  dy'  dz  la  quantità 
di  elettricità  libera  contenuta  nell'elemento  di  volume  dx'  dy'  dz', 
e  con  e.d^S  la  quantità  di  elettricità  accumulata  sull'elemento 
d^  S  della  superficie  del  corpo,  si  deve  porre  per  12  l'espressione 

dxdv'dz       .        rCd'S      . 

e.  (S\ 


"=/J/"-^r''=  .  +  1/^; 


9.  s  ed  é?  sono  in  generale  funzioni  di  x,y,z  e  di  /,  ed  e 
facile  trovare  due  equazioni  tra  le  loro  derivate  parziali  prese 
rispetto  a  /  e  le  funzioni  //,  v,  w  delle  medesime  variabili. 

Le  differenze  fra  le  quantità  di  l'iettrìcità  positiva,  che  nel 
tempuscolo  df  escono  e  quelle  che  entrano  ncirelemento  dxdydo 
rispettivamente  nelle  direzioni  degli  assi  delle  .r,  delle  y  e  delle 
e,  sono: 

dxdvdz    j-    di,      dxdvdz    .     df  ,      d  x  d  v  d  z    ,- dt , 
dx  dy  dz 

La  somma  di  queste  difìerenze  dà  la  diminuzione  della  quantità 
di  elettricità  libera  edxdydz  contenuta  nell'elemento,  la  quale 
avviene  nel  tempo  dt  in  grazia  del  movimento  dell'elettricità 
l)0sitiva.  Il  movimento  opposto  dell*  elettricità  negativa  dà  un 
ugual  aumento  di  elettricità  negativa,  cioè  un'egual  diminuzione 
di  elettricità  positiva;  epperò  quella  somma  è  la  metà  della  di- 
minuzione  totale  dell'elettricità  libera.   Questa  diminuzione  es- 

di 
sendo  anche  espressa  da  —dxdvdz         df,  si  ha  così 

di 

du      dv      div \   di 

dx'^  dy'^  di~~  '2  dt  '  '^^ 
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Analogamente  se  si  denotano  con  (N,  x) ,  (N,y) ,  (^V,  z)  gli 
angoli,  che  la  normale  all'elemento  di  superficie  d*  S,  diretta 
verso  l'interno,  fa  cogli  assi  delle  x,  delle  j'  e  delle  e,  la  quantità 
di  elettricità  positiva,  che  durante  dt  passa  dalla  superficie  al- 
l'intemo  del  conduttore,  è  espressa  da 

(«cos  (iV,  .r) -+- 1/ cos  (X,y)  +  a'cos  (A^,  5))  d^Sdt , 

e  quindi  si  ha 

1  de 

ti  cos  (iV,  .r'  +  V  cos  (A^,  v)  +  w  cos  (N,  3)  = 3-  .    (io) 

2  d  t 

Servendosi  di  un'espressione  usata  nell'idraulica,  {x>ssiamo 
denominare  le  equazioni  (9)  e  (io):  equazioni  di  continuità. 


ni. 

SULL'  ELETTRICITÀ 
CONTENUTA  NELL'INTERNO  DEL  CONDUTTORE. 

Relazione  fra  t  ed  Q;  se  ne  deduce  che  quando,  e  solo  quando,  la  trasmis- 
sione degli  stati  elettrici  è  permanente,  l'interno  del  conduttore  non  è  elet- 
trizzato. 

IO.  Dalle  equazioni  precedenti  si  può  dedurre  una  rimar- 
chevole relazione  tra  e  ed  0.  Si  supponga  F=o  e  si  sostituì - 
.scano  in  (9)  ad  u,  z\  w  i  valori  dati,  in  questa  ipotesi,  dalle  (7»; 
ricordando  che 


d^a 

dx^ 

■+• 

dy'- 

'^  dz- 

-4-:, 

si 

otterrà 

così 

di 
dt 

— 

16  i& 

TZ  1 

I 
E : 

• 

e- 

d  Idi-  . 
'rf/\  dx    • 

di'  , 

dv    • 

Ora  poiché  l'espressione  I4)  di  C  si  può  scrivere 

. •  -  d- - 

L'=-  Wjdx'  dy  dz'  ~  {li  (.V-.V')  -r  v' (y^y)  +  a-' yz - z)\. 
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ò 


d 


-^=-fJp.v/..'.,^„'- 


^-^ 


-  I  r  [dx'  dy  dz'  ^  ;[',  \u  (.V  -  .r')  +  v'  {y  -  v')  +  «;'  (ìj  -  2?')]. 

Si  trasformino  in  modo   analogo   le  espressioni  di  F  e  di    /-f '^ 

dV  dW     , 

se  ne  ricavino  i  valori  di    ,     e  di      ,     ,  si  sommino  i  risultati 

dy  '  dz 

coir  espressione  di    -,-~  ora  trovata,  e  si  otterrà  per  tal  modo: 

dx 

dl'dVdJVJ_ 
dx'^  dy'^   dz  ~ 


=  -JJJ./.vvy^.'(«'-^-..'^;;^n.'--^), 


d-y    d' 


poiché  è 

d-^        d'  ^        d'^ 
r  r     .         r 

dx'  ^  dy-  ^  dz^ 

per  tutti  i  punti  (.v',  \'',  ::')  situati  ad  una  distanza  finita  da 
(.V,  Vi  :),  ed  è   inoltre   facile  convincersi,  che   gli  integrali,  che 

'       -,        A  ,     ■     ,  •    ,  .  ydu  dv  dir     ^  . 

formano  il  secondo  termnie  dei  valori  di       -- ,       -,  — ,  — ,  estesi 

dx      dy       dz 

ad  uno  spazio  infinitesimo,  nel  quale  si  trovi  il  punto  (.v,  y,  z), 

hanno  valori  infinitamente  piccoli. 

Sostituiamo  nell'integrale,  che  costituisce  il  secondo  membro 

deirultima  equazione  trovata,  alle  derivate  parziali  di  —  rispetto 

ad  X,  V,  z  quelle  rispetto  ad  .v',  y\  z  prese  negativamente, 
scomponiamo  quell'  integrale  in  tre,  e  facciamo  V  integrazione 
per  parti  pel  primo  rispetto  ad  x\  pel  secondo  rispetto  ad  y'  e 
pel  terzo  rispetto  a  z\  Dicendo  a*/,  .Vg',  .Vg' . ..  i  valori  di  .r  per 
i  punti  in  cui  la  retta  parallela  all'  asse  delle  a*,  condotta  pel 
punto    \y*\  z')  del   piano   delle  >•,  e,   incontra    la   superficie   del 
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conduttore,  ed  1//,  /i,',  . . .,  r^,  r,  . . .  i  valori  corrispondenti  di 
//'  e  di  r,  l'integrazione  rispetto  ad  .r'  dà 

,y  hA-  < + <  _  <  -.  <  -..]-  {idilli  j»; , 

ossia  dicendo  d*  Sì'  l'elemento  della  superficie  del  corpo  a  cui 
appartiene  il  punto  (xi\  y\  z)  e  che  si  proietta  in  dy'  dz\  ed 
{Ni\x)  l'angolo  che  la  normale  a  quest'elemento,  diretta  verso 
r  interno  del  corpo,  fa  coli*  asse  delle  .r: 


-Vrf.5.'"''cos(Av',.v)-r^^''-^ 


~dx" 


Le  integrazioni   rispetto  ad  v'  e  a  £j'  danno  risultati  analoghi, 
onde  si  trova 

dU      dV      d  ÌV 


dx    '    dy    '     dz 
=  __  I  r^L:?-  L'  cos  (A",  .V)  -r  v'  cos  (X,  j)  +  iv'  cos  (A",  2)]  - 

mdx' dy  dz'ldu'      dv^      dw'\ 
r  \dx        dy      dz)* 

•dove  A''  rappresenta  la  parte  interna  della  normale  all'elemento 
//-  5*  della  superficie  del  conduttore.  Ma,  avuto  riguardo  alle 
relazioni  (io),  (9)  ed  (8),  quest'equazione  si  può  scrivere 

dU     dV     diri^dQ 
dx       dv        dz         2  dì' 

dunque  sostituendo  nel  valore  di  —-  : 

df 

Se  la  corrente  è  costante,  i  ed  Q  sono  indipendenti  dal 
tempo,  e  perchè  la  (11)  sìa  soddisfatta  dev'essere  s  =  o.  Que- 
st'equazione insegna  adunque,  che  quando  in  un  conduttore  la 
trasmissione  degli  siati  elettrici  e  permanente,  tutti  i  punti  di 
4itusto  conduttore,  eccettuati  quelli  alla  superficie,  sono  allo  stato 
neiUro.  - 

Ma  la  stessa  equazione  ci  dice,  che  questo  teorema,  il  quale 
comprende  come   caso   particolare  quello  notissimo  dell'elettro- 
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statica,  pel  quale  in  un  conduttore  in  equilibrio  elettrico  tutta 
Telettricità  libera  si  accumula  alla  superficie,  non  vale  che  per  le 
correnti  costanti.  Finché  la  trasmissione  dell'elettricità  non  é 
arrivata  allo  stato  di  regime,  e  non  può  essere  nullo  che  ec- 
cezionalmente, ed  anche  l'interno  del  corpo  è  perciò  in  gene- 
rale elettrizzato.  ^ 


IV. 

APPLICAZIONE  AI  CONDUTTORI  LINEARI. 

AZIONE  DI  UN  ELEMENTO  CILINDRICO  SOPRA 

UN  PUNTO  DELLA  SUA  SEZIONE  MEDIA. 

Pei  conduttori  lineari  il  calcolo  di  u  e  di  £/  si  può  dividere  in  due  parti.  — 
Espressione  della  prima  parte  in  coordinate  semipolari.  —  Suo  valore. 

II.  I  conduttori  ordinariamente  impiegati  hanno  una  forma 
allungata  ed  una  sezione  trasversale  piccolissima  a  fronte  della 
lunghezza.  Noi  non  possiamo  applicare  le  equazioni  generali 
trovate  se  non  al  caso  teorico  di  un  conduttore  di  sezione  uni- 
forme ed  infinitamente  piccola.  Conviene  in  questo  caso  divì- 
dere il  calcolo  della  forza  elettromotrice  agente  sul  punto,  che 
si  vuol  considerare,  in  due  partì,  studiando  dapprima  quella 
parte  della  forza  elettromotrice,  che  emana  da  una  porzione 
estremamente  breve  di  filo,  la  quale  si  possa  considerare  come 
cilindrica,  e  nella  cui  sezione  media  ò^situato  il  punto  conside- 
rato, e  valutando  poi  la  forza  elettromotrice  dovuta  all'eie ttricità 
libera  ed  all'  induzione  di  tutte  le  altre  parti  del  circuito  situate 
da  quello  a  distanza  misurabile. 

L'elemento  di  conduttore,  nel  quale  si  trova  il  punto,  di 
cui  ci  occupiamo,  sia  un  cilindro  a  sezion  retta  circolare  di 
raggio  a   infinitamente  piccolo    rispetto   alla  lunghezza,  ed  am- 


^  Ohm  ammetteva,  guidato  dall'analogia  tra  la  propagazione  del  calore  e 
(}uclla  dell'elettricità,  che  in  tutti  i  punti  di  una  sezione  trasversale  di  un  con- 
duttore filiforme  percorso  da  una  corrente  costante  vi  fosse  una  stessa  tensione 
elettrostatica.  Che  quest'ipotesi  l'osse  inammissibile  poteva  dimostrarlo  la  sem- 
plice considerazione,  che  secondo  essa  un  conduttore  di  cui  tutti  i  punti  fossero 
egualmente  elettrizzati,  dovrebbe  poter  essere  in  equilibrio  elettrico;  il  che  ò 
contrario  alla  osservazione. 
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mettiamo,  che  la  distribuzione  sì  della  elettricità  libera  come 
delle  correnti  sìa  in  questo  elemento  simmetrica  attorno  al- 
Tasse.  Prendiamo  l'asse  del  cilindro  per  asse  delle  .v,  ed  invece 
di  y  e  0  introduciamo  le  coordinate  polari  p  e  ^,  cosicché  sia 

V  =  p  cos  5p ,  ^  =  P  sen  o  ; 

y  =  p'cos  <p',  z  =  p'sen  i'. 


Rappresentiamo  inoltre  l'intensità  unitaria  della  corrente  nella 
direzione  normale  all'asse  con  <r  pel  punto  (x  ,  p,  ^)  e  con  ^' 
pel  punto  {x',  p',  ^%  e  consideriamola  come  positiva  quando  la 
corrente  va  dall'asse  alla  superfìcie.  Abbiamo  cosi 

t'  =  tr  cos  ^ ,  V  =  z'  cos  ^' , 

a'  =  a  sen  ^  ,  w'  =  9'  sen  ^' , 

e,  detti  Q|  ed  i\  ì  valori  delle  parti  di  U  e  di  C  dovute  al 
cilindretto  elementare. 

(CC^x'o'dz'd^'  .        ffdx'di^'  , 

t'i  =J  I  ) -^^/— ^-  ^-^--^'^  ["'  '•^-•''''  ^  ^'  (?  ^^5  (i-?  .-:' I  ]  .  «4  > 

Siccome  »  non  è  funzione  che  di  x  e  di  e,  la  19)  si  può  trasfor- 
mare nella 


du 

I 

d .  zts 

I 

rfi 

■+■ 



.^ 

dx 

dz 

2 

r//   ' 

■9) 


e  poiché  nel  nostro  caso 

2  '  2 

la  (io)  si  riduce  alla 

1  de 

2  ^/ 

12.  Ciò  premesso»  facciamo  per  brevità 

x*  —  x  =  l,      calche      dx'  =  dl, 
i»fp'*-2pc'cos»i— /.  =  'i-,     talché     r'=l^^l'. 


«IO  I 
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e  dicendo  /  la  lunghezza  deirelemento  cilindrico,   trasformiamo 
così  le  (8')  e  (4')  nelle 

a  a 


—     / 

a 

/*  f*  /*    ' 

+  1      f"'(i-'-cos(?— /)\</pV^'l  — -     h- 

-  / 

a 

Se   sviluppiamo    nella  prima  di  queste    espressioni  e'  ed  e 
secondo  le  potenze  di  ;,  ponendo 


e  = 


e  -r 


(le 
dx 

di' 


I     d^  e 


-  ...  -     -  '  -  4- 

"»      '       -  to'»» 

1 . 2  dx- 


I  .  2  d  X 


ove  £rt'  rappresenta  il  valore  di  s'  pel  punto  f.v,  p',  a.')  e  non 
dipende  che  da  ^  e  da  e',  gli  integrali  rispetto  alla  variabile  ;, 
che  figurano  nei  due  termini  di  Qj,  si  scompongono  in  termini 
della  forma 


+  -  / 


.+-:' 


^/«c-/ 


T  .  2  . . .  ;/  ^.v" 


l"dl 


ed 


rf"é: 


1.2...;/  ^/.r"    I  \/fc2  ^  ja 


a 


3 


<3ra  si  ha 


r    V'dl            X                         .      ;;-x       r  5"-=^; 
- ■■  =■  -:»-il/r-2  ;_  :2   _  3= 
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S"  =  \lì'  +  i 


ed 

quindi  il  primo  di  quei  termini,  e  soltanto  il  primo  converge 
verso  l'infinito  mentre  S  converge  verso  zero.  Nel  nostro  casa 
è  a  infinitamente  piccolo;  è  perciò  tale  anche  p,  che  è  sempre 
compreso  tra  o  e  2  x  ;  tutti  gli  altri  termini  scompaiono  adunque 
a  fronte  del  primo,  e  si  può   porre 

•^    1  . 


a  a 


Portando  questi  valori  nell'ultima  espressione  di  0^,  ed  osser- 
vando che  le  integrazioni  rispetto  a  p'  ed  a  o  debbono  esten- 
dersi fra  i  limiti  o  e  a  e  fra  i  limiti  o  e  2  ir,  si  ottiene  : 

r 

Cj=2:r  I   p'^p' .  2£o'log/-f  2  7:a  .  2^1og/ — 
/•a  /•a  st  ra  ti 

-2  j   p'^p'V  I  ^<p'log6-2a^    1  é/^'log.B. 

J  o  J  o  J  o 

L' integrale 

/•a  .T  /«a  71 

d<f'\0gp=^i    d<f'  log     (p^  +  ?'•-  -  2  p  ?'  COS  (?  -  9')) 
^  o  ^  o 

vale  2  -x  log  p'  se  p'  >  p  e  21:  log  p  se  ?  >  p'  ;  quindi,  poiché  alla 
superficie  è  sempre  p'  =  x  >  p  : 

/•a  .Y 
—  2x^1    </(&'  log  B  =  —  4  t:  a  ^  log  x  , 

e 

/•a  /«a  .T  y«<»  /"a 

-2  1  pVp'co'  1  ^?'log8==-47:logp  I  p'rt^p'6/-4-  I  p'^p'-o'logr'- 

^    O  ,/    O  «/    O  v'     » 

Ma  essendo  a  infinitamente  piccolo,  è  facile  convincersi,  che 
non  si   trascurano   che  quantità  infinitamente   piccole,  ponendo 
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neirultima  uguaglianza  log  a  invece  di  log  p  e  di  log  p',  cosicché 
il  secondo  membro  di  quest'uguaglianza  può  ridursi  a 


a  j  p'eoVp'. 


/•a 


-  4  71  log 
Se  adunque  si  pone 

27r«^  +  27:  i  t^'^*d^'  =  E,  (12) 

si  ottiene  finalmente 

Ui  =  2  £"  log       . 

a 

Evidentemente  Edx  rappresenta  la  quantità  di  elettricità 
libera,  che,  parte  all'  interno,  parte  alla  superfìcie,  è  contenuta 
nell'elemento  d  x  del  conduttore. 

13.  In  modo  analogo  si  può  trattare  l'espressione  di  6\.  In 
questa  immagino  u  e  o'  sviluppati  secondo  le  potenze  di  ;  me- 
diante le  serie 


dx  1.2    dx^ 

dx  1.2    dx^ 


nelle  quali  u^'  e  7^'  rappresentano  i  valori  di  w  e  di  <i  nel 
punto  (a*,  p',  cp')  e  per  un  dato  valore  di  .v  non  sono  funzioni 
che  di  /  e  di  p'.  Nelle  parti,  in  cui  l'espressione  di  L\  si  scom- 
pone così,  appariscono  integrali  della  forma 


J 


(r  +  ;»)  » 


i  quali  si  calcolano  mediante  le  relazioni 


I 


J, 


U;  I 


3  v^3  ^  :« 


_"-^'-     =  _  -J-:^  +  log  (;  4  \/pr:r55)  . 


della  propagazione  dell* elettricità  nei  solidi  omogenei,        31 


Degli  integrali  di  questa  forma,  quand*  essi   sono   presi   tra  i 

limiti e  H ,  quello  per  cui  n  =  2,  e  soltanto  quello  va 

2  2 

air  infinito   quando    p    va  a  zero.   Per    p    infinitesimo  adunque, 

come  noi  supponiamo,  tutti  gli  altri  scompariscono  a  fronte  di 

questo,  ed  anche  si  può  in  questo  trascurare  il  primo  termine, 

che  per  p  infinitesimo  si  conserva  finito. 

Quest'integrale  dev'essere  moltiplicato  per 

f'  df'  d<t'  [  «„'  +  p'  (i  -  j  cos  (f  -  ?'))  ^';-] , 

ed  il  prodotto  integrato  rispetto  a  p'  ed  a  ^^  tra  i  limiti  p'  =  o, 

s'=a,  e  9'=o,  a»' =  2 ir.  Ma  il  termine   in     ,  ^    essendo  mol- 
^  ^  dx 

tiplicato  per  p",  è  infinitamente  piccolo  rispetto  a  quello  in  u^, 
e  sì  potrà  tralasciare;  cosicché  si  otterrà  con  un  calcolo  perfet- 
tamente identico  a  quello  fatto  per  U^  : 


Ui=^rAog 


vfvp'^p'. 


E   se  si  pone 


ir   1  Wo'p'^p' 


(14) 


se  cioè  si  rappresenta  con  1  l'intensità  della  corrente  nella  se- 
zione determinata  dall'ascissa  x,  espressa,  come  al  solito,  in 
unità  meccaniche,  si  ottiene  finalmente 

^1=2 /log  —  .  (15) 
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V. 


RIDUZIONE  DELLE  EQUAZIONI  GENERALI  NEL  CASO 

DI  UN  CONDUTTORE  LINEARE. 

Espressioni  generali  di  12  e  di  ò'^  per  un  conduttore  lineare.  —  Per  un  con- 
duttore rettilineo  valgono  per  tutto  il  filo  i  valori  dati  per  un  elemento;  lo 
stesso  vale  per  un  circuito  in  cui  i  raggi  di  curvatura  sieno  dovunque  gran- 
dissimi a  fronte  del  diametro  della  sezione.  —  Semplificazione  delle  equazioni 
generali  mediante  questi  valori.  —  Queste  equazioni  servono  alla  soluzione  di 
tutti  i  problemi. 

14.  Per  passare  dai  valori  trovati  di  Q^  ed  U^  a  quelli  di  O 
e  di  Ut  si  debbono  aggiungere  ai  primi  le  parti  che  determi- 
nano razione  sul  punto  (x,  y,  z)  di  tutti  i  punti  del  conduttore 
situati  fuori  deirelemento  cilindrico  che  abbiamo  considerato. 

Dicendo  5  un  arco  di  conduttore,  ed  osservando,  che,  in 
grazia  dell'ipotesi  di  a  infinitamente  piccolo,  le  dimensioni  tras- 
versali del  filo  si  possono  trascurare  per  tutti  i  punti  posti  a 
distanza  finita  da  quello  che  si  ha  in  mira,  possiamo  scrivere 


12  =z  2^  log       +     --       -,  (i6) 


+  I  -  — -; 


i  -I-  'f 


U=2  i  log hi''  —  cos  (r,  d  s)  cos  (r,  ds') ,        (ló'V 


dove   gli    integrali    si   debbono  estendere    a  tutta  la  lunghezza 
del  conduttore,  meno  l'elemento  /. 

I ed    I  r     -  cos  (r,ds)  cos  (r,ds')  sono  funzioni  di  / 

j    "-       j    *■ 

e  di  s,  la  cui  forma  dipende  dalla  curva  su  cui  è  disposto  il  filo, 
e  per  le  quali  dovranno  in  ogni  caso  essere  dati  i  valori  iniziali. 
15.  Ma  neir  ipotesi  di  a  infinitesimo,  per  un  grandissimo 
numero  di  casi  V  aggiunta  di  questi  due  termini  non  introduce 
che  quantità  infinitamente  piccole,  e  la  quistione  riesce  note« 
volmente  semplificata. 
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Si  consideri  innanzi  tutto  un  conduttore  rettilineo)  in  questo 
caso  è  chiaro  che  il  ragionamento  con  cui  si  son  trovati  i  va- 
lori di  O^  e  di  U^  si  può  estendere  non  solo  ad  un  elemento 
infinitamente  breve,  ma  anche  ad  una  porzione  finita  di  filo. 
Basta,  per  convincersene,  osservare  che,  purché  e',  c\  ti',  <r' 
siano  funzioni  continue  e  finite  per  tutta  l'estensione  del  cir- 
cuito, esse  si  possono  sempre  sviluppare  secondo  le  potenze 
di  l,  comunque  ;  sia  grande,  purché  lo  sviluppo  si  arresti  dopo 
un  numero  finito  n  di  termini,  e  lo  si  completi  aggiungendovi 
il  resto.  Ora  se  con /(a;)  si  rappresenta  una  qualunque  di  que- 
ste funzioni,  e  con  0  una  frazione  propria,  il  resto  è 


E" 


1 .  2  .  3 . . .  w 


/>i(^  +  e?), 


e  non  introduce  nel  valore  di  Q^  od  in  quello  di  Ui  che  un 
termine  che  scompare  a  fronte  di  quello  dovuto  al  termine 
dello  sviluppo  corrispondente  ad  «  =  i  se  si  tratta  di  U^  e  ad 
M=2  se  si  tratta  di  f/^,  purché /* (.v  +  8  $)  abbia  un  valore 
finito  su  tutto  il  tratto  di  circuito  in  questione.  Dunque,  se  si 
rappresenta  con  /^  la  lunghezza  di  un  tratto  finito  del  filo,  si 
avrà  come  al  §  precedente 


-7'' 


.+  V  '■ 


e'd\  /, 

-,-- ^     =:  2  <r  log    „ 


i/. 

a 


e   quindi   per   un    punto  della    sezione   che  divide  per  metà  il 
tratto  cilindrico  stesso 

Q,  =  2£l0g^. 


Mettendo  in  luogo  di  l^  la  totale  lunghezza  L  del  conduttore, 
si  avrà  il  valore  di  U  pel  punto  di  questo  situato  a  metà  della 
sua  lunghezza. 

Se  il  punto  per  cui  si  vuole   calcolare  U  non  è  quello  che 
divide  per  metà  la  lunghezza  del  filo,  ma  è  situato  invece  alla 

distanza  —  da  uno  degli  estremi,  si  debbono  estendere  gli  in- 


n 
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tegrali  precedenti  tra  i  limiti  —     -  Z.  e  -j L]  e  si  ha  così 

n 

e' (il  ,       L    ,  ,         «  —  I 

^..-^-^  =  2.1og-  +  log4-^. 

Il 

Ma  finché  ;/  non  è  infinitamente  grande,  né  uguale  ad  i,  il  se- 
condo termine  di  queste  espressioni  è  trascurabile  rispetto  al 
primo,  dunque  si  ha  per  tutti  i  punti  del  conduttore,  eccettuati 
solo  quelli  che  sono  infinitamente  vicini  alle  estremità, 

U  =  2£'log  — ,  e  similmente  U=2Ì\og  —  .  (17) 

a  9C 

Per  un  filo  dato,  per  cui  x  abbia  un  valore  determinato, 
queste  espressioni  daranno  risultati  tanto  più  prossimi  al  vero, 

quanto  più  sarà  grande  -,  e  si  potranno  applicare  a  tutta  la 

(X 

lunghezza  del  filo,  eccettuati  due  tratti  situati  ai  due  estremi  e 
di  lunghezza  paragonabile  al  raggio  a.  ^ 

16.  Per  maggior  generalità  abbiasi  un  filo  di  sezione  infini- 
tamente piccola  disposto  sopra  una  curva  tale,  che  la  distanza 
di  due  de'  suoi  punti,  i  quali  comprendano  un  arco  di  lunghezza 
finita,  non  sia  mai  infinitamente  piccola. 

Se  A  rappresenta  il  punto  che  si  ha  in  mira,  e  B,  C  sono 

due  punti  situati  sul  filo,  uno  da  una  parte,  l'altro  dall'altra  di 

(E'ds' 
A  a  distanza  finita  da  questo,  l'integrale   |         —  esteso  a  tutto 

il  conduttore,  tranne  al  tratto  BAC,  ha  un  valore  finito,  epperò 

trascurabile  a  fi-onte  di  2£'log    -.    Può   perciò    nell'equazione 


*   Quando,  nel    seguito,  diremo   le    estremità  del   filo,   intenderemo   esclusi 
questi  due  tratti  piccolissimi. 
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<i6)  quest'integrale  essere  esteso  soltanto  all'arco  BAC,  escluso 
r  elemento  /.  Detto  a  V  arco  compreso  tra  il  punto  considerato 
•ed  un  altro  punto  qualunque,  queir  integrale  si  scrive 

rda       [Bd^ 


» 
r  \      r 

i  il 

•'    V  •      a 


E'  E 

od    anche    (convergendo  —  verso  —  col    convergere   di    <i   a 

zero,  e  perciò  essendo  gl'integrali 

»  AB  /n  AC 


finiti)  trascurando  ancora  il  finito  a  fronte  dell'  infinito  : 


,» 


AB  -,  AC 


Ed<T 

h 


E  d'i 

t 

t  " 

— 

a 


Cioè 


j^,      izAB,r..      tz  A  C 
Elog  — j—  -r  E  log  — y— 


Le  lunghezze  AB,  À  C  sono  arbitrarie,  purché  finite,  e  si  può 

quindi  fare  A  B  =  A  C  =  —  L,  onde 

2 

0  =  2£1<^ h  2£log-T-=2£log  —  . 

Analogamente  si  troverebbe 

U=2  t  log  — , 
ot 

e  si  ricade  così  sulle  (17). 

Risulta  dal  procedimento  stesso  con  cui  queste  equazioni 
furono  ottenute,  che  nel  caso  ideale  di  un  filo  di  sezione  infini- 
tamente piccola  non  influiscono  sullo  stato  elettrico  di  un  punto 
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del    filo  che   gli  stati  elettrici    de*  punti   a  quello  infinitamente 
vicini. 

17.  Sostituiamo  questi  valori  di  11  e  di  t/  nella  prima  delle 
equazioni  (7),  che  è  Tunica  che  limanga  a  considerarsi,  e  sup- 
poniamo che  sul  conduttore  non  agiscano  forze  elettromotrici 
emananti  dalTesterno,  onde  sia  /^=o,  ed  otteniamo 

Essendo  il  secondo  membro  di  quest'equazione  indipendente  da 
p,  anche  u   ne  è  indipendente,   cosicché  si  può  scrivere,  stante 

Ja  (14), 


/  :=:  7r  a  -  //  ; 


J^  ^ 


'  quindi 

,^,       L/dE       ^  di\ 
a   \^/.r        C'dtì 

Una  seconda  equazione  tra  le  due  quantità  E  ed  1  si  ricava 
dalle  equazioni  (9)  e  (to').  Non  si  ha  che  da  moltiplicare  la 
prima  per  pdpd^f,  integrarla  per  tutta  la  sezione  del  filo,  e  sot- 
trarne  la  seconda  moltiplicata  per  2:: a;  ricordando  allora  il 
significato  di  E^  si  arriva  all'equazione 


di 1  d  E 

dx  '2.    d  t   * 


(19) 


18.  Le  equazioni  differenziali  (i8j  e  (19)  bastano  alla  solu- 
zione di  tutti  i  problemi,  che  si  possono  proporre  sopra  un 
conduttore  che  soddisfaccia  alla  condizione  di  non  avere  alcuno 
de'  suoi  punti  situato  a  distanza  infinitamente  piccola  da  un  altro 
suo  punto  separato  da  quello  da  un  arco  di  lunghezza  finita. 

Integrate,  esse  danno  E  ed  /  per  ogni  istante  e  per  ogni 
punto  del  conduttore.  Avuto  £",  la  prima  delle  (17)  dà  Q,  e 
quindi  la  (11)  €,  purché  per  e  sia  data  la  distribuzione  iniziale. 
Se  il  valore  iniziale  di  i  è  indipendente  da  p,  esso  se  ne  conseì-va 
sempre  indipendente^  giacché  pella  (17)  12  è  indipendente  da  p, 
e  nella  (11)  questa  variabile  non  figura.  Conosciuto  e,  si  puù 
determinare  e^  e  quando  il  valore  iniziale  di  e  è  indipendente 
da  p,  serve  a  ciò  l'equazione 

E  =  2, 7r  a  ^  -)-  r  a-  6  . 
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Finalmente  nella  stessa  ipotesi  è  facile  anche  determinare  a. 
Siccome  infatti  la  (9')  insegna,  che  perchè  s  sia  indipendente 
da  p,  ^  d  dev'essere  proporzionale  a  p  stesso,  e  la  (io')  mostra, 

che  per  e  =  a  dev'  essere  <j  =  — ,   ,  si  ha 
^      '  2  dt 

I   p  de 

2    OL  d  f  ' 


VI. 

INTEGRAZIONE. 

Condizioni   che   si   possono  dare.  —  Valori    finali  di  ^  e  di  i  ;  loro    valori 


a 


ttuali. 


19.  Noi  dobbiamo  ora  integrare  le  due  equazioni  alle  deri- 
vate parziali  (18)  e  (19). 

Le  estremità  del  conduttore  possono  essere  congiunte  fra 
loro  in  modo  che  il  filo  formi  da  sé  un  circuito  chiuso,  od  es- 
sere separate  Tuna  dall'altra. 

Nel  primo  caso  non  si  hanno  equazioni  di  condizione  per 
le  estremità,  ed  il  problema  si  riduce  a  determinare  E  ed  1  per 
modo  che  sieno  soddisfatte  le  equazioni  (18)  e  (19»  e  le  condi- 
zioni iniziali,  e  che  E  ed  /  sieno  funzioni  periodiche  dell'arco  s 
di  conduttore  aventi  il  periodo  L. 

Se  invece  gli  estremi  del  filo  sono  separati  l'uno  dall'altro, 
essi  possono  essere  posti  in  comunicazione  ciascuno  con  una 
sorgente  di  elettricità,  cioè  con  un  corpo  in  cui  il  potenziale 
abbia  un  valore  costante,  come  è  il  polo  di  una  pila,  come  è  la 
terra  ;  od  entrambi  isolati,  od  isolato  l'uno  e  l'altro  unito  ad 
una  sorgente  di  elettricità.  Quando  un  capo  del  filo  è  congiunto 
con  una  sorgente  di  elettricità,  per  quel  capo,  E  ha  un   valore 


^  In£atti  la  (g\   moltiplicau   per    pdp    ed    integrata    ndl'ipotcf^j  di  w  ed  e 
indipendenti  da  ^,  dà 

t   Idu  i   d *.\         costante 

•:  la  costante  è  nulla,   perchè  altrimenti   ptr  p  =  o  si  avrebbe  9=  ix,  il  che  e 
assurdo. 
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dato  indipendente  dal  tempo  ;  quando  un  capo  è  isolato,  dev'es- 
sere per  quello  costantemente  1  =  0.  In  questo  caso  adunque  le 
soluzioni  delle  equazioni  differenziali  (18)  e  (19)  oltreché  alle 
condizioni  iniziali  debbono  soddisfare  ancora  a  due  delle  quattro 
equazioni  alle  estremità  : 

Es=o  =  Ff        Ìs=o  =  O  ,        Es=:L  =  G ,        Ìs=L  =  o , 

ove  F  e  G  sono  costanti  date.  La  soluzione  di  questo  caso  è 
più  generale  e  comprende  quella  del  primo. 

20.  Poniamo  log  —  =  v  1  diciamo  r  la  resistenza  -; ^  del 

a  >?:t3t* 

filo,  introduciamo  invece  della  variabile  x  la  s,  che  rappresenta 
un  arco  di  conduttore,  e  riscriviamo  con  queste  nuove  nota- 
zioni le  due  equazioni  (18)  e  (19);  il  problema  più  generale,  che 
noi  dobbiamo  risolvere,  consiste  nel  trovare  le  due  funzioni  £ 
ed  /,  le  più  generali  di  tutte  quelle,  che  soddisfanno  alle  due 
equazioni  così  ottenute 

di  dE  .     ,^ 

^ds=-'-dt^  <'^^ 

a  due  delle 

Es=o=^F,      is=o  =  o,      Es=L=G,      is=L-o,  [a\ 

ed  alle  due 

.&=o  =f(s) ,      //=o  =  «p  (5) .  [b] 

Crescendo  il  tempo  /  fino  all'infinito,  lo  stato  elettrico  del 
conduttore  convergerà  verso  uno  stato  di  regime,  nel  quale 
la  carica  E  e  l'intensità  /  non  saranno  più  funzioni  che  di  s. 
Se  diciamo  E'  ed  /'  queste  funzioni,  abbiamo,  per  determinarle^ 
le  due  equazioni 


di' 

s 


2^=0,  (19'  > 


che  danno 


I   B=r.a  +  òs, 


ì 


L  ,  (20) 
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a  e  6  sono  due  costanti,  che  si  possono  sempre  determinare  in 
modo  che  le  (20)  soddisfacciano  alle  due  [a]. 
Ora  poniamo 

E=E^E\        i=f^r'^  (21) 

portando  questi  valori  nelle  (18'},  (19  ),  [a\,  [b]  e  ricordando 
che  £'  ed  t'  soddisfanno  alle  (18'),  (19"),  ed  alle  \a\,  si  trova, 
che  le  funzioni  E",  i"  debbono  soddisfare  alle  due  equazioni 

a  due  delle 

£",=0  =  0,      r,=o  =  o,      £"5=1  =  0,      i",=L  =  o      W] 
ed  alle  due 

£",. o  =/(5)  -  £' ,    rt^^o = ?  (5)  -  /"  [^1 

Per  valori  di  5  compresi  tra  —  Z.  e  4-  Z.   le  funzioni  date 
/(s),  ^{s)  possono  mettersi  sotto  la  forma 

I  n=.co  /  T^  ^       \ 

/(s)  =  -ò%-^    2  \^^» stn  njs  +  ò\  cos ;/  js  j , 

I  n—coi  ^  f      \ 

«p(s)  =  -/*o4-    2   \c^nSQX\nj  s  -^Pncosn  jS\y 

ove  a°w,  b^H ,  c^n , /"^n  sono  quantità  note;  e  le  funzioni  inco- 
gnite E'%  i",  qualunque  esse  abbiano  da  essere,  potranno  sem- 
pre essere  espresse  dalle  serie 

£"  =  —  ^0  +  Z  l  ^«  sen  n      s -¥  bn  cos  n~s\, 

j  «=00/  ^  ^       \     \ 

f  =  — /o  +  Z  l  ^«  sen  n  —  s  +/„  cos  ^^  -7  ^L  ] 

ove  a,  e  3^  sono  funzioni  di  /.  La  quistione  è  ridotta  a  trovare 

queste  funzioni. 

Perciò  osservo  che  se  si  sostituiscono  nelle  equazioni  (i8"M 

e  (19'")  ad  E"  ed  /"  le  loro  espressioni  (22),  le  equazioni,  che 

ne  risultano,  debbono  essere  soddisfatte  per  tutti  i  valori  di  ò  ; 

onde  ho  dalla  (19'''): 

,  ,,  L    dbn  ,  L    dati 

^0  =  costante,        c«  = -jr  ,       fn=       -  ->  /  1 

2m:   dt  ztfK   dt 
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e  quindi  dalla  (^18'"): 


«rV 


Z*^  =  p  é?     16  yi    ,        ove  p  =  costante , 


d^  an        c^  r    dan      c^r.^n^ 

dt^'^TeTL  di  ''  2/.^  '''•"°' 

^/2<^„   ,      c^r    dbn      c^t.^h\  \ 

a/-        i6yL   dt         2  A* 


(23) 


Gli  integrali  generali  di  queste  equazioni  differenziali  sono 

««  =  Q  é?  -  ^i  '  -4-  Cg  ^  -  -'•' ,  ) 

ove  le  C  sono  le  costanti  arbitrarie,  e  ^1,  \  sono  le  due  radici 
dell'equazione  di  2.°  grado 

sono  cioè  i  due  valori  di 


■Vzi-\/-'-(BV'?ì- 


e 

32 

Avuti  an  e  Z^m  ,  le  relazioni  precedenti  danno  subito  Cn  edy» . 
Le  equazioni  (20),  (21),  (22),  (23  )    contengono   la    soluzione 
generale  del  problema.  Ponendo  per  brevità 

ll=z (24) 

possiamo  riassumere  questa  soluzione  nel  seguente  quadro  : 
E  =  a  -\-  ò  s  -{-^lan  sen  ;/  -~  s  +  Òh  cos  «  —  5  j , 

^A     ^a    aA/     L'^^ildbn  t:       dan  ^    \ 

/  =  -4Y  —  6  +  -Bér3'" >    — I     _-sen;;-5-     --cosw-v^l, 

cu  =  Ci  e-*-^^  -1-  Q  ^-V,  ^  ^^5) 

La  costante  òo  s'intende  compresa  nella  a. 
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Le  equazioni  [a'],  [^'1,  ed  i  dati  valori  dei  coefficienti  a^u, 
à\,  c^n,  Pn  degli  sviluppi  di  /*(5),  9(5)  basteranno  a  deter- 
minare le  costanti  Ce  p. 

Se  i  due  capi  del  filo  fossero  uniti  tra  loro,  non  si  avreb- 
bero le  condizioni  \a\  per  determinare  a  ^  b,  ma  per  compenso 
si  saprebbe  che  E  ed  /,  come  f(s),  9  (s)  debbono  essere  fun- 
zioni periodiche  ed  avere  il  periodo  L,  per  la  qual  cosa  do- 
vrebbe essere  n  un  numero  pari,  e  3  =  o.  Non  resterebbero 
adunque  da  determinarsi  che  le  C,  la  a  e  la  p,  al  che  bastano 
i  valori  dati  di  f(s)  e  di  9  (5). 

Nelle  applicazioni  noi  ci  occuperemo  particolarmente  del 
caso  in  cui  per  /  =  o  è   1  =  0.   In    questo  caso   dovrà   essere 

onde 

^lI  u\      L'^^ildbn  ^         dan  ^ 

/   =  —  4Y— di  I  — ^-•'»M—  y    — I      ,-r  Sen«^5  —       .C0S«-=r5 

r    \  /     2  7:  n=i  n\dt  L  dt  L 


VII. 


i.°  CASO.     -^    È  INFINITAMENTE  GRANDE, 
cr  V  2 

Distinzione  dei  casi  da  considerarsi.  —  Semplificazione  delle   equazioni  ge- 
nerali nell'ipotesi  di  una  resistenza  infìnitamente  piccola. 

21.  Discuteremo  le  equazioni  trovate,  prima  supponendo  che 

la  quantità  — —  abbia  un  valore  infinitamente  grande,  poi  sup- 
cry2 

{MDnendola  finita,  e  finalmente  facendola  convergere  verso  zero. 
U  esame  del  primo  e  dell*  ultimo  caso  ci  darà  i  limiti  verso  i 
quali  convergono  le  leggi  della  propagazione  dell'  elettricità , 
mentre,  stando  le  stesse  le  altre  circostanze,  la  resistenza  del 
conduttore  converge  verso  zero,  o  cresce  sopra  ogni  limite; 
quello  del  secondo  caso  ci  darà  le  vere  leggi  che  si  verifiche- 
ranno ne'  casi  praticamente  realizzabili,  e  ci  mostrerà  come  quelle 
si  modifichino  successivamente,  passando  dall'uno  all'altro  limite. 
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22.  Cominciamo  dal  primo  caso.  Le  radici  \  e  >,  sono  im- 
maginarie qualunque  sia  «,  e  si  riducono  a 

Introducendo  allora  nuove  costanti,  si  possono  mettere  a^  e 
bn  sotto  la  forma 

rt"  =  £?-/«/ 1  ^  cos  «  — -.  t  +  B  sen  1/  —  -7^  /  i , 

bn  =  e-^ÌA'  cos  n  -  ^  /  -i-  i5'sen  «  -  4:  M; 
l  ZV2  Z\/2   / 

e  di  qui  in  grazia  delle 

L    d bn  ^  L   dati 

2m:  d  t  zuiz  at 

e-f^'  \lhL    .,        e    ^\  -^    e  ^    . 

+  ('A'^'^B]s.nn^4=t\^ 

\^2  «-         /  Z\/2     J 

le      .       liL  ^\  "^  e     ' 

+  \-r^.  A  +    —E     sen  //  -  -  -    / 

\V2  "^         /  1^2     J 

Io  supporrò  che  per  /  =  o  sia  /  :=o  in  tutti  i  punti  del  con- 
duttore. Questa  condizione  vuole  che: 

B=      -  -,  B'=    ^'  -, 

Iter.  ne: 


c  32  V 

Ora —  è  eguale  a       h- ,  quantità,  per  ipotesi,  infinitamente 

//ZV2  rcsl^ 

grande;  dunque  nel  caso  considerato  le  costanti  B  e  B'  debbono 
essere  infinitamente  piccole,  e  si  può  porre 

an  =  Ae'''  cos  «  —  —  t ,       b„  ^=  A  e-'''  cos  ii—  -r^t, 

c„  =     ,  -  e~'''A  sen  //  -  ,-   / ,    /«  = r-  A  ^-*'  sen  n  —  - .-.  ; 

2^2  Z\/2  2\/2  IV2 
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Le  espressioni  generali  di  £  e  di  1  si  riducono  cosi,  nel 
caso  di  una  resistenza  infinitamente  piccola  e*  neir  ipotesi  che 
per  /  =  o  sia  1  =  0,  alle: 


E=  a-^  bs  +  e 


-hi 


2)   I  Ah  cos  n  — -t  sen  n  —  s  + 


+  Am  cos  n  — — -  /  cos  ;/  —  5  I 

L    ) 


te    e 


r*=  —  4Y-^   I  —  ^-^1_  — —  ^?-*'    yxAnStnn — : 
r     \  /      2\/2  H=iV  ^V 


-4^t 


(26) 


2 


•K  .-  -x    c  7r    \ 

cos n~  s  —  A n  sen  a/  — z^z^t sen  «  —  5  | 


-5  —  ^1,  sen  «  — - 

Z  Z\/2 


Vili. 

APPLICAZIONE  AD  UN  CONDUTTORE 
FORMANTE  DA  SE  UN  CIRCUITO  CHIUSO. 

Applicazione  delle  equazioni  precedenti   ad   un   filo   continuo.  —  Analogia 
colla  propagazione  del  suono. 

23.  Abbiasi  dapprima  un  conduttore,  i  cui  due  capi  sieno 
congiunti  tra  loro.  E  ed  /  debbono  in  questo  caso  avere  in 
ogni  istante  per  s^=  L  i  medesimi  valori,  che  hanno  per  s  =  0, 
e  ciò  da  qualunque  origine  si  valutino  le  s.  Perciò  è  necessario 
e  sufficiente,  che  sia 

ò  =  0        ed        n^=.^m 
essendo  m  un  numero  intiero.  Onde,  essendo  dato 

j  tm^^o  /  2  "T  2  'f       \ 

£!f=o=/(s)  =  —  ^•o -h    V-   \a''mStnm     * s  ^  b^mcosm       6  1, 

^  ^i\  L  Lì 

e  determinando  con  questo  le  costanti  arbitrarie  in  (26),  si  ha 

r,         I   ,A  u*"^"^^  \     e.  2-^0  2ir 

E:=  —  ò\'^  er-'^*    2-      ^  m  cos  m / .  sen  m       s  + 

2  m^x    L  L   ^2  L 

«A  2t:     e  2::     1 

-h  b'^m  cos  m       —  / .  cos  m        s  1  . 

Z.  V^2  L     \ 
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e  w=soo  p  21»^  2  IT 

/  = ;■    e~*'    y       <i"«,sen  m       -,—  tcos  m  —  s  — 

2^2  „f^x  l  L\l2.  L 


.  ^  t*     %,  2^1 

—  o^m  sen  ;;/  —  .     /  sen  m  —  5    . 


2r     e     .  2 


24.  Si  trasformino  i  prodotti  di  seni  e  coseni  contenuti  sotto 
i  segni  ^  in  somme  mediante  le  formole 

cos  X  sen  y  =    —  sen  (y  +  .r)  -f  —  sen  (v  —  x) , 

2  2 

cos  a:  cos j'  =    —  cos  (y  +  a)  H —  cos  (y  —  x)  t 

2  2 

sen  X  sen  jv  =  —  cos  {y  +  a*)  h —  cos  (y  —  x) , 

2  2 

e  si  vedrà  che  le  espressioni  di  £  e  di  t  si  riducono  così  ad 

Si  sa  che 

Òq^  L  è  adunque  la  totale  quantità  di  elettricità  libera  conte- 

nuta  nel  conduttore,  ed      ^0^  ^^  media  quantità  di  elettricità  li- 

2 

bera  distribuita  sull'unità  di  lunghezza  del  filo. 

25.  Le  espressioni  di  £"  e  di  /,  alle  quali  siamo  arrivati, 
mostrano  un'  analogia  rimarchevole  tra  la  propagazione  dell'elet- 
tricità nei  fili  e  la  propagazione  del  suono  in  una  corda  od  in 
un'asta  vibrante  longitudinalmente,  o  finalmente  in  un  fluido 
elastico  contenuto  in  un  tubo.  In  quest'ultimo  caso  per  esempio 

i  sa,  che  la  condensazione  0  e  la  velocità  «  in  uno  straterello 
preso  nella  massa  gazosa  e  limitato  da  due  piani  infinitamente 
vicini  e  normali  all'asse  5  del  tubo,  sono  date,  quando  inizial- 
mente si  abbia  //  =  o,  8. -^1/(5),  da 

^  2 


V 


V 


//--   ^-f[s-\-vi)-V  -fis-vt), 
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ove  t/  è  la  velocità  di  propagazione  del  suono  nel  mezzo  consi- 
derato. Or  bene  si  supponga  ^°o  =  o,  cioè  si  consideri  il  caso, 
in  cui  la  media  quantità  di  elettricità  libera  contenuta  nel  con- 

c 
dottore  è  nulla,  e  si  faccia  v  —  7—  :  le   espressioni   di  £"  e  di  / 

V2 

non  differiranno  allora   da  quelle  di  8  e  di   //,   che  pel   fattore 

e—^  la  prima  e  pel  fattore la  seconda. 

Così  l'elettricità  si  trasmette  lungo  un  conduttore  lineare  di 

resistenza    infinitamente   piccola    —  come   il  suono  in   un  tubo 

indefinito  —  sotto  forma  di  due  onde  uguali,  che  si  propagano 

e 
in  versi  opposti  con  un'uguale  velocità -7—  .  Ma  mentre  queste 

onde  si  propagano,  la  carica  elettrica  e  l'intensità  della  corrente 
vanno  diminuendo  in  tutti  i  punti  del  circuito  proporzionalmente 

ad  ^""  .  Questa  diminuzione  però  è  lentissima  a  fronte  della 
velocità  di  propagazione.  Imperocché  il  tempo  che  un'onda  im- 

piega  a  percorrere  una  volta  tutto  il  circuito  è  ,  e  quindi 

e 

il  rapporto  dei   due   valori  che  E  ha  in  un  medesimo  punto  al 

principio  ed  al  fine  di  quel  tempo  è 

h  L  Va 

1:  e      *^ 


f 


valore  vicinissimo  ali*  unità,  giacché,  per  le  ipotesi  fatte,  l'espo- 
nente di  ^  è  infinitamente  piccolo. 

Se  b^o  non  è  uguale  a  zero,  ossia  se  la  media  quantità  di 
elettricità  libera  riferita  all'unità  di  lunghezza  non  è  nulla,  l'ec- 
cesso del  valore  di  E  sopra  il  suo  valor  medio  varia  colla  stessa 
legge  con  cui  varierebbe  E  se  questo  fosse  =  o. 

La  velocità  di  propagazione  è,  in  questo  caso  limite,  indi- 
pendente dalla  natura  del  conduttore,  e  vale 

^  43945o""Mo« 

1=  310738"^"' .  io" , 


^2  ^2 

numero  molto  prossimamente   uguale   a  quello,  che  esprime  la 
velocità  della  luce  negli  spazi  interstellari. 
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IX. 

APPLICAZIONE  AD  UN  CONDUTTORE, 
I  CUI  DUE  CAPI  SONO  SEPARATI 

Caso  in  cui  i  capi  del  filo  sono  isolati  o  comunicanti  colla  terra.  —  Caso 
di  un  filo  messo  in  comunicazione  col  suolo  ad  un  estremo  e  col  polo  di  una 
pila  all'altro  estremo.  —  Discussione  del  valori  di  1  e  di  E. 

26.  I  casi  in  cui  gli  estremi  del  filo  sono  entrambi  isolati, 
od  entrambi  in  comunicazione  col  suolo,  od  uno  è  isolato  e 
Taltro  comunica  a  terra,  sono  facili  a  trattarsi.  Si  trova  allora, 
che  ad  ogni  capo  del  filo  v'ha  riflessione  dell*  onda,  e  che 
questa  riflessione  avviene  senza  o  con  cambiamento  di  segno, 
secondochè  l'estremo  di  filo  corrispondente  è  congiunto  colla 
terra  od  è  isolato.  Un  estremo  a  terra  corrisponde  in  certo 
qual  modo  ad  un  estremo  libero  di  una  sbarra  vibrante  longi- 
tudinalmente, ad  un  estremo  aperto  di  una  canna  sonora;  una 
estremità  isolata  di  conduttore  ad  un  estremo  fisso  di  quella 
sbarra,  ad  un'estremità  chiusa  dì  quél  tubo. 

27.  Che  cosa  succeda  quando  ì  due  capi  del  conduttore  sono 
posti  in  comunicazione  ciascuno  con  una  sorgente  di  elettricità 
vediamolo  con  un  esempio. 

Immaginiamo  un  filo  sul  quale  non  siavi  inizialmente  alcuna 
carica  elettrica;  una  sua  estremità  sia  in  comunicazione  colla 
terra;  l'altra  venga  nell'istante  t  =  o  posto  repentinamente  in 
comunicazione  con  un  polo  di  una  pila  di  cui  l'altro  polo  è  in 
contatto  col  suolo,  e  sia  lasciato  poi  in  questa  condizione.  La 
resistenza  della  pila  sia  trascurabile. 

Prendiamo  per  origine  delle  5  l'estremità  del  filo  che  è  in 
comunicazione  colla  terra;  il  potenziale  dell'elettricità  libera 
dovrà  sempre  essere  =0  per  s=:o,  e  sempre  essere  uguale 
ad  una   costante   per    5  =  L.    Se    K  è   la  forza  elettromotrice 

della   pila,  ^  questa   costante   ha  il   valore  --  K.  Le   condizioni 

'  Intendiamo  qui,  come  suolsi  parlando  di  correnti  costanti,  per  forza  elet- 
tromotrice della  pila  la  ditVercnza  algebrica  dei  valori  del  potenziale  ai  due 
poli,  differenza,  che  e  proporzionale  a  quella  delle  tensioni  elettrostatiche  ai 
poli  medesimi,  e  che  non  dipende  che  dal  sistema  di  pila  e  dal  numero  de'  suoi 
elementi. 
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alle  quali  E  ed  1  debbono  soddisfare,  sono  perciò  le  seguenti: 

Per  s  =  o  dev'  essere  E=o 

s  =  L  „  E=  —  K 

4T 

/  =  o  „  E  =  o. 

Per  soddisfare  alla  prima  condizione  dev'essere 

a-=:o    ed    A'  =  o; 

ed  acciocché  per  5  =  Z  sìa  E  =  —  K,  è  necessario  che  sia 

4T 

4Y^ 
Ponendo  per  brevità 

si  ha  adunque 

K  '^°° 

E  = r^  +  e-^    y  Ancosn  rsen  «9. 

4  T  ^  «=i 

A  determinare  le  costanti  A  §erve  l'ultima  condizione  data. 
Secondo  questa  si  deve  avere  per  ogni  valore  di  <p  compreso 
tra  o  e  ir 

J^  >r=oo 

— Z  ?  =  —  ^  ^n  sen  ;/  ^  ; 

ma  pel  teorema  di  Fourier  vale   fra    i    medesimi  limiti   l'ugua- 
glianza: 

tr=oo  j 

9  =  —  2  21  (—  i)"  —  sen  ;/  5-  ; 
n=zi  n 

dunque  si  deve  porre 

-4«  =  2.(-  l)«-     —         , 

4Y^  ;/ 


onde 


Kls       2       .,"^^(-1)'*  \ 

E=  —  I  v  "^ ^^      2- cos  «T  sen  ;/5|.         (27) 
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Si  ha  similmente  per  /  ^ 


» 


K  cK         ,"^(-1)' 

/  =  —  -  -  (i  —  ^-3'*0  —      ,      -   é^  -  *'  21 sen  n  t .  cos  «  ?p .  (28) 

r  4V2Y-  n—xn 

28.  Vediamo  qual  sia  il  significato  di  queste  espressioni,  e 
cominciamo  da  quella  di  /'. 

Nella  somma,  che  figura  nell'espressione  di  1,  consideriamo 
9  come  una  costante,  e  riguardiamo  questa  somma  come  una 
funzione  di  x.  Questa  funzione  è  periodica  col  periodo  2  ti  ;  essa 
ha  inoltre  valori  uguali  e  di  segno  contrario  per  t,  e  per 
2  7t  —  T  ;  basta  quindi  cercare  i  valori  che  essa  prende  quando 
T  varia  tra  o  e  ?:.  Si  può  scrivere: 

y sen  n  t  .  cos  /?  ?  =      S         -  sen  «  (t  +  *)  4- 

1      n  2  T     « 

1  ~(-  i)" 

H y sen«(T  —  cp). 

2  T      « 

Ora  la  somma 

?  (--  i)" 

y sen  n  x , 

I      n 

quando  x  è  compreso  tra  —  -  e  +  ::,  ha  il  valore  —  —,  e  sic- 
come  essa  è  periodica  col  periodo  2  tt,  essa  è  in  generale 

=  — —  (.V-2/>7:), 

essendo/»  quel  numero  intiero  per  cui  .v  —  2/7t  è  compreso  tra 

— ■  "  e  ~r~  TT, 


*  Helmholtz  nella   sua   teoria   dell'  estracorrente  (Vedine    un   sunto    negli 
Annales  de  Chimie  et  de  Physique,  tom.  XXII,  pag.  491)  dà  la  forroola 


-.1/ 


•=H-'''  ). 


ove  p  è  una  quantità,  che  egli  non  determina  e  che  chiama  potemiaU,  Questa 
espressione  non  è  altro  che  il  primo  termine  di  quella  che  noi  abbiamo  tro- 
vato, e  vi  saremmo  arrivati  anche  noi  se,  come  Helmholtz,  avessimo  supposto 
i  funzione  semplicemente  di  /.  Le  conseguenze  di  questa  formola  sono  in  pieno 
accordo  coi  fenomeni  che  si  osservano  nelle  macchine  d'induzione;  ed  è  chiaro 
infatti  che  in  questi  casi  questo  termine  rappresenta  l'andamento  generale  della 
funzione,  e  la  somma,  di  cui  vedremo  il  signifìcato,  non  rappresenta  che  le 
perturbazioni,  che  sfuggono  all'osservazione. 
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Pei  limiti  che  abbiamo  assunto  per  t,  t  —  ;p  è  sempre  com- 
preso tra  —  •»:  e  -f  w,  poiché,  per  qualunque  punto  del  filo,  o  è 
compreso  tra  o  e  w;  perciò 

2, sen  ZI  (t  —  (p)  = ^  , 

1      P'  2 

Al  contrario  il  valore  di  x  +  9  può  essere  minore  o  maggiore 
di  7,  e  si  ha 

y sen  «  (t  +  <t)  = ,        quando  9  <  tt  —  t 

I      «  2 

e  = hir,  „         9>-r  — T. 

2 

Ne  segue  che 

> sen  «  T  cos  «  9  = ,        quando  9  <  tt  —  t 

i      m  2  ' 

e  =-^+-^,       ,        <p>:r-T. 

In  tutto  ciò  si  è  supposto  t  compreso  tra  o  e  ti;  se  esso 
fosse  invece  compreso  tra  r  e  2  tt,  si  sarebbero  ottenuti  i  valori 

TI-—,    per    9<T— TT, 


7C  T 

Per  valori  di  t  maggiori  di  2  ::  basterà  ricordare  che  la  somma 
considerata  è  una  funzione  periodica  di  periodo  2  r. 

Ora  ecco  le  conseguenze  che  possiamo  dedurre  dall'analisi 
precedente.  In  ogni  istante  v*ha  un  punto  del  conduttore,  nel 
quale  l'intensità  della  corrente  varia  bruscamente,  fa  un  salto. 
Questo  punto  è  detcrminato  dall'equazione 

e 

9  =  •::  —  T  ,  ossia  S  =^  L  —    ._:.  / 

L 
finché  T  è  compreso  tra  o  e  -,  cioè  /  è  minore  di     -- ,  e  dal- 

l'equazione 

e 
^=.t  —  ::,  ossia  s=  ,-  t  —  L 

u 

G.  Fberaris,  O^rt,  Voi.  I.  4 
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quando  t  varia  da  ^  a  2  7r,  cioè  /  varia  da —  a  -,  e  così  di 

W  Cr 


^2        V'2 

seguito.  Per  /  =  o  adunque  questo  punto  si  trova  all' estremità 

e 
(s=^L)  del  filo;  s'avanza  poi  colla  velocità  uniforme -T=r  verso 

V2 

L 

Torigine  (s  =  o)  del  conduttore  ;  trascorso  il  tempo  —  ,  esso  ha 

e 

raggiunto  questo  capo  del  filo,  e  prende  a  muoversi  colla  stessa 
velocità  verso  l'estremità  da  cui  era  partito;  poi  ripercorre  il 
filo  nel  senso  di  prima,  e  così  via  via  sempre  colla  medesima 
velocità.  In  ciascuna  delle  due  parti,  in  cui  in  un  istante  qua- 
lunque l'intero  conduttore  trovasi  diviso  da  quel  punto,  v'ha 
un'intensità  di  corrente  che  non  dipende  che  da  t,  e  che  perciò 
è  la  stessa  in  ogni  punto;  talché  se  si  rappresenta  il  valore 
dell'intensità  coll'ordinata,  quello  di  5  coli' ascissa  di  una  linea, 
questa  avrà  la  forma  disegnata  nella  fig.  i. 


r 


0 


Fig.  I. 


In  qualunque  senso  avvenga,  nel  momento  considerato,  il 
movimento  del  punto,  in  cui  ha  luogo  il  salto,  la  maggiore  in- 
tensità si  ha  sempre  dietro  a  questo  punto,  cioè  nel  tratto  di 
conduttore  ch'esso  ha  già  percorso,  e  la  minore  avanti  al  punto, 
cioè  in  tutto  il  tratto  eh'  esso  ha  ancora  da  percorrere.  La  fig.  i 
vale  perciò  soltanto  per  un  istante  in  cui  quel  punto  compie  la 


Fig.  a. 

corsa  diretta  dalla  pila  al  suolo,  dalla  fine  del  filo  verso  l'ori- 
gine. La  fig.  2  si  riferisce  ad  un  istante  in  cui  avviene  il  mo- 
vimento opposto. 


/ 
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In  questa  come  nella  precedente  figura  la  freccia  superiore  in- 
dica il  senso  del  movimento  del  risalto,  e  l'inferiore  il  senso^ 
sempre  negativo,  della  corrente.  La  grandezza  del  salto  è 

_cK 


-  e-M, 


ossia,  dicendo  /  il  valore   verso  cui  tende  /  col  crescere  di  /, 

cioè  —  : 
r 

e  r 

8\/2Y 

Questa  grandezza  ha  il  suo  massimo  valore  per  /  =  o,  ma 
sempre,  per  le  ipotesi  fatte,  è  piccolissima  a  fronte  di  /.  Se  di- 
ciamo T  il  tempo  che  il  risalto  o  Vonda  elettrica  impiega  per 

percorrere  tutta  la  lunghezza  del  filo,  talché  sia  T=    -—  ,  pos- 

c 

siamo  anche  esprimere  la  grandezza  del  salto  così: 

I.zhTe'^'f. 

Col  crescere  di  /  diminuisce  adunque  bensì  la  grandezza  del 
salto,  ma  diminuisce  così  lentamente,  che  il  decremento,  che 
essa  subisce  durante  il  tempo  T,  è  estremamente  piccolo. 

29*  Cerchiamo  come  varii  l'intensità  della  corrente  all'e- 
stremo del  filo  che  è  in  comunicazione  colla  terra.  Questa  in- 
tensità, che  diremo  i^,  si  ha  ponendo  5  =  0  nell'espressione  di 
/.  Introducendo  le  notazioni  I  e  T  e  non  considerando  che  il 
valore  assoluto,  si  ottiene  così  : 

/o  =  /  (i  —  ^-^^0  +  - e-^'^^ ^sen  n  t  . 

7^  X       n 

Ponendo  per  la  somma  il  suo  valore,  ed  osservando  che 

"tT  ""  Y 

si  ha  quindi  : 

/;  =  /(!-  i?-«*0  +  2  // .  /é?-*'  (2^  T-  t)  , 
ove  p  ha  il  significato  che  aveva  poc'  anzi,  ovvero,  ciò  che  vale 

Io  stesso,  è  quel  numero  intiero  per  cui è  una  frazione 

propria  positiva  o  negativa. 
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Per  valori  di  t  non  grandissimi,  Tespressione  di  /^  è  suscet- 
tibile ancora  di  una  semplificazione.  Allora  infatti  ht  è  picco- 
lissimo, e  trascurandone  le  potenze  superiori  alla  prima,  si  puà 
scrivere 

t\,  =  2ltt.I+2hI('2pT-f), 

ossia 

i\,=^phT.I.  (28) 

Ciò  c'insegna  che  l'intensità  nell'estremo  (s  =  o)  è  nulla 
finché  t  non  ha  raggiunto  il  valore  T]  in  questo  istante  prende 
d'un  tratto  il  valore  4  //  TI,  che  conserva  costante  fin  dopo  il 
tempo  /=3  7;  allora  passa  bruscamente  al  valore  8 A  TI^  e  così 
di  seguito  va  crescendo  per  salti,  che  si  succedono  ad  ogni  in- 
tervallo di  tempo  =2  7",  e  la  cui  grandezza  è  doppia  di  quella 
del  salto,  che  ha  luogo  successivamente  in  tutti  gli  altri  punti 
del  conduttore. 

30.  In  modo  analogo  si  può  discutere  l'espressione  di  E^ 
Si  ha  : 

y cos  n  i  .  sen  n-u  =  —  T sen  n  (^  -+-<;)  — 

1       «  *        2   I       « 

2^.  _      -sen;;(T  -  <p  , 

2  ~r      n 

ossia,  quando  t  è  compreso  tra  o  e  :r  : 

=  -  2"  per  ^  <  :i  -  T ,       -^  -  ^  +  -^  per  <?  >  TI  -  T  ; 

e  quando  t  è  compreso  tra  7:  e  2  ~  : 

= per  (p<T"'jr,       —.  —        •{ per  <&  >  t  —  7t  . 

2  22 

Questi  ultimi  valori  si  deducono  dai  primi  osservando  che  la 
somma  deve  aver  lo  stesso  valore  per  t  e  per  2  7t  —  t.  Per 
maggiori  valori  di  t  non  si  ha  che  da  osservare  che  la  funzione 
è  periodica  ed  ha  il  periodo  2  ::. 

Di  qui  si  deduce  che  in  ogni  istante  v'ha  un  punto  del  filo, 
passando  dall'una  parte  all'altra  del  quale,  E  cambia  brusca- 
mente di  valore.  Il  punto  ove  ha  luogo  il  salto  coincide  sempre 
con  quello  ove  cambia  repentinamente  il  valore  di  /.  Ma  mentre 
per  /  il  salto  ha  luogo  ora  in  un  senso,  ora  nell'altro,  a  seconda 
del  senso  del  suo  movimento,  per  E  invece  si  ha  sempre  (fatta 
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astrazione  del  segno)  il  minor  valore  dalla  parte  di  s  =  o,  cioè 
verso  l'estremo  a  terra  del  filo.  L'altezza  del  salto  è 


4Y 


—  .t2L.  g-ht 


ossia,  rappresentando  con  Eq  il  valore  costante  che  E  ha  al  polo 
della  pila: 


=  E,  e-^' . 


Tra  l'origine  del  filo  ed  il  luogo  del  salto  si  ha 

E = E,  j- {I  -  e-"*) , 

^  tra  il  sito  del  salto  e  l'estremo  congiunto  alla  pila: 

Se  si  prendono  le  5  per  ascisse  e  le  £"  per  ordinate,  la  funzione 
JE  di  s,  per  un  dato  istante,  sarà  rappresentata  da  una  linea 
^spezzata  della  forma  disegnata  nella  fig.  3. 


f'ig-  3 


'••g-  3 

Questa  linea  varia  col  tempo:  per  /  piccolissimo  avrà  molto 
prossimamente  la  forma  fig.  4; 


s 


Fig.  4. 

•crescendo  invece  /,  l'angolo  de'  due  tratti  coll'asse  delle  ascisse 
crescerà  avvicinandosi  al  limite  angolo  f  tang  =  -  *  1;  ed  intanto 

il  salto  diminuirà  gradatamente  d'altezza.  Al  limite  si  avrebbe 
una  linea  retta  unica,  fig.  5, 


Fig.  5- 


come  vuole  la  legge  di  Ohm. 
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X. 

2.°  CASO.  ^-^--  È  FINITO;  \   E  \  SONO  IMMAGINARI. 

Le  radici  >i  e  ).j  possono  essere  reali  od  immaginarie.  —  Espressioni  di  E 
e  di  f  nel  a."  caso.  —  Loro  discussione.  —  Differenze  colla  propagazione  del 
suono.  —  Coefficiente  di  estinzione.  ~  Velocità  di  propagazione  delle  onde 
elementari;  loro  limite. 

32  Y 

31.  Quando     "/-    è  finito,  i  valori  (25)  di  \  e  >,  possono 

cr\  2 

3  2  V 

essere  reali  od  immaginari,  e  ciò  dipende  dal  valore  di .'  , 

che  è  determinato  per  ogni  conduttore,  e  dal  numero  ;/,  cioè 
dal  numero  d'ordine  del  termine  che  si  vuol  considerare  nelle 
somme  che  danno  E'^  ed  1". 

32.  Per  piccoli  valori  della  resistenza  r,  si  verifica,  per  tutti 
o  per  la  massima  parte  dei  termini  di  quelle  serie,  il  secondo  caso. 

Ponendo  allora 

i  valori  di  \  e  >a,  per  ipotesi  immaginari,  si  scrivono 

ove  jx  è  reale;  ed  introducendo  nuove  costanti,  i  valori  (23') 
di  an  e  bn  si  possono  mettere  sotto  la  forma: 

an  =.  A  ^-^''  sen  ;x  (/  —  A') , 
bn  =  B  ^-/"  sen  ;/.  (/  -  B) . 

Se  ci  limitiamo  a  considerare  il  caso  in  cui  i  due  capi  del 
conduttore  sono  congiunti  uno  all'  altro,  sarà  b  =  o,  ed  invece 
di  «  si  dovrà  mettere  nelle  (25)  2  ;//  ;  e  se  inoltre  supponiamo, 
per  ora,  che  la  media  quantità  di  elettricità  libera  distribuita 
inizialmente  sull'unità  di  lunghezza  del  filo,  e  la  media  intensità 
iniziale  della  corrente  sieno  nulle,  sarà  bQ^  =  o,  /q^  =  o,  e  quindi 
dovrà  essere  a  =  0,  -i  =  o.  E,  ed  /  si  ridurranno  così  ad 

E=^lam  sen  ;;/   ^-  s  -{-  bm  cos  ;//  -  - 5 j , 

E   ^    I  Idbm  2r  dam  2  ::    \ 

/  =  —        2,  —       ,-  -  sen  ;;/    .-  0'  —    •      cos  ;/;  >-  5  ; 
4  -      ;;/  \  a  t  L  dt  E    ) 
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ed   analogamente  i  loro  valori  iniziali   dati  potranno  mettersi 

sotto  la  forma: 

(2  IT  2  IT   X 

a^m  sen  m  -y  ^  -h  Am®  cos  w  -y-  5  , 

L   ^   \  Idb'^m  2  7r         ^aV  2:t    \ 

ti=o  =©  (5  = y  —  —3  -  sen  w     -  5 -  cos ;//  -j- s\. 

^-K      m\  dt  L  at  ^     ì 

1  coefficienti  a^mt  b^m,  —,  - ,  —,—  sono  quantità  note,  alle 

a  t         at 

quali  debbono  diventare  uguali  le  funzioni  amt  ^w,  — —"'     tT 

a/        af 

quando  si  fa  /  =  o.  Si  hanno  adunque,  per   determinare  le  co- 
stanti arbitrarie  A,  A\  B,  B',  le  equazioni 

a^m  =  —  A  sen  {*  A', 
b^^  =  --  B  sen  UL  B', 


da'" 


m 


dt 
db" 


m 


dt 


=  jx  -r4  cos  \>.  A'  —  h  a^m , 
=  \ti  B  cos  II.  B'  -hb^m, 


dalle  quali 


A  = are  sen  --.- , 

[».  A 

B'  = are  sen 


b,  0 


m 

B~' 


Portando  i  due  ultimi  valori   nelle  espressioni  di  am  e  di 
òmty  si  ha 

am=  A  ^-*'  sen  (  «*  /  +  are  sen  -^  1 , 

bm=  B  e  *'  sen  I  ja  /  +  are  sen  -n]» 
e  quindi 

£  =  2  ^~*'  |-/J  sen  m  -  -  5 .  sen  (  j*  /  +  are  sen  -^-  j  -|- 


2^  /  ^m*' 


+  B  cos  m-j^s.  sen  I  :jl  /  4-  are  sen  "^  )  1  ; 
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ossia,  sviluppando  i  seni: 

a^M  sen  m  j  s  .  cos  at  +  \  B^  —  b%    cos  w  -  -  5 . 

sen  u.t  -h  ò^fncos m  —  5 .  cos  jx  /  4-  y  -«  —  ^°m   sen  w/  -^  5. sen  ci/l . 
Si  ponga 

sj~B^~b\^=p  -  ^,        v/"]4"«^rrt"%r"=/  -  ^\ 

cosicché  sia 

,,=±[,.._i(„„..^^^)]. 

e  si  ottiene  così  l'espressione 

E=^ye-^^  ^sen  Itn-j^s.—  u./j  +/'cos  ;;/    ..-5  —  1*^)  1  i- 

:-^''  I  p  sen  1 ///  ^   .s-  r  a  /  j  +  ^7'  cos  k«  -7-  ^  +  l*  ^  I  L 


+  1 


la  quale  si  può  anche  scrivere 


£■  =  V  \J p'-i  -^.  ^3  ^..  -A/  sen  [/;/  y-  0'  -  a  /  -1-  are  tang— J  +  1 

+  X  Vy^ T^'^* <?■'"  sen  1  ;;/  y-  .s  4-  h^  /  +  are  tang  ~| .     ) 

33.  Nella  stessa  maniera  si  trova 
i'=y\j  r"'+  0\e--f'^sen    '''7^^^  -  ix/  +  arc  tang-^|  + 


(30) 


f        2Z        .  _  y 


-4-  ]ì;V^^'  i"  jy'^é:-'''scn    m-^s  f  u/  i  are  tang  ^j,    1 
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ove  P,  Q,  F,  Q\  hanno  i  valori 

L     {db 


P^  - 


%m  TT 


.j^J^=+i(„...,^.,.l;'.,j, 


^  L     {db^'n,        I  /,  ,      ,.,    .         jda\t\] 

8w  it(    ^/  [jL  \  '•  dt   ì) 

34.  Vediamo  che  cosa  significano  le  formole  (30)  e  (31). 
Entrambe  le  espressioni  constano  di  due  somme  di  un'  infinità 
di  termini;  da  ciascuna  di  queste  somme  noi  isoleremo  il  ter- 
mine corrispondente  ad  un  determinato  valore  di  ;;/,  e  deno- 
teremo con  Em,  tm  quello  che  diventano  E  ed  /  quando  si  om- 
mettano  tutti  gli  altri  termini.  Abbiamo  per  ;;/  =  i  ; 


/ 


Ei  =\l P'  f  q'.e-''iseni^-s  -  u/  +  arctg  ^    ]  + 


P' 
9 

/,  r=  ^F»^  Q^.  e-M  stn[^^^-s-]s.t^'2LVcig      ^  + 
+  V^  +  W'  c-^'  sen  [  Y  s\\ht\-  are  tg  ^  ]  . 

Se  si  fa  /  =  —  are  tg        ,  il  primo  termine  di  E^  diventa 

l'ordinata  di  una  sinusoide,  che  taglia  Tasse  delle  ascisse  nei 

punti  corrispondenti  ad  5  =  0,  5  =  -  ,  s  —  L;  questa  sinusoide 

si  trasporta  con  velocità  \miforme  lungo  Tasse  delle  ascisse  e 
nel  senso  delle  5  positive,  crescendo  il  tempo  /.  Quel  primo  ter- 
mine adunque  dice,  che  nelT  istante  corrispondente  a 

/=      are.  tg.  — 

la  prima  metà  del  conduttore  è  carica  di  elettricità  positiva,  la 
seconda  di  elettricità  negativa,  e  che  questi  stati  elettrici  si 
trasportano  lungo  il  conduttore  nel  senso  delle  s  positive  con 
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una  velocità  costante.  Noi  diremo,  che  v'hanno  due  onde,  Tuna 
positiva  e  l'altra  negativa,  che  insieme  abbracciano  tutta  la  lun- 
ghezza del  conduttore,  e  che  si  propagano  in  avanti  con  velocità 
uniforme.  Il  secondo  termine  di  E^  dà  similmente  un'onda  posi- 
tiva,  che  alla  fine  del  tempo 

t= are.  tg.  — 

I^  P 

L 

si  estende  da  5  =  0  ad  5=  — ,  ed  un'onda  negativa^  che   nel 

medesimo  istante  si  estende  da  5  =  —  ad  5  =  Z.,  le  quali  così 

2 

abbracciano  insieme  tutto  il  conduttore,  e  che  si  propagano  nel 

senso  delle  5  negative,  ossia,  come  diremo  per  brevità,  in  dietro. 

Analoga  discussione  si  faccia  per  ij. 

Per  w  =  2  si  ha  : 

E^  =      V/'TT''  •  ^^'  sen  (2  .  ^-  s  -  [1  /  -f  are  tg  —  H 
+  V^'Tp .  ^-*' sen  U.^^s  +  ^t  +  are  tg  ^-j  , 
/,  =       \/P''  4-  <y'.^"^'senl2.    ,    5-  uZ-j  are  tg-^  H 
_}    \I1^-^Q'^,  e' ^^senL.  ^^s  +  ^t  r  arctg-^j. 

Il  primo  termine  di  E^  dà  un  sistema  di  quattro  onde,  di 
cui  la  prima,  che  è  positiva,  abbraccia  alla  fine  del  tempo 

I  P' 

t=  -  are  tg  - 

la  prima  quarta  parte  del  conduttore;  la  seconda  è  negativa,  ab- 
braccia il  secondo  quarto;  la  terza,  positiva,  si  estende  sul  terzo 
quarto,  e  la  quarta,  negativa,  sull'ultimo  quarto  del  filo.  E  questo 
sistema  di  onde  si  propaga  in  avanti,  11  secondo  termine  dà  in- 
vece un  sistema  di  quattro  onde  propagantesi  in  dietro,  che  alla 
fine  del  tempo 

/  = are  tg 

dividono  in  \  parti  uguali  la  lunghezza  del  conduttore.  E  lo 
stesso  dicasi  di  /j .  In  modo  analogo  E^  ed  i^  darebbero  ciascuna 
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due  astemi  di  6  onde  propagaiitisi  l'uno  in  un  senso  e  l'altro 
*^^1  ^«nso  opposto;  ed  in  generale  i  termini  E„  di  £  ed  i'm  di 
'  ""a- r> presenterebbero  due  sistemi  di  aw  onde  ciascuno,  abbrac- 
*^'^«^»:i  ciascuno  tdtta  la  lunghezza  del  conduttore  e  propagantisi 
'"     ^'"^rsì  opposti. 

Talché  possiamo  enunciare  i  fenomeni  che  avvengono  in  un 
cor««:i(ittore,  quando  dopo  di  avervi  rotto  l'equilibrio  elettrico  lo 
^'  l^sci  a  sé,  dicendo  che  si  genera  una  serie  di  sistemi  d'onde 
•^•^^  si  propagano  in  un  senso,  ed  una  serie  di  sistemi  d'onde 
*^t»e^  ^  propagano  in  senso  opposto  ;  che  in  ciascun  sistema  d'onde 
'^  «>r>de  successive  sono  alternati  va  mente  positive  e  negative. 
^*^  ^fcbracciano  tutte  insieme  l'intiera  lunghezza  del  conduttore, 
^  <=he  ciascun' onda  semplice  abbraccia  la  metà  del  filo  nel  1°  si- 
^^^^Tia,  il  quarto  nel  secondo  sistema,  il  sesto  nel  terzo,  e  cosi 
**"      Seguito. 

35.  In  tutto  ciò  v'ha  analogia  tra  la  propagazione  dell'elet- 
-  «  U  e  la  propagazione  del  suono  ne'  tubi  e  nelle  aste  elastiche, 
^e,  come  al  §  Vili,  non  si  considera  la  propagazione  del 
®'~**^«"».o  che  nel  caso  teorico,  in  cui  non  v'abbia  perdila  di  lavoro 
"^  t*cr  la  non  perfetta  elasticità,  né  per  attrito,  né  per  trasmis- 
®**^*^^  di  calore  attraverso  le  pareti  del  tubo,  vi  hanno  fra  i  due 
^*'*^«»ii  di  fenomeni  differenze  capitali.  Nella  propagazione  del 
*^**^»~»o,  le  onde  non  si  modificano  propagandosi,  e  segnatamente 
*<::»ro  ampiezza  si  mantiene  costante;  le  onde  semplici  si  pro- 
P^^5"^»jio  tutte  colla  stessa  velocità,  talché  tutte  quelle  che  si  pro- 
^^■^S"^*jio  in  un  senso,  si  compongono  in  un'unica  onda  risultante, 
i  propaga  del  pari  senza  alterarsi  e  colla  stessa  velocità 
r  onde  componenti.  Nella   propagazione  dell'  elettricità  av- 


cb»* 


^*^*~*«  il  contrario;  l'ampiezza  delle  onde  decresce  col  tempw, 
^  •  _*^"uei  che  é  più,  ciascun' onda  semplice  ha  una  velocità  prò- 
P^'^*--   Le  infinite  onde   semplici   propagantisi    con  velocità   tutte 
'''^"^^rse  non  possono  quindi  più  comporsi  in  un'onda  unica  in- 
''^^»  abile  nella  forma  e  propagantesi  con  una  velocità  determi- 
tlafc»5jg    f^^^   v'hanno   adunque  tielfa    trasmissione  dell' eUllridtà 
finita—  fj^iig  slretlo  senso  della  parola,  e  questo  vocabolo  non  deve 
'"'^X'  servito  a  noi  che  per  enunciare  il  fenomeno.  L'analogia 
nC'^riinparirebbe  in  parte,  se  si  considerasse  la  propagazione  del 
sUCino  in  tubi  di  piccolo  diametro,  dacché  le  esperienze  del  Kundt 
c  *^  analisi  dell'Helmholtz  e  del  Kirchhoff  hanno  dimostrato,  che 
in  <juesto  caso  le  onde  si  estinguono  prontamente,  e  che  la  ve- 
locità del  suono  dipende  dalla  lunghezza  d' onda. 
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36.  La  diminuzione  di  ampiezza  che  abbiam  detto  aver  luogo^^ 
col  tempo,  è  dovuta  al  fattore  comune  a  tutti  i  termini  di  £  e  di  f*- 

é»-'*'     ossia     e    ^yL    , 

che  possiamo  denominare  coefficiente  di  estinzione.  Quindi  essa 
è  tanto  maggiore  quanto  maggiore  è  la  resistenza  r  del  condut- 
tore, e  nei  limiti  entro  cui  si  può  ammettere  che  sullo  stato  elet- 
trico di  ciascun  punto  del  filo  non  abbiano  influenza  che  i  punti 
a  quello  infinitamente  vicini ,  sulla  quale  ipotesi  sono  fondati  tutti 
i  calcoli  precedenti,  essa  è  indipendente  dal  numero  d'ordine  m 
del  termine  che  si  considera. 

37.  La  velocità  di  propagazione  dì  una  qualunque  delle  onde 
semplici  vale  l'aumento  o  la  diminuzione  da  darsi  ad  5  nel  ter- 
mine di  (30)  o  (31)  corrispondente  a  quell'onda,  acciocché,  au- 
mentando di  I  il  tempo  /,  l'arco  sotto  il  segno  scn  rimanga  in- 
variato, è  cioè: 

2  r.  ;;/ 


ossia,  mettendo  per  a  il  suo  valore  (29)  e   ricordando  il  valore 

(24)  di  h: 

e 


V  4  7l2|«2\     32  Y    / 


Questa  velocità  adunque  cresce  con  m.  La  differenza  però  tra 
i  valori  di  F  corrispondenti  a  due  valori   diversi  dati  ad  wi  è 

32  Y 
tanto  minore,  quanto  maggiore  è  il  valore  di      -7- .  Facendo 

cry  2 

32  Y 

convergere         .-  verso  l'infinito,  tutte  quelle  velocità  conver- 
rr  V  2 

gono  verso  un  valore  comune,  e  precisamente  verso  il  limite 

^  o        n  millimetro 

,/    =  310738.  io« -  . 

V  2  secondo 

Al  limite  tutte  le  onde  semplici  avendo  la  stessa  velocità,  si 
comporrebbero  in  un'  unica  onda  risultante  propagantesi  colla 
stessa  velocità.  Ricadiamo  così  sulle  conclusioni  a  cui  siamo 
arrivati  direttamente  più  sopra. 

32  Y 
Per  valori  finiti  di  -  "  7-  ,  ma  sufficientemente  grandi,  questo 

e  r\  2 

si  può  considerare  come  vero  approssimativamente  per  grandi 
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"^M^x-i  di  ;«.  Ma  diminuendo  tn  sotto  un  certo  limite,  Tonda  si  fa 

^^^fusa  sempre  più.  Anzi  seguitando  a  far  decrescere  nt,  si  arri- 

^^^,  in  molti  casi,  ad  un  punto  in  cui  V  diventerà  immaginario  ; 

^  Questo  punto  si  raggiungerà  tanto  più  presto  quanto  maggiore 

A,  quanto  maggiore,  cioè,  è,  a  parità  delle  altre  circostanze, 

^^  resistenza  r  del  conduttore.  Allora  la  propagazione  dell' elet- 

^^cità  non  può  più  fài*si  colle  leggi  espresse  dalle  formole  (30) 

^  (31),  ed  in  queste  le  somme  debbono  soltanto  estendersi  tra 

e        r 
m  =  -7^  —       -    ed   ;«  =  oc . 
V  2  32  Y  ^ 


XI. 

3.0  CASO.  --V-  È    FINITO;   X,  E  X,    SONO   REALI. 

Valori  di  JET  e  di  1  quando  )i  e  )a  diventano  reali.  —  Caso  in  cui  inizial- 
mente i  valori  medi  di  £*  e  di  1  non  sono  nulli.  —  Caso  in  cui  i  valori  iniziali 
di  £r  e  di  f  sono  costanti. 

38.  La  velocità  di  propagazione  V  diventa  immaginaria  ap- 
punto quando  cessano  d'essere  immaginari  i  valori  di  X^  e  >2 . 
In  tal  caso  le  espressioni  di  a,H  e  ò,„  non  possono  più  mettersi 
sotto  la  forma  trigonometrica,  e  si  debbono  ritenere  sotto  la 
forma  (23'). 

Limitiamoci  ancora  a  considerare  il  caso  di  un  conduttore 
formante  da  sé  un  circuito  chiuso.  E  ed  /  dovranno  essere 
funzioni  periodiche  di  s;  epperò  dovremo,  come  sopra,  porre 
91  =^  12,  m. 

Ponendo 


■■=/ 


2  c^  m^  r.2 


cosicché  a'  sia  una  quantità  reale,  le  (23')  si  possono   scrivere 

am  =  ^é?-*M^"'<'~^'^  — ^-"'<'-^^) , 
l^^B  e-^'^(e''V-B')^e-f.\i-B')^  ^ 

dove  A,  B,  A',  B  sono  costanti  arbitrarie,  i  cui  valori  si  deter- 
minano mediante  i  valori  iniziali   dati  di  am,  bmy  '  ."*  ,  - /-  . 

a  t         di 
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da\n      db"" 


Se  questi  sono  ancora  aV,  b^m,  -  .v   ,      -i\-- ,  dev'essere 

at  dt 


e  quindi 


2  a'  1  ^/    / 

2  a    \  a/    / 

2  {A     l   .  «/      I 

-  ((//  -  a')  «»„,  +  '^^'J*'"-)  <•-(*+/'')']  ; 

2  u  [  \  at   ' 

-  [(h  -  V')  l>\> +  ~]  e-C^-l'v]. 


I32) 


I 
/ 


Si  portino  questi  valori  nelle  equazioni  : 

£^  =  2^  I  Qm  sen  ;;/  —j-  s  +  Om  cos  /;/  —j-  ^  j ,  ì 

Z     -^      I    iV/^m  2::  r/a„i  2  7l\      i 

/  = 2.     - 1     , .  -  sen  ;;/  --—  5  —  —tt-  cos  ;;;  — —  ,  ì 


Z    -^    I  iv/^m  2::  d am  2  7i\    i    '^3) 

—  2-     -      f  ;-  sen  ;;/  --—  5  —  -7- 
^7  '^  m^  d t  L  dt 


e  si  avranno  le  leggi  della  distribuzione  dell'elettricità  libera  e 
delle  correnti  pel  caso  che  noi  consideriamo. 

39.  Qui,  come  nel  precedente  paragrafo,  si  è  supposto  che  i 
valori  iniziali  di  £"  e  di  i  fossero  tali,  che  fosse  b^^^o  edyi*^  =  o. 
Se  ciò  non  fosse,  si  dovrebbe  porre  nelle  equazioni  generali  (25) 

non  più   rt  =  p  =  o,  ma  a  =^      b^^,  P"=/o*^-   Tutta  la  modifica- 

ti 

zione  da  apportarsi  alle   formole  (30)  e  (31)  ed  alle  (33),  consi- 
sterebbe neiraggiungere,  tanto   in  quelle  quanto  in  queste,  alle 

espressioni  di   E  il   termine      ^^^  ed    alle  espressioni   di   1   il 

termine     fc.^  e  ^''^ . 
2 
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40.  Questi  termini  comuni  ai  valori  che  si  hanno  per  E  e 
per  I  nel  caso  óì\  e  >,  reali,  ed  a  quelli  che  si  hanno  pel  caso 
di  \  e  \  immaginari,  possono  esistere  soli. 

Se  è  dato 

Et=o  =  —  Aq®  =^  Ef^  ,  tizzo  =  — /o®  =  /©  ; 

2  2 

si  ha  così  : 

e  queste  formole  dimostrano,  che  se  il  conduttore  è  inizialmente 
ugualmente  elettrizzato  in  tutti  i  suoi  punti,  questo  stato  elet- 
trico si  conserva  costante;  il  che  è  evidente  di  per  sé;  e  che 
se  inizialmente  il  conduttore  è  percorso  da  una  corrente  uguale 
in  tutti  i  suoi  punti,  questa  corrente  non  cessa  istantaneamente 
al  cessare  delle  cause,  che  l'avevano  prodotta,  ma  decresce  in 
progressione  geometrica,  mentre  il  tempo  cresce  in  progressione 
aritmetica. 

La  quantità  di  elettricità  trasmessa  nel  tempuscolo  dt  suc- 
cessivo all'istante  t  è  i^e-^^dt;  epperò  dall'istante  t  =  o,  in 
cui  cessano  di  agire  le  cause,  che  avevano  prodotto  la  corrente, 
fino  alla  completa  estinzione  di  questa,  passa  ancora  pel  con- 
duttore la  quantità  di  elettricità 


j 


'0!-^''''=^'. 


L' equazione   e^^'^  =  —  dà   il    tempo  /  necessario   perchè 

r  intensità  della  corrente  si  riduca  alla  metà  del  suo  valor  pri- 
mitivo, il  qual  tempo  è  perciò 


/  =  — 7  log  nat2{M  . 
2  //     ° 


'  Prendiamo  come  esempio  un  filo  di  rame  identico  al  campione  di  Jacobi. 
Si  ha  per  questo  :  Z.  =  7",  6ao,  «  =  o™%  333,  epperò  in  numero  rotondo  :  7=10 
I^a  sua  resistenza  è,  secondo  Weber,  di  598.  lo*^  unità  elettromagnetiche,  quando 

si  prendano   per   unità   di   lunghezza  e  di  tempo    il   millimetro  ed   il   secondo. 

8 
Moltiplicando  questo  numero  per  — j- ,  ove  e  è  espresso   nelle   medesime  unità, 

si  ha  la  resistenza  in  unità  meccaniche  nel  numero 


r  =  2  ,  482.  IO 


13 
* 
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XII. 


4.°  CASO.  -^4--  È  INFINITAMENTE  PICCOLO. 
APPLICAZIONE  AD  UN  FILO  CONTINUO. 

La  propagazione  si  fa  con  leggi  analoghe  a  quelle  della    propagazione  del 
calore  per  conduzione. 

41.  Vediamo  finalmente  verso  qual  limite  convergano  i 
valori  óì  E  t  ài  i  mentre  la  resistenza  del  conduttore,  tutte  le 
altre  circostanze  stando  le  stesse,  cresce  all'  infinito. 

o  2  '' 

Se 7  -  è  infinitamente  piccolo,  //  è  infinitamente  grande^ 

e,  avuto  riguardo  al  valore  di  a',  i  secondi  termini  delle 
espressioni  (32)  scompaiono  a  fronte  dei  primi  per  tutti  i  valori 
finiti  di  /.  I  valori  di  am  e  di  bm  si  riducono  così,  crescendo  t^ 
in  breve  ad 


a 


'm 


= 57  ['"+"■'«•-+''3^] '"'*-'■■"• 


onde 


a  /»  =  39401 


(Questo  filo  sia  percorso  inizialmente  da  una  corrente  capace  di  scomporre  un 
milligrammo  d'acqua  in  un  minuto  primo  ;  siccome  secondo  le  esperienze  di 
Kohlrausch  e  Weber,  a  scomporre  un  milligrammo  d'acqua  in  un  minuto  se- 
condo occorre  una  corrente  di  intensità  uguale  a  106  Va  unità  elettromagnetiche,, 
e  siccome,  secondo  i  medesimi  sperimentatori,  l'unità  elettromagnetica  di  in- 
tensità  vale  155370.  io**'  unità  meccaniche,  si  ottiene  per  l'intensità  che  noi  ab- 
biamo assunto  come  esempio: 

ly  =:i:  376212.  IO*"'. 

Per  questo  filo  adunque  e  per  questa  corrente  si  avrebbe  che  dopo  che  sono 
cessate  le  cause,  che  producevano  la  corrente,  passerebbe  ancora  lungo  il  filo  il 
numero  7010400  di  unità  elettrostatiche  di  elettricità  positiva,  e  la  metà  di  questa 
quantità  di  elettricità  sarebbe  trasmessa  in  0,0000176  minuti  secondi. 


^ 
i 
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ed  introdotti  nelle   espressioni   (33)  di  £*  e  di  /,  le  trasformano 
nelle 

^=  2:  ^  [((A  +  ■/)  «•«.  +  -^y  J  sen  m  -^  s  ^ 

t=.  -2  — ,-^  \\{h  +  i*'^»«  +  -   .    -  sen  m-  s  - 

-  [{h  +  [*')  aO„  +  -^^^  cos  '«  ^  sL  -  (A-/0'. 
Ora  si  ha 


e    nel    nostro   caso,    essendo   h   infinitamente   grande,    si   può 
scrivere 


donde 

//  -  a'  =  '^- 


,  _32Yi;;«::* 


Perciò  la  quantità 

//  —  a' 32  Y~^ 

è  indipendente  da  «/,  e  per  conseguenza  i  precedenti  valori  di 
£  e  di  /  soddisfano  alle  equazioni 

_      /^^/  L^  dE 

'""         m^    St.^  ds  '  I 

ds  2    dt  * 

Tra   queste    eliminando   /   e  ponendo  per  —  il  suo  valore, 

si  ottiene  V  equazione  alle  derivate  parziali 

dE        yLd'E 
dt  r     ds 


=  ^^^-.2»  (35) 


la  quale  è  della  stessa  forma  di  quella,  che  dà  la  propagazione 
del  calore  nei  corpi  solidi. 

Dunque    nel  caso  considerato    l' elettricità   si  propaga   colle 
sfesse  leggi,  con  cui  si  trasmette  il  calore  per  conduzione. 


G.  FuuuRis,  Op4re,  Voi.  1. 
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XIII. 

APPLICAZIONE    AD    UN    CONDUTTORE 
I  CUI  DUE  CAPI  SONO  SEPARATI. 

La  stessa  analogia  si  verìfica  per  un  conduttore  non  continuo.  —  Durata 
relativa  e  durata  assoluta  della  carica,  coefficiente  di  canea.  —  Confronto  col- 
l'csperienza. 

42.  La  stessa  analogia  colla  propagazione  del  calore  si  trova 
considerando  un  filo  non  ritornante  in  sé  stesso. 

Abbiasi,  per  esempio,  come  al  §  IX,  un  filo  di  lunghezza  L, 
che  ad  un  estremo,  che  noi  prendiamo  per  origine  delle  s,  sia 
posto  in  perfetta  comunicazione  col  terreno,  e  di  cui  1*  altro 
estremo  venga  congiunto,  nell'istante  /=o,  col  polo  positivo 
di  una  pila,  della  quale  l'altro  polo  comunichi  col  suolo;  e  sup- 
poniamo qui,  come  al  §  IX,  che  la  resistenza  della  pila  sia  tra- 
scurabile a  fronte  di  quella  del  conduttore,  che  si  considera. 

Se  diciamo  K  la  forza  elettromotrice  della  pila,  le  condi- 
zioni, a  cui  debbono  soddisfare  E  ed  /*,  sono  che 

per  5  =  0     sia  E=^o     qualunque  sia  / 

"  "  4r       "  [A] 

„     t=zo      „    E-^o     qualunque  sia  5  \ 
ff     t=o       „      /~o  „ 

Perchè  le  espressioni  (25)  soddisfacciano  alla  prima  ed  alla 
seconda  di  queste  condizioni,  dev'essere 

«  =  C/=C/  =  o,  /;=  ; 

in  grazia  della  nota  relazione 

^'"iri- 1)» 

-  u-i      n  L 

la  3.'  condizione  dà 


6,  4- C,  =2(-i)"  -      , 

;/    47- 
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e  perchè  sia  soddisfatta  l'ultima  condizione,  si  deve  avere 

>!  Ci  -+-  >a  Ca  =0  . 
Dalle  due  ultime  equazioni  ricavasi 

onde  sostituendo  nei  valori  (25)  di  £  e  di  /: 

/= (i  —  e-"^')  — 

r 

—  — ,é    2    —  «-  >«  ,—4-  tr-^d  -^-A-J.)')  COS  HjS. 

32Y 

Se  ora  noi  supponiamo  che  sia        .     infinitamente  piccolo, 

érr  V  2 

abbiamo,  trascurandone  le  potenze  superiori: 

_     érV^  __  %^n^T^ 

onde  risulta-  *  infinitamente  piccolo  di  secondo  ordine  e  ^i'-\ 

infinitamente  grande;  invece  di    ,  si  può  porre  l'unità,  e 

'1  ~"  ^9 

se  non  si  considera  la  trasmissione  che  dopo  che  /  ha  assunto 
un  valore  finito,  si  possono  trascurare  e-^^*'  ed  ^-i^»--^»^'.  Ponendo 
per  ^2  ^^  suo  valore,  e  dicendo  R  la  resistenza  riferita  all'unità 
di  lunghezza  ed  all'unità  di  sezione,  ed  w  la  sezione  del  condut- 
tore, cosicché  sia  r=  R-  ,  le  espressioni  di  £  e  di  /  si  ridu- 
ci) 

cono  alle 


4  Y  [  Z.  ^   ::   „=i      ;/ 


^    sen //       s,e       ru    ' 


I  =  —  ^^     1  +  2     1    (-  I)"  cos  ;/       5  .  ^        RL^    ' 
valevoli  per  tutti  i  valori  di  /  diversi  da  zero. 


,  (36) 


.  (37) 


68  Sulla  teoria  fìiatewatica 


Queste  espressioni  soddisfanno  alle  equazioni  differenziali  ; 

LdE 


/  =  — 4Y 


r  ds' 


di 

I 

dE 

ds~ 

** 

2 

'  di 

izione 

di 

• 

/  : 

dE 
dt 

:8v 

L 
r 

d'E 
'ds^ 

equazione  della  forma  di  quella  da  cui  dipende  la  propagazione 
del  calore  nei  corpi  solidi. 

43.  Se,  stando  tutte  le  altre  circostanze  le  stesse,  si  hanno- 
due  conduttori  diversi,  per   il  primo  dei  quali  la  lunghezza,  la 

sezione,  la  resistenza  unitaria  ed  il  valore  di  log  --    sieno  L,  ay 

oc 

/?,  '(,  e  pel  secondo  L',  w',  /?',  y',  se  si  considera  sul  primo  con- 
duttore un  punto  determinato  dalla  distanza  5  dall'origine,  e  se 
si  prende  sul  secondo  conduttore  il  punto  s'  per  cui  si  abbia 

in  quei  due  punti  si  avranno  cariche  elettriche  ed  intensità,  che 
varranno  una  stessa  frazione  della  carica  e  dell'intensità  finale,, 
tutte  le  volte  che  sarà: 

8  y'  to'    ,         8  Y  w 

/  —  / 

R'L'     "     RIJ     ' 

Il  tempo  necessario  perchè  airestremità  del  conduttore,  che 
comunica  a  terra  si  produca  un'intensità,  i  cui  valori  sieno  una 
data  frazione  dei  valori  finali,  dicesi  durata  relativa  della  carica. 
L'ultima  eguaglianza  dimostra  che  questo  tempo  è  proporzionale 
inversamente  alla  sezione  w,  e  direttamente  alla  resistenza  uni- 
taria /?,  al  quadrato  della  lunghezza  Z  e  ad  un  cofficiente 

I 

2  '/  -=  „  • 

■ 

Lo  stesso  avviene  della  durata  assoluta  della  carica,  cioè 
del  tempo  che  passa  tra  l'istante  in  cui  si  chiude  il  circuito,  e 
quello  in  cui  all'estremità  opposta  a  quella  congiunta  colla  pila 
si  produce  una  carica  ed  una  intensità  di  corrente  di  dato  valore 
assoluto,  purclic,  pei  due  conduttori,  7  ed  /'abbiano  lo  stesso  valore^ 


I  nm  souai  omogenei. 


44-  Si  è  trovato 


2£-[  , 


'/  = 


U 


cosicché  q  rappresenta  la  quantità  di  elettricità  lìbera,  riferita 
all'unità  di  lunghezza,  che  si  deve  avere  in  un  punto  qualunque 
del  conduttore,  acciocché  il  valore  del  potenziale  II  per  quel 
punto  sia  uguale  all'unità. 

E  questa  quantità  è  quella  che  Thomson  denominò  coeffi- 
tiente  di  carìcn,  oppure  capncilii  liiitroslatko. 

Nello  stabilire  le  equazioni  generali  noi  non  abbiamo  tenuto 
conto  delle  azioni  esterne  esercitate  dall'elettricità  Ubera  del 
conduttore,  epperù  abbiamo  trovato  che  q  non  dipende  che  dalle 
<l)niensionÌ  de!  medesimo.  Queste  azioni  però  sono  inevitabili,  e 
la  loro  influenza  può  essere  notevolissima.  Se  per  esempio, 
come  accade  nei  conduttori  telegrafici  sotterranei  o  sottomarini, 
il  filo  metallico  è  coperto  di  un  involucro  isolante,  poi  di  un 
inviluppo  metallico  ed  immerso  cosi  in  un  mezzo  relativamente 
conduttore,  come  è  l'acqua  salsa,  com'  è  la  terra  umida,  esso  si 
carica  come  un  condensatore  elettrico,  e  la  quantità  di  elettricità 
necessaria  a  produrre  il  potenziale  uno  è  maggiore  di  quella 
che  corrisponderebbe  allo  stesso  filo  quando  questo  fosse  sco- 
perto. Il  valore,  che  in  questo  caso  prende  il  coefficiente  di 
carica  i],  dipende  dalle  dimensioni  del  filo  metallico  e  dell'invo- 
lucro isolante  e  dalla  natura  di  questo.  La  nostra  teoria  non 
basta  evidentemente  a  determinarlo,  ma  è  chiaro  ch'esso  sarà 
juaggiore  che  per  un  filo  scoperto,  ' 


'  Se  J?  e  il  ragEi'i 
che  limiti  esternamente 
il  fio  e  l'involucro  soni 


«d  È  circa  a  per  la  gullaperci 

Nelle  forinole  di  Thomaor 

£c!eate  3;  ciò  dipende  dalle  ul 


'""■ti 

r  la  distonia  dei  due  a 


che  dipende  dalla  tnateria  di  1 


e  cilindrìo. 


t  formato  l'involucro, 
nerico  8  si  ba  il  coef- 
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45.  Tutte  queste  leggi  sono  state  dimostrate  pel  caso  in  cui 
la  resistenza  del  circuito  sia  grandissima,  talché  valgano  le  (34). 
Siccome  queste  si  ricavano  dalle  (18')  e  (19)  sopprimendo  sol- 
tanto il  termine  in      ^ ,  possiamo  anche  dire,  che  esse  son  vere 

in  tutti  quei  casi,  in  cui  la  propagazione  dell'elettricità  si  fa  cosi 
lentamente  da  potersi  trascurare  Teffetto  dell'induzione.  Gaugain^ 
com'  è  noto,  le  ha  ritrovate  tutte  sperimentalmente,  operando 
su  cattivissimi  conduttori. 

Ma  sarà  egli  anche  possibile  trovarle  verificate  per  con- 
duttori metallici?  Facciamo  un  esempio  numerico.  Sia  un  filo 
di  rame  della  lunghezza  di  1000  chilometri  e  del  diametro  di 
o™™, 666...,  uguale  cioè  al  diametro  del  campione  di  Jacobi.  Per 
questo  filo  è  71=21,822,  ;'=o,  3257 .  io"-7,  epperò 

—  =  o,  034 . 
rc\  2. 

Questo  valore  è  abbastanza  piccolo  a  fronte  dell'unità,  perchè 
per  valori  di  ;/  non  grandissimi,  epperò  pei  primi  termini,  che 
sono  i  più  influenti,  delle  serie  che  danno  E  ed  /,  esso  si  possa 
trascurare  ed  avere  tuttavia  risultati  prossimi  ai  veri.  Dobbiamo 
perciò  prevedere    che    quelle    leggi    saranno  per  fili  di   grande 

lunghezza   (e   tanto  più  pei  conduttori  sottomarini,  ove  ad  - 

devesi  sostituire  un  numero  maggiore)  prossimamente  verificate.. 

Q  2  ^ 

Ma  poiché,  per  quanto  la  quantità        -.     sia  piccola,  finché 

essa  è  finita,  il  suo  prodotto  per  ;/,  crescendo  questo  numero^ 
finirà  per  diventare  prossimo  all'unità  e  poi  per  superarla,  dob- 
biamo conchiuderc,  che  benché  la  massima  parte  dell'elettricità 
si  trasmetta  ne'  conduttori  di  grande  resistenza  secondo  quelle 
leggi»  ve  ne  saranno  tuttavia  sempre  altre  parti,  che  si  propa- 
gheranno con  leggi  diverse  da  quelle  e  fra  di  loro.  Si  rifletta 
ora  a  ciò  che  deve  risultare  da  una  mescolanza  di  movimenti 
elettrici,  i  quali  sono  soggetti  a  leggi  affatto  diverse;  si  consi- 
deri, che  noi  abbiamo  sempre  fatto  astrazione  da  un  elemento- 
perturbatore,  nella  pratica  inevitabile,  cioè  dalla  dispersione 
dell'elettricità  alla  superfìcie  del  conduttore,  e  si  capirà  come  le 
più  accurate  esperienze  abbiano  potuto  rivelare  notevoli  diver- 
genze dalle  leggi  enunciate. 
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XIV. 

EQUAZIONI   GENERALI   PER  UN   CONDUTTORE 
LINEARE  DI  FORMA  QUALUNQUE. 

Ritomo  alle  equazioni  generali.  —  Equazione  generale  per  un  conduttore 
lineare.  —  Applicazione  al  circolo.  —  Si  ricade  sulle  equazioni  differenziali 
trovate  i>er  filo  rettilineo,  o  che  si  possa  considerare  come  tale,  modificate  solo 
ne*  cofficienti  costanti.  —  Influenza  di  queste  modificazioni  sulla  legge  della 
trasmissione. 

46.  Le  espressioni  (17)  di  O  e  di  U  non  sono  valevoli  che 
nei  casi  in  cui  i  due  punti  del  filo  non  possono  essere  l'uno 
all'altro  infinitamente  vicini,  se  non  è  infinitamente  piccolo  l'arco 
fra  loro  compreso;  e  le  equazioni  (18)  e  {19)  con  tutte  le  loro 
conseguenze,  delle  quali  si  è  discorso  fin  qui,  non  possono  rap- 
presentare approssimativamente  i  fenomeni  per  un  conduttore 
dato  di  dimensioni  finite,  se  questo  è  così  fatto,  che  alcune  sue 
parti  si  trovino  abbastanza  vicine  ad  altre  non  contigue,  perchè 
vi  possano  esercitare  attrazioni  elettrostatiche  e  fenomeni  d'in- 
duzioni sensibili.  Per  tutti  questi  casi  è  necessario  ricorrere  alle 
equazioni  generali  (7),  (9)  e  (io),  o  più  semplicemente,  se  si 
suppone  ancora  che  il  filo  abbia  una  sezione  infinitamente  pic- 
cola, alla  prima  delle  (7),  portando  in  questa  per  U  ed  f/  i  va- 
lori (16). 

L'equazione  generale,  alla  quale  si  arriva  in  questo  modo, 
si  semplifica  notevolmente  per  un  caso  speciale  frequentissimo, 
quello  del  circolo;  e  l'esame  di  questo  caso,  che  dopo  quanto 
si  è  detto  finora,  si  potrà  fare  in  poche  parole,  basterà  a  mo- 
strarci quanta  influenza  possa  esercitare  sulle  leggi  della  pro- 
pagazione dell'elettricità  la  forma  della  curva,  su  cui  è  disposto 
il  filo. 

47.  Riprendiamo  le  equazioni  (16)  e  (16'): 


O  z=  2  £  log 


a    'J       r       ' 


U=  2 «log \-\i'        cos (r, d a)  cos (r, ds) 
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Supponendo  che  il  conduttore  formi  da  sé  un  circuito  chiuso, 
E  ed  /  debbono  essere  funzioni  periodiche  di  periodo  L,  e  le 
possiamo  mettere,  come  al  §  X,  sotto  la  forma 

^  =  i  I ^m  sen  m—j-s-\'  bm  cos  w  -j- 5 ) , 


l 


L»"^!    Idbm  27:  ^^m  2  W     \ 

= ■  y  —      .— senw  —  5 y--cosm-f-s\. 

4  ?^»i=D  m  \  at  L  Ut  ^     ) 


+ 


Portiamo  questi  valori  in  12  ed  in  U,  e  facciamo  5'  =  5  +  <r  ;  ot- 
teniamo così: 

12  =  2  log  —  2L  p'"*  ^^"  ^^'  "7"  ^  ^  ^M  cos  w  -.-  5  j  4* 

_,rtìf(jr  /    271         2::  \     .        /    27t        2 TI  \i 

2  I  —  «m  sen  I  m  --  .s^  -4-  m   r-  <y  )  •<-  Om  cos  I  w      5  +  w-y-  a  II , 

rr  ,  l      L    ^    1    Idbm  27r  e/^m  2  TI     \ 

f/=  —  2  log y  — 1  — ,—  sen  m  .  s jr-  cos  m-ri-s\  — 

°  a    47r^w\  a/  L  at  ^     ] 

—  y    I  —  cos  (r,  ^5)  cos  (r,  c/5  ) .  —  — ; —  sen  I  wi  -^^  5  +  /«  -7-  <t  I 
4  TU  '^  ^f    r  m\  dt  \      ^  ^     ì 

dam  (      2r.  2  TT    \1 

onde,  sviluppando  i  seni  ed  i  coseni  delle  somme,  e  facendo 

A^=  I  —  sen  m  -=-  ^  d<s  , 
)  r  L 

/  /*    y  2   7* 

iV'  =:  2  log hi  —  COS  m  -=A  (T  d<T  , 

^       J  r  L 

JT  2  7* 

—  COS  (r,  ^5)  COS  (r,  ds')  sen  m  —=^  <r .  of  a , 

l  C    X  2  TP 

M'  =^  log H  I  —  cos  (r,  d/ò)  cos  (r,  ^5')  cos  ;;/  -7-  <f  .d<T , 

^       J   r  L 


si  ha 


11  =  2  ((^m  A^  -  Aw  A^)  sen  ;;/  y^  "^  +  (^m  iV  +  A,«  iV)  cos  '«-^  ^)  » 

7  7            L   ^\  \[dbm  ,,,   ,   dam    ^\  2  tu 

f/:= N  —        ,^  3/'  +  -    -iW^   sen;;/-r-5  + 
Idbm    ,,         ^^'«    ;i^f  \  2  TU     1 

+       ,     M  —     ,     J/    cos  m-=-s\^ 
\  dt  dt        )  L    V 
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Supponiamo  inoltre  che  la  forza  elettromotrice  Fa^  svilup- 
pata da  cause  esterne  al  conduttore,  sia  una  funzione  dì  5  e 
di  /  rappresentata  dalla  serie 

^*  =  S  (A»  sen  m-^s  +  gm  cos  ;;/  -7-  ^j  » 

ove  fm  e  gmf  come  am  ^  bmt  sono  funzioni  di  /;  scriviamo 
nella  i.*  delle  (7)  5  invece  di  x,  moltiplichiamo  i  due  membri 
di  quest'equazione  per  ra*,  poniamovi  1  invece  di  Tra'.w,  poi 
sostituiamovi  ad  ii,  U,  Fs  i  valori  precedenti,  ed  avremo 
r  equazione 

^\  dV  •  %V^^kM'  ~dt^      L^M'        '^'^  ^LAT'*^  ^ 

48.  Le  quantità,  che  abbiamo  rappresentato  con  N,  IV,  M,  M' 
sono  determinate  dalla  forma  della  curva  data,  e  sono  funzioni 
di  5.  Nel  caso  in  cui  questa  curva  è  un  circolo,  e  solo  in  questo 
caso,  queste  grandezze  hanno  un  medesimo  valore  per  tutti  i 
punti  del  circuito. 

In  questo  caso  le  quantità  tra  parentesi  nell'equazione  pre- 
cedente essendo  indipendenti  da  .s  quest'equazione  non  può 
essere  verificata  per  tutti  i  valori  di  questa  variabile,  se  le  due 
parentesi  non  sono  nulle  separatamente;  epperò  le  funzioni  di  / 
rappresentate  da  a  e  ^  debbono  soddisfare  alle  equazioni  diffe- 
renziali : 

d^  ani  C'         dam      12 -n^ c^  m^  X'  c^r.m        

///-    ^  8 Va' kM'  df  ^  ~'L' i^  ""'"""  2  LJ/'  ^'"  "" 

_M^d^m       i2T^c*m^N 

~  Ar~dt^~"^     UM'  "  '"' 

Ì38) 

fi^^m         ci dbn,  ^^rry^m'^N'        ,     c^-m  \ 

dt^    '^ST.x^kAf  dt  L^Af        '^   •"2LAf^'"~\ 

__M_dlan,  _  '2-^' c^ m- N 
""       M'~dt'    ~       L' M'      """ 
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49.  Si  dica  R  il  raggio  del  circolo,  e  si  avrà 
L  =  ^-::R,      r  =  2/?sen — —,    angolo  (r,ds)  =  (r.ds')= — —^ 

2  /v  2  /l 

e  quindi 


8  7/?-     / 

a 

sen  ^iT  d  G 


N  = 


2/? 


^ 


R 


sen 


.V'  =  .log/-  +  ^-^^ 


a,7/?-     / 

a 

cos  -^  a  <7 


2R 


sen 


2/? 


a 


a.T/?-     / 

a 


aT/?— -/ 

a 


.1/  = 


2Ì<J 


cos 


2 


me 


f 


sen 


2/?^^"  R 


=  N 


2/? 


sen 


j 


2  /e 


sen  ->5-  sen  —  ^a^, 
R         2  /e 


•/ 


^  a       2  /e 


y 


ai/e-     / 

a 

COS^  — -cos  -rr-r/ff 

2/v  /C  ,„        I 

<y  2/C 

sen— ^ 
2  /e 


37/?-      / 

a 


cos  V,- sen -~^dz ^ 
R         2/c 


Perciò  facendo  — =  =  :;,  ed  osservando,  che 

2  /v 


sen  2  ;/7  e? 

sen;: 
cos  2  ;;/  ì:? 

sen  ;D 
e  che 


=  2  cos  (2  ;//  —  i)  e  -f-  2  cos  (2  /;/  —  3)  5P  +  . . .  +  2  cos  z  y 


=  -2sen(2///-i)  e; -2  sen  (2;;/-3)  5;-... -2sen  z  -h 


sen  z 


sen  2m  s  ,  sen  z  dz=^ 


I 

2  (2  ;;/ 
I 


-I) 


sen  (2  «/  —  1)  5f  — 


cos  2  ;//  e  .  sen  z  dz  = 


2  (2  ;;/ 

I 

2  (2  ;;/ 

2  (2  ;// 


I) 


sen  (2  f;i  +  i)  «, 


~i) 


cos  (2  m  —  1)  5f  — 


I) 


cos  (2m  +  1)5?, 
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si  ricava  facilmente 

._        /  /        I  3/  I  (2/;/  — i)A 

A  — 4|cos =r  H-  -cos— ^  +  ...  H cos ^  -  — 

\       4/C3        4/c  2/;/  —  I  4/c; 

l  ^       l 

—  2  log  tang  ^-^  f  2  log  —  ,  (39) 

^/=o, 

J/'  =  iV H —  cos (2 ;;/ -f- 1)  — cos (2 m  —  i)  — -, 

2111-1-1  4/C2;;/-i  4^, 

La  lunghezza  /  dell*  elemento  di  circuito,  che  si  considera 

come  cilindrico,  è  arbitraria,  e  la  sua  scelta  è  solo  limitata  dalla 

a  / 

condizione  che  tanto  -  -  quanto  ^  sieno  infinitamente  piccoli,  o 

se  si  vogliono  applicare  le  formole  ad  un  caso  pratico,  che  essi 
siano  due  numeri  piccolissimi.  Per  esempio  si  può  porre  /=  sJR%, 
In  grazia  dei   valori    (39)  le  due  equazioni  (38)  si  semplifi- 
cano ancora,  e  si  riducono  a 

d t^  "^  s'-x^kM' ~dJ  ^        UM       """' "^  2"Z  M' ^"' "~ ""  ' 
d^ò^  C'         d  bm       2  »-'  c^  ;;/»  N'  ^^n 

dt^    "^SiTa^'^l/'"^/    "*"  "  L^M'         "^^VLM'"'   '  ^* 

e  queste,  supponendo  gnt=^fm=^o,  e   dicendo   r  la  resistenza 
.  ,  del  circuito,  si  riducono  alla  lor  volta  alle 


-H        -  ,. TT7am  =0 


d"^ Om         c^  r    da,,,      2  c^r.^  m^  A' 

dt*  '^SjW  L  di  '^     ~L^~Jr 
d'ò,n         c^r    db,,,      ^c^rr-nr^.V 


di*   ^SM'L  dt    ^        L^       il/'^"'"""' 
/e  quali  non  differiscono  dalle  (23)  che  per  i  coefficienti  di       "-  r 

, --  e  di  Om  e  bm',  nel  primo  dei  quali  v'  e  qui  M'  al  posto  di 
di 

l  N' 

2  log  — ,  e  nel  secondo  v*  è  il  fattore  -rp,  die  in  quelle  non  figura. 

Dunque  tutte  le  leggi  trovate  per  i  conduttori,  pei  quali  si 
può  trascurare  l'azione  esercitata  sopra  ogni  punto  dai  punti  ad 
esso  non  infinitamente   vicini,  si    ritrovano    verificate    ne*  con- 
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duttori  piegati  a  circolo  con  un  raggio  tale  che  ogni  loro  ele- 
mento eserciti  sopra  gli  altri,  ancorché  non  attigui,  un'azione 
sensibile,  purché  ai  valori  (24)  e  (29)  di  A  e  di  »,  ed  al  valore 
di  a',  dato  al  §  XI,  si  sostituiscano  rispettivamente  i  valori 


//  = 


c^  r 


lóM'L' 


!2c^_m^N[ 


50.  Tra  le  conseguenze  di  queste  modificazioni,  questa  es- 
senzialmente dev'essere  notata:  che  mentre  in  un  conduttore 
rettilineo,  o  che  si  possa  considerare  come  tale,  tutte  le  onde 
semplici,  nelle  quali  abbiamo  immaginato  scomposto  il  movi- 
mento dell'elettricità  nel  caso  discusso  al  §  X,  e  ciascuna  delle 
quali  è  rappresentata  da  un  termine  delle  somme  (30)  e  (31), 
diminuiscono  col  tempo  secondo  una  stessa  progressione;  nel 
caso  attuale  invece  la  diminuzione  d*  intensità  essendo  dovuta 
al  fattore  ^-''',  ed  //  dipendendo  da  M'  e  quindi  da  m,  quella 
diminuzione  segue  una  legge  diversa  secondo  i  diversi  valori 
di  ;;/,  secondo  cioè  il  numero  d'ordine  del  termine  che  si  con- 
sidera, o  finalmente  secondo  le  diverse  onde  semplici. 

Le  velocità  di  propagazione  delle  onde  semplici  dipende- 
ranno anch'esse  dai  valori  di  M'  e  di  N\  e  quindi,  ad  ugual  valore 

32Y 

di   — p,  dal  raggio  di  curvatura  del  conduttore;  ma  tutte  queste 

crY2 

velocità  avranno  ancora  un  limite  comune,  e  questo  limite  sarà 

e 
come   pruna     -    . 

\/2 


XV. 

CONCLUSIONE. 

Necessità  di  ammettere  l'etere.  —  Gli  stati   elettrici    però   sono    un   modo 
d'essere  delle  molecole  ponderabili.   —  Confronto  coi  risultati  di  altre  teorie. 

51.  Non  é  da  una  teoria,  che  riposa  sopra  principi  provati 
finora  sperimentalmente  solo  in  casi  speciali,  in  guisa  che  le  sue 
formole  fondamentali  potrebbero  non  contenere  tutti  i  termini 
delle  formole,  che  esprimono  le  vere  leggi  della  natura,  che  io 
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r  affretterò  a   dedurre   conseguenze;   né   mi   propongo  di  ab- 
bandonare il   campo  deila  pura  fisica  matematica  per  ricercare 
coll'induzione  il  meccanismo  degli  stati  elettrici  e  delle  correnti. 
Tuttavia,  come  risultante  dall'  insieme  dei  fatti  esposti,  e  come 
occasione  a  ravvicinamenti,  un'osservazione  ci  si  presenta  da  sé. 
Abbiamo  trovato  espressa  la  velocità -lira  ite  di  propagazione 
cibile    onde    elettriche,  ossia  quella    velocita,  con    cui    gli    stati 
^l^ttxici  si  trasmetterebbero  lungo  i  conduttori,  se  fosse  possibile 
•^J^e^   questi  fossero  privi  affatto  di  resistenza;  velocità  colla  quale 
s^"»npre  si  propaga  una  parte  dell'elettricità  eccitata,  qualunque 
*»^     la  resistenza  del  circuito,  e  che  per  le  onde  elettriche  è  un 
i*^  dissimo  assoluto,  da    un    numero    che    differisce  da  quelli  stati 
'*~<^vati  per  la  velocità  della  luce  negli  spazi  interstellari  di  una 
*!*»  santità  molto  inferiore  agli   errori   probabili   di  osservazione. 
^^*->e-sia  coincidenza  non  cercala  non  saprebbe  essere  fortuita,  e 
^^■-•"^bbe  impossibile    non   vedervi  provato  come    nella  propaga- 
'■*=*«^e  degli   stati   elettrici    intervenga   quel    medesimo  etere,  al 
*I^^1«  si  attribuisce  la  propagazione  della  luce  e  del  calore  tz%- 
fi*-^*ite.  È  un'idea    non   nuova,  e  che  da  gran  tempo  ha  preso 
P*^^t«)  fra  le    convinzioni    dei    fisici,  ma   che    la  sola  esperienza 
"'^^'^    potrebbe  confermare. 

E  così  quell'etere,  la  cui  esistenza  è  incontestabilmente  di- 
"^^^^^strala  dalla  propagazione  della  luce  negli  spazi  planetari,  e 
~^*-H^  spiegazione  semplice  e  completa  dei  fenomeni  della  dif- 
^^*-^Sone  nella  teoria  delle  onde,  quell'etere,  che  le  leggi  della 
^~*l*t*ia  rifrazione  provano  con  certezza  esìstere  nell'interno 
«rorpi  trasparenti,   quell'  etere   la   cui   esistenza  nell'  intemo 


le« 


corpi  ponderabili  pare  oramai  necessaria  per  la  spiegazione 
■1^  coesione,  delle   aiììnità  chimiche   e  di   tutte  le  azioni  mo- 
-c>lari,  quell'etere  si  presenta  qui  come  il  mezzo  propagatore 
^^^Sli  stali  elettrici. 

Ammesso  l'etere,  le   leggi,  a  cui   siamo  arrivati,  appaiono 

*^*^tto  naturali.  Non    vi   è    resistenza?    11    movimento    elettrico 

"^e  manifestarsi  istantaneamente  appena  propagato  lo  squilibrio, 

ne  è  la  causa  (§§  VI!,  Vili  e  IX);  interviene  la  resistenza, 

^    *a.  cioè  sentire  l'inlluenza  della  materia  del  conduttore?  Questa 

^^e  dapprima  produrre  una  differenza  nelle  velocità  delle  varie 

onde  elementari   (§  Xl,  poi    spegnere  alcune    di    queste  (§  Xl). 

"'   limite   una  minima   parte  dell'elettricità   si   propagherà  per 

*>n<ie,  e  la  trasmissione  degli  sUti  elettrici  dovrà  avvenire  cotne 

Quella  degli  altri  stati  che  si  propagano  di  molecola  in  molecola, 

''xxok  quella  de!  calore  per  conduzione. 


cV,.= 
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52.  Si  può  dire  di  più.  Mentre  partendo  dalla  legge  di 
Coulomb  siamo  arrivati  ad  una  teoria  delle  correnti  elettriche, 
la  quale,  finora  almeno,  non  è  contraddetta  da  nessuna  espe- 
rienza positiva,  non  fu  mai  possibile,  per  quanto  vi  si  sieno 
affaticati  valenti  fisici  e  geometri,  come  Weber,  Kirchhoff, 
Helmholtz,  di  arrivare  alle  leggi  note  delle  correnti  prendendo  le 
mosse  dalla  formola,  che  pur  parrebbe  dover  presiedere  a  questi 
fenomeni,  dalla  formola  che  con  tanta  semplicità  ed  eleganza  dà 
ragione  ad  un  tempo  dei  fenomeni  elettrostatici,  delle  attrazioni 
elettrodinamiche,  dei  fenomeni  di  induzione,  dalla  formola  di 
Weber.  Non  potrebbe  questa  impossibilità  di  dedurre  dalla  for» 
mola  che  dà  l'attrazione  o  la  ripulsione  reciproca  di  due  quantità 
di  elettricità  in  movimento^  le  leggi  delle  correnti,  mentre  queste 
si  derivano  facilmente  dalla  formola  che  regge  le  azioni  reci- 
proche di  due  quantità  di  elettricità  allo  stato  di  equilibrio, 
essere  una  indicazione  sulla  natura  dell'agente  elettricità  ?  Pare 
che  sì,  se  si  ricordano  le  esperienze  di  Grove  e  di  Gassiot,  che 
sembrano  provare,  che  la  scarica  elettrica  diretta  non  può  pas- 
sare nel  vuoto  assoluto.  Finché  questi  risultati  non  verranno 
contraddetti  da  altre  esperienze,  questo  almeno  siamo  autorizzati 
a  credere:  che  la  trasmissione  degli  stati  elettrici  si  faccia  di 
molecola  ponderabile  in  molecola  ponderabile;  che  la  forza 
elettromotrice  trovi  questi  stati  nella  molecola,  e  ne  produca  la 
comunicazione  alla  molecola  successiva;  che  (possiam  dirlo  come 
cosa  che  altre  considerazioni  hanno  fatto  intravedere  da  gran 
tempo)  lo  stato  dell'atmosfera  eterea  di  una  molecola  costituisca 
lo  stato  elettrico,  e  la  trasmissione  di  questo  stato  alle  molecole 
successive  sia  la  corrente. 

La  notevole  esperienza  di  Fizeau  sul!'  influenza  esercitata 
sulla  velocità  della  luce  dal  movimento  del  mezzo  ponderabile, 
in  cui  quella  si  propaga,  l'ipotesi  a  cui  Fresnel  dovette  ricorrere 
per  ispiegare  il  fenomeno,  secondo  la  quale  le  molecole  pon- 
derabili sarebbero  attorniate  da  atmosfere  di  etere,  la  cui  densità 
si  sovrapporrebbe  a  quella  dell'etere  ambiente,  ed  il  modo  com- 
pleto con  cui  il  Mossotti  è  riuscito  a  spiegare  col  rigore  del- 
l' analisi  le  azioni  molecolari,  ammettendo  che  tra  la  materia 
ponderabile  e  1'  etere  operino  le  forze  attribuite  da  Epino  alla 
materia  ed  all'  elettricità,  giustificano  queste  idee. 

53.  Ma  anche  indipendentemente  dalla  considerazione  delle 
correnti,  l'intima  connessione  tra  i  fenomeni  elettrici  e  l'esistenza 
dell'  etere  è  indicata  dal   semplice  principio  di  Weber.  Secondo 
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questo  principio  due  quantità  di  elettricità  e^  e\  accumulate  su 
due  punti  distanti  tra  loro  di  ;*,  esercitano  T  una  suU'  altra 
un'attrazione  espressa  da 


t  e' I  1  d r^       'zr d'  r\ 

~i^y~'^~dt^'^~^'dl^]' 


L-a  costante  e  è  quella  velocità  relativa  delle  due  quantità  di 
elettricità,  per  cui  esse  non  esercitano  più  tra  di  loro  alcuna 
azione  reciproca.  Kohlrausch  e  Weber  ne  determinarono  il  va- 
lore   confrontando  l'unità  elettromagnetica  delle  intensità  colla 

,  -  millimetro    . 

unità,  meccanica,  e  questo  valore  e  =  439450 .  io**  —    —,  ha 

secondo 

^\i   rapporti  con    quelli    delle    costanti  che    si  incontrano  nella 

propagazione  della  luce,  che  il  fatto  non  poteva  sfuggire  ai  fisici. 

Riemann  pel  primo  ha  dimostrato  che  si  può  arrivare  alla 

forinola  di  Weber  ammettendo  che  le   attrazioni  elettriche  non 

si  trasmettano   istantaneamente,  ma   si  propaghino   invece  tut- 

t*  attorno  del    punto,  da  cui  emanano,  colla  velocità    -    che   è 

quella  della  luce.  *  Betti  recentemente  ed  altri  partendo  da  altre 

considerazioni  arrivarono  allo  stesso  risultato. 

Ammettendo  come  Riemann,  che  le  azioni  elettriche  si  tra- 

e 
smettano  colla  velocità  -  — ,  il  prof.   Lorenz  di  Vienna  ha  mo- 

strato  '  che  le  equazioni  generalissime  (7)  si  semplificano  no- 
tevolmente. 

In  un'analisi  delle  varie  teorie  della  dispersione  della  luce 
il  sig.  Ketteler  prende  a  considerare  V  influenza  sulla  velocità 
della  luce,  esercitata  dalle  molecole  ponderabili  ed  arriva  così 
ad  una  formola  di  dispersione,  ch'egli  dimostra  abbastanza  d'ac- 
cordo coir  osservazione.  Applicata  ai  gas  questa  formola  dimo- 
strerebbe, che  la  velocità  di  propagazione  massima  che  può 
essere  raggiunta  da  un'onda  dì  lunghezza  infinita  in  un  gas 
infinitamente  rarefatto  è  =c. 

Cauchy  ha  dimostrato  che  dal  fatto,  che  la  velocità  di  pro- 
pagazione del  raggio  ordinario  nei  cristalli  ad  un  asse  è  costante, 
sembra  risultare  che   le  molecole  dell'etere  si  respingono  nella 

*  Poggendorffs  Atmalen,  voi.  131,  pag.  237. 
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ragione  inversa  della  sesta  potenza  della  distanza;  e  Briot  nella 
sua  teoria  matematica  della  luce,  uguagliando  a  zero  11  termine 
che  produrrebbe  la  dispersione  nell'  etere  libero,  arriva  allo 
stesso  risultato.  Se  questo  fosse  vero,  la  velocità  di  propagazione 
delle  vibrazioni  longitudinali  sarebbe  uguale  a  quella  delle  vi- 
brazioni trasversali  moltiplicata  per  2\/2,  e  quindi,  ricordando 
il  valore  di  e,  essa  varrebbe  2  e. 

Tutte  queste  relazioni  si  pongano  a  confronto  col  fatto  della 
rotazione  del  piano  di  polarizzazione  di  un  raggio  di  luce,  che 
attraversa  un  corpo  trasparente  sotto  l'azione  di  calamite  tem- 
porarie  ed  anche  di  semplici  eliche  percorse  da  correnti;  col 
fatto,  scoperto  da  Pltìcker,  delle  attrazioni  e  ripulsioni  diama- 
gnetiche esercitate  dai  poli  delle  calamite  sugli  assi  ottici  dei 
cristalli  birifrangenti;  col  fatto,  contestato  bensì,  ma  a  difesa 
del  quale  stanno  molti  de'  più  accurati  sperimentatori,  dell'  in- 
fluenza elettromagnetica  esercitata  da  alcune  parti  della  radiazione 
solare;  ^  e  ci  si  permetterà  di  conchiudere  come  conchiude  il 
Lamé  la  sua  teoria  dell*  elasticità,  dicendo  dell'  etere  :  "  Il  n'  est 
"  donc  plus  possible  d'arriver  à  une  explication  rationnelle  et 
"  complète  de  la  nature  physique,  sans  faire  intervenir  cet 
"  agent,  dont  la  présence  est  inévitable.  On  n'en  saurait  douter, 
"  cette  intervention,  sagement  conduite,  trouvera  le  secret,  cu 
"  la  veritable  cause  des  effets,  qu'  on  attribue  au  calorique,  à 
"  r  électricité,  au  magnétisme  . . .  „  E  quando  questo  secreto 
sarà  trovato,  si  potrà  dire,  che  Kohlrausch  e  Weber,  misurando 
la  costante  e,  hanno  misurato  la  velocità  della  luce,  non  ser- 
vendosi d'altro,  che  di  una  bottiglia  di  Leyda,  di  una  bussola 
delle  tangenti  e  di  una  bilancia  di  Coulomb. 


*  In  una  memoria  Ietta  nell'adunanza  dell'Istituto  Lombardo  di  scienze, 
lettere  ed  arti,  il  25  novembre  1852,  il  Prof.  Codazza,  collo  scopo  di  vedere 
se  questo  fatto  fosse  possibile  nell'  ipotesi  del  Mossotti,  ha  dimostrato  col  ri- 
p^ore  dell'analisi,  che  veramente  in  quest'ipotesi  le  vibrazioni  longitudinali  del- 
l'etere potrebbero  produrre  ne'  corpi,  in  cui  queste  si  propagano,  la  polarizza- 
zione elettrica. 


DI    UNA    DIMOSTRAZIONE 

DEL  PRINCIPIO  DI  HELMHOLTZ 

SULLA  TEMPERA  DEI  SUONI 

RICAVATA  DA  ALCUNI  ESPERIMENTI  FATTI  COL  TELEFONO 

<Nota  presentata  alla  Reale  Accademia   delle  Scienze  di  Torino   nell'Adunanza 

liei  27  gennaio  1878.  -  Voi.  XIII  degli  Atti.) 


Fourier  dimostrò,  che  qualunque  funzione  y  di  una  varia- 
bile /,  periodica  col  periodo  T,  si  può,  e  si  può  in  una  sola 
maniera,  svolgere  in  una  serie  trigonometrica  della  forma: 

y  =  asen     "(/-4-a)  +  Z>sen  2     ',*  (/ +  *s)  4  r  sen  3  ,.,*(/+v)  F-.    d) 

Se,  tracciati  due  assi  ortogonali  di  coordinate,  si  prendono  i 
valori  della  variabile  /  per  ascisse,  ed  i  valori  corrispondenti 
della  funzione  y  per  ordinate,  si  ottiene  una  linea:  il  teorema 
di  Fourier  dice,  che  quella  linea  si  può  sempre,  ed  in  una  sola 
maniera,  ottenere  sommando  le  ordinate  \', ,  y^ ,  .v^ , . . .  di  tante 
sinusoidi  aventi  per  equazioni 

V,  =a  sen     - „'  (/  r  a) ,  y^  =  h  sen  2  -"  (/  -j-  ^) , 

2  - 

y^  =  r  sen  3  _  (/  i   v) ,  ecc 


I  suoni  nuisicali  sono  dovuti  a  movimenti  periodici  :  in  un 
mezzo,  ove  si  propaghi  un  suono  musicale,  lo  sp>ostamento  di 
ciascuna  particella,  la  velocità,  la  dilatazione  in  un  punto  qual- 
siasi sono  funzioni  periodiche  del  tempo;  se,  prendendo  i  valori 

G.  Ferrakis,  Opertf  Voi.  I.  6 
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di  una  qualunque  di  queste  tre  funzioni  per  ordinate,  si  disej 
una  linea,  questa  dà  la  forma  deW  onda.  Applicando  a  que 
funzione  il  teorema  di  Fourier,  possiamo  dire,  che^  qualunc 
sia  la  forma  di  un'  onda  sonora,  essa  si  può  sempre  intend 
formata  dalla  sovrapposizione  di  onde  sinusoidali.  Siccome 
piccole  oscillazioni  di  un  pendolo  darebbero  luogo  ad  onde 
nusoidali,  così  possiamo  anche  dire,  che  una  oscillazione  q 
lunque  si  può  sempre  intendere  composta  colla  sovrapposizi^ 
di  oscillazioni  pendolari. 

Ora^  questo  modo  di  scomporre  un  moto  oscillatorio,  ci 
matematici  trovano  utile  scegliere  fra  gli  infiniti  altri,  che 
potrebbero  immaginare,  ha  nell'acustica  un  significato  {\s 
reale:  l'orecchio  umano  scompone  realmente  le  oscillazioni,  e 
gli  son  trasmesse  dall'aria,  in  oscillazioni  pendolari. 

G.  S.  Ohm  enunciò  pel  primo  questo  principio,  che  V orx 
chio  sente  conte  semplici  i  suoni  pendolari^  e  soltanto  i  sue 
pendolari. 

Dato  un  suono,  la  cui  onda  abbia  la  forma  di  una  sin 
soide,  l'orecchio  la  sente  come  un  tutto  indivisibile;  dato  i 
suono,  la  cui  onda  non  sia  rappresentata  da  una  sinusoide,  1 
recchio  può,  se  l'attenzione  è  convenientemente  diretta,  senti 
in  esso  la  sovrapposizione  di  suoni  pendolari  diversi,  coi 
se  questi  fossero  realmente  prodotti  da  diversi  centri  di  sci 
timento. 

Helmholtz,  coli' esame  ingegnoso  ed  accurato  di  moltissi 
fatti,  pose  la  legge  di  Ohm  su  basi  sicure,  e  la  completò. 

Ohm  aveva  stabilito,  che  l'orecchio  può  distinguere  i  sue 
semplici  pendolari,  con  cui  si  può  comporre  un  dato  suor 
Helmholtz  aggiunse,  che  in  un  dato  suono  l'orecchio  non  sei 
altro  che  i  suoni  pendolari  necessari  per  comporlo.  L'oreccl 
non  sente  in  un'onda  sonora  non  sinusoidale  un  tutto  sempli 
ma  sente  un  insieme  di  onde  diverse;  comunque  dati  sue 
pendolari  sieno  collegati  insieme,  purché  essi  entrino  nella  i 
scela  con  determinate  proporzioni  di  intensità,  l'orecchio  sei 
sempre  il  medesimo  effetto. 

Dato  un  numero  qualunque  di  onde  sinusoidali  rapprese 
tate  dalle  equazioni 

2  ~ 

Vi  =  a  scn      ;    (/  -f  '/) . 

2  ~ 

Vg  =  0  sen  2  -   -  (/  +  f>) ,        ecc. . . . , 


sulla  Uttififta  liei  suoni. 
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combinandole  insieme,  possiamo,  tenendo  costanti  i  coeffi- 
cienti <i.  A,  f, , . . ,  e  facendo  variare  soltanto  le  fini  »,  S.  v, . . . . 
ottenere  una  infìnità  di  onde  di  forme  diverse;  Helmholi?.  stabili, 
che  tutte  queste  onde  producono  nell'orecchio  la  medesima  im- 
pressione. Concisamente:  la  tempera  di  un  suono  è  pienamente 
determinata  quando  sono  date  le  intensità  n',  b',  e', . . . ,  dei 
suoni  semplici  componenti,  ed  è  indipendente  dalle  fasi  di  questi 
suoni.  Tutte  le  onde  di  uguale  forma  danno  suoni  di  tempera 
uguale,  non  lutti  i  suoni  di  tempera  uguale  corrispondono  ad 
ortde    dì  forma  ugnale. 

Di  questa  proposizione,  che  forma  la  base  di  tutta  la  sua 
teoria  fisiologica  dei  suoni,  Helmholtz  riuscì  a  dare  una  dimo- 
strazione sperimentale.  Egli  si  servi,  a  quest'uopo,  di  due  serie 
•i'  diapason  corrispondenti  ai  suoni  semplici  necessari  per  for- 
mare alcune  tempere  ben  riconoscibili  e  sicure,  sovralutto  quelle 
«elle  vocali  della  voce  umana.  I  diapason  erano  magnetizzati, 
'^  estremità  delle  branche  di  ciascuno  di  essi  erano  collocate 
"^  i  poli  di  una  elettromagnete,  e  le  spirali  di  tutte  queste 
elettromagneti  erano  poste  nel  circuito  di  una  corrente  periodi- 
camente interrotta  da  un  diapason  vibrante  fra  i  poli  di  una 
elettromagnete,  accordato  all'unissono  del  suono  più  basso.  Dì 
*^"»petto  a  ciascun  diapason  stava  un  tubo  risonatore,  la  riso- 
'*^nza  del  quale  si  poteva  accrescere  o  diminuire: 

1."  Avvicinandolo  od  allontanandolo  dal  diapason. 
a."  Aprendone  più  o  meno  la  bocca. 
Aprendo   convenientemente   la  bocca  di  alcuni  dei   tubi  ri- 
^^natori,   Helmholtz   poteva   ottenere,   per  sintesi,  il   suono   di 
**^     vocale   determinata.   Ciò   fatto,    egli    restringeva   alquanto 
apertura   di   alcuni    dei    risonatori,    ed   abbassandone   così   il 
°^**no,  alterava  alquanto  il  suo  accordo  col  diapason  corrìspon- 
dente. 

La    teoria    matematica   della   risonanza   insegna,    che   così 

^ndo,  mentre   si   diminuisce    alquanto   la    risonanza,   si   può 

^>"are  notevolmente  la  fase  del  suono  prodotto  dal  risonatore. 

^'eramente   la   tempera   non    dipende   dalla    fase  dei    suoni 

'"^"'FHanenli,  la  tempera  del  suono  dato  dal  sistema  di  diapason 

.  ^'^"Va  rimanere  invariata.  L'  esperienza  verificò  questa  previ- 

_In  un'altra  serie  di  esperimenti  Helmholtz  produsse  le  va- 
*^ionj  di  fgsg  disaccordando   alquanto  non  i  risonatori,  ma  i 


fecen 


4Ìia' 


fa-son;  egli  ottenne  il  1 


edesi 


>  risultato. 
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Questi  esperimenti  sono  decisivi.  Tuttavia,  siccome  i  prin- 
cipi matematici,  su  cui  essi  si  fondano,  sono  accessibili  a  pochi, 
e  siccome  la  costruzione  ed  il  maneggio  degli  apparecchi,  che 
essi  richieggono,  sono  tali,  che  pochi  li  possono  ripetere,  così 
non  tornerebbe  inutile  trovare,  della  proposizione  di  Helmlìoltz, 
qualche  altra  verificazione  sperimentale. 

Ora  parve  a  me  di  avere  trovato  una  tale  verificazione  in 
alcuni  esperimenti  fatti  con  un  apparecchio,  che  oggidì  va  per 
le  mani  di  tutti,  con  un  telefono  di  Graham  Bell. 

Tutti  coloro,  che  col  telefono  sperimentarono  su  fili  tele- 
grafici posti  in  vicinanza  di  altre  linee  servite  da  telegrafi 
Morse,  asserirono  di  aver  sentito,  per  effetto  dell'  induzione, 
tutti  i  colpi  del  tasto.  Io  aveva  constatato  il  fatto  sulla  brevissima 
linea  che  avevo    stabilito    nel  laboratorio  di    fisica    del    Musco 


Y\%.  I. 


Industriale:  i  colpi  di  un  tasto  Morse,  quelli  del  martello  di  un 
campanello  elettrico,  posto  su  di  un  circuito  vicino  a  quello  del 
telefono,  si  erano  sentiti  distintamente.  Avevo  anche  sostituito 
al  campanello  elettrico  una  sirena  elettrica^  così  da  avere  nel 
circuito  induttore  una  successione  di  correnti  frequenti  come  le 
vibrazioni  di  un  suono  musicale  ;  il  telefono,  posto  sul  circuito 
indotto,  mi  aveva  riprodotto  il  suono  della  sirena,  colla  sua 
tempera,  e  con  una  intensità  tale  da  sentirsi  ad  una  distanza 
dal  telefono  maggiore  di  un  metro.  Finalmente,  disponendo  fra 
le  due  stazioni  due  circuiti  vicinissimi  in  tutta  la  loro  lunghezza, 
come  mostra  la  figura  t,  e  ponendo  in  una  stazione  un  tele- 
fono F  in  uno  di  essi,  e  nell'altra  stazione  un  telefono  F 
nell'altro,  ero    riuscito    a   trasmettere   per   induzione   anche  la 

parola. 

Rompendo  uno  dei  due  circuiti,  la  trasmissione  diventava 
impossibile,  quindi  era  certo  che  fra  i  due  circuiti  non  v'era 
comunicazione,  e  che  il  telefono  ricevente  funzionava  in  grazia 
delle  correnti  indotte  da  quelle,  che  nell'altro  circuito  erano 
prodotte    dal    telefono    mittente.    Sostituendo    ai    due    circuiti 


aitila  tempera  dti  suoni. 


vicini  due  spirati  di  filo  isolato  poste  l'una  nell'interno  del- 
l' altra,  si  era  ottenuto,  come  era  prevedibile,  il  inedcsimo 
«affetto  con  intensità  di  gran  lunga  maggiore.  Egli  è  questo 
risultato,  che  mi  suggerì  l'esperimento,  che  (orma  l'oggetto 
*^>     C]ue5ta  nota. 

L'esperimento  è  il  seguente: 

Cisposi  (fig.  2)  in  una  stazione  un  telefono  F;  disposi  nel- 
'' aJtra  stazione  due  spirali  s  ed  ^'  poste  l'una  nell'altra,  e 
*iue  telefoni  identici  f  ed  f;  con  due  fili  di  linea  feci  un  cir- 
«^uito  contenente  il  telefono  F.  il  telefono  y"  e  la  spirale  in- 
*c«~ria  5;  formai  nn  altro  circuito  col  telefono  /  e  colla  spirale 
«sterna  5'. 

F*otei    così    paragonare   i    suoni   prodotti   f<ri 


'ero 


'*^a  dal  telefono  /  con  quelli  prodotti    f^r 


»^o/'. 

Dico,  che  con  questo  confronto  si  può  verificare  la  legge 
*~^elmholtz;  e,  per  dimostrarlo,  mi  bastano  le  considerazioni 
^<^euenti  : 

Quando  un  telefono  funziona  come  ricevitore,  la  sua  lastrina 

■^rro  si  muove  per   effetto  delle    variazioni    periodiche  delia 

.      ^Osità   dell'attrazione,  che    sulla   sua   parte  mediana  esercita 

*^^^lamita,  a  cui  è  affacciata.  Gli  aumenti    e  le  diminuzioni  al- 

,   *~'^^tive  dell'intensità  dell'attrazione  producono  nella  lastrina 

^^  *^  ■vimenti,  che  vi  sarebbero    prodotti   da   una   successione  di 

***^nti  e  di  diminuzioni  alternative  della  pressione  dell'aria  a 

,.  ***^^tlo  colla  faccia  anteriore  di  essa  lastrina.  Se  noi  conveniamo 

*3^nomÌnare/or«trt  di'  onda  sonora  la  forma  della  linea,  le  cui 

,  ^*Sse  sono  i  tempi,  e    le    cui    ordinate   sono    le  condensaziom 

"'^.ria,  e  se  rappresentiamo  con  M  la  funzione  del  tempo,  che 

r**~ìme  il  valore  dell'aumento  positivo  o  negativo  dell'attrazione 
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magnetica,  possiamo  dire,  che  la  lastrina  di  un  telefono  ricevente 
si  muove  come  si  muoverebbe  per  effetto  di  un'onda  sonora,  la 
cui  forma  fosse  definita  dalla  funzione  M,  Ora,  tra  la  variazione  M 
deir  attrazione  magnetica,  e  V  intensità  /  della,  corrente,  che  la 
produce,  sussiste  la  legge  di  Lenz,  poiché  questa  intensità  è 
piccolissima;  se  adunque  rappresentiamo  con  k  una  costante, 
possiamo  porre 

M  =  k  /, 

e  dire:  la  lastrina  del  telefono  ricevente  si  muove  come  per 
effetto  di  un^onda  sonora,  la  cui  forma  sia  definita  dalla  funzione 
k  t  del  tempo. 

Ciò  premesso,  esaminiamo  quello  che  deve  succedere  nella 
disposizione  rappresentata  nella  figura  2,  quando  si  faccia  agire 
il  telefono  mittente  F,  Per  effetto  di  questo  telefono  noi  abbiamo 
nel  circuito,  in  cui  esso  è  collocato,  e  che  contiene  anche  il  te- 
lefono /,  una  corrente  variabile,  la  cui  intensità,  funzione  del 
tempo,  potremo  rappresentare  con  /.  Nel  circuito  indotto  s\  che 
contiene  il  telefono  f,  abbiamo  la  corrente  indotta  dalla  /,  la 
cui  intensità  rappresenteremo  con  /'.  Il  telefono  /  opererà  come 
per  un*  onda  sonora  definita  dalla  funzione  k  i;  il  telefono  /' 
invece  opererà  come  per  un'onda  sonora  di  forma  definita  dalla 
funzione  k  i'.  Siccome  i  due  circuiti  hanno,  l'uno  rispetto  all'altro, 
posizioni  invariabili,  così  noi  sappiamo,  che  l' intensità  /'  della 
corrente  indotta  è  proporzionale  alla  derivata  dell'  intensità  / 
della  corrente  induttrice,  presa  rispetto  al  tempo;  detta  h  una 
costante  dipendente  dalla  posizione  dei  due  circuiti  e  dalla  re- 
sistenza del  circuito  indotto,  possiamo  scrivere 

Le  due  onde,  per  cui  funzionano  i  due  telefoni  /  ed  /*,  sono 
adunque  generalmente  diverse. 

Supponiamo^  che  il  telefono  mittente  F  funzioni  per  un 
suono  musicale,  del  quale  la  durata  di  vibrazione  sia  T]  allora 
la  intensità  ;'  è  una  funzione  periodica  del  tempo  col  periodo  7", 
e,  qualunque  sia  questa  funzione,  noi  possiamo  svolgerla  in  una 
serie  trigonometrica  della  forma 

i=as^w-^{l  +  a)'\-h^(in  2— '(/+[:)  +  tsen  3-  "(/+•)[) +...     (3) 
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Ciascun  termine  di  questa  serie  corrisponde  ad  uno  dei  suoni 
semplici,  in  cui  il  suono  dato  si  può  scomporre;  i  quadrati  a-, 
h^f  c',  ecc.  dei  suoi  coefficienti  sono  proporzionali  alle  intensità 
dei  suoni  corrispondenti;  gli  archi  7,  [i,   ;,  ecc.,  sono  \e  fasi. 

Portando  nella   equazione  (2)  questo   valore   di  /,  si  ricava 

/'«=-// -y:  \(1C0S  -     '  (/-|-a)+2^C0S2  -    r  (/  •  .^)      .•- 


2  - 

■f  3  r  cos  3 


y,^    (^^V)^-...|, 


<^»>;sia 


=  -  7;^  [./  sen  ^^(/  +  .  -f- 1')  +  2  ò  sen  2  ^f(f  +  >  -}-  -^  Zj  ^ 
-f  3  <:  sen  3  ^y^(  '  '    '"^  Ì'  T/  ^  '  "  '  J  ^^^ 


Dunque  l'onda  k  i  ricevuta  dal  telefono/'  posto  nel  circuito 
indotto,  si  compone  delle  medesime  onde  elementari,  delle  quali 
si  compone  l'onda  /•  /  ricevuta  dal  telefono  /  posto  sul  circuito 
ilirrtto,  ma  con  due  differenze: 

I."  Le  ampiezze  delle  diverse  onde  elementari,  che  in  /" 
stanno  fra  di  loro  come  a\b\c  \ . , , ,  in  i*  stanno  invece  tra 
loro  come  «  :  2  />  :  3  e  : ... ,  talché  le  onde  più  brevi  hanno  in  r 
una  ampiezza  relativa  maggiore  che  in  /:  nel  suono  corrispon- 
dente all'onda  k i*  gli  armonici  acuti  hanno,  rispetto  al  suono 
fondamentale,  una  intensità  maggiore,  che  nel  suono  corrispon- 
1  lente  all'onda  k i, 

2.°  Le  fasi  delle  onde  elementari,  che  in  /'  sono  >,  fJ,  7, ..., 
sono  invece  in  /". 


T         ^        i    T  I     T 

a    :.  _  0.:.        _^         ..  _: ^_^ 
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talché,  passando    da    /  ad  /',  le   onde   successive   subiscono,  ri- 
spetto alla  prima,  i  ritardi 

I     T  2     T  3     '/• 

24  3     4  4     4 
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La  trasmissione  di  un  suono  da  un  telefono  mittente  a  due-=^ 
telefoni  riceventi,  posti  Tuno  nel  circuito  del  telefono  mittente,^ 
e  l'altro  in  un  circuito  indotto,  permette  adunque  di  ottenere^ 
due  suoni,  ove  figurano  i  medesimi  suoni  elementari^  ma  con  m 
fasi  diverse.  Sperimentando  su  suoni  tali,  che  la  variazione  ^ 
prodotta  dall'  induzione  nei  rapporti  delle  intensità  dei  suoni  5 
semplici  componenti  non  abbia  influenza  sensibile  sulla  J 
tempera,  si  può  così  verificare  sperimentalmente  la  legge  di  J 
Helmholtz. 

Ora  a  ciò  si  prestano,  meglio  di  ogni  altro,  i  suoni  delle 
vocali  della  voce  umana:  anche  Helmholtz,  come  ricordammo, 
esperimentò  con  essi.  Si  sa  infatti,  che  il  suono  di  una  vocale 
è  costituito  dal  suono  fondamentale  e  da  uno,  od  al  più  da  due 
suoni  concomitanti,  che  spiccano  marcatissimi  in  mezzo  ad  una 
serie  di  suoni  armonici  debolissimi.  Per  determinare  una  vocale 
basta  dare  due,  od  al  più  tre  termini  della  serie  esprimente  la 
forma  dell'onda  :  il  primo,  che  corrisponde  al  suono  fondamentale, 
e  quelli,  che  corrispondono  ai  suoni  vocabiii  caratteristici.  Dato 
che  la  serie  (3)  si  riduca  a  questi  soli  termini,  o  che  almeno 
questi  sieno  in  essa  preponderanti,  succede  lo  stesso  nella 
serie  (4).  Ma  in  questa  le  onde  semplici,  corrispondenti  a  quei 
termini,  hanno  fasi  notevolmente  variate;  dunque,  se,  ciò  non 
ostante,  essa  produce  la  medesima  vocale,  che  è  prodotta  dal- 
l'onda  rappresentata  dalla  serie  (3),  riesce  verificata  la  legge, 
che  la  tempera  è  indipendente  dalle  fasi  de'  suoni  elementari,  che 
la  costituiscono. 

Questa  previsione  è  pienamente  confermata  dalla  esperienza. 
Basterebbe  a  verificarlo  l'avere  constatato,  come  constatai,  che 
tutte  le  parole  pronunziate  innanzi  al  telefono  mittente  F  sono 
sentite  col  telefono  / ,  come  col  telefono  /;  ma  siccome  nella 
parola  la  sensazione  delle  consonanti  può  guidare  a  distinguere 
le  vocali,  così  io  feci  cantare  innanzi  al  telefono  mittente  F,  su 
note  diverse,  una  serie  di  vocali:  e  queste  furono  sempre  indo- 
vinate e  sentite  identiche  tanto  col  telefono  /*',  quanto  col  te- 
lefono /. 

L'  esperimento  stesso  prova  di  più,  che  nemmeno  una  va- 
riazione di  intensità  relativa  dei  suoni  vocabiii  non  altera  sen- 
sibilmente la  tempera  della  vocale. 

In  questa  esperienza  la  variazione  delle  fasi  è  accompagnata 
da  un  rinforzo  degli  armonici  acuti  relativamente  ai  suoni  più 
bassi  ;    per   V  opposto,  nelle    esperienze    dell'  Helmholtz,   non  si 
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riusciva  a  cambìnre  le  fasi,  se  non  indebolendo  i  suoni  acuti. 
K-a  proporzione  primitiva  delle  intensità  si  poteva  bensì  rista- 
bilire, in  parte,  per  tentativi,  avvicinando  od  allontanando  alcuni 
dei  risonatori  ai  diapason  corrispondenti;  si  capisce  perù,  che 
non  era  possibile  dì  ottenere  cosi  esattamente  i  primitivi  rapporti. 
Inoltre,  il  tempo  richiesto  da  questi  tentativi  non  poteva  a  meno 
^he  rendere  più  difRcile  il  confronto  Ira  la  tempera  del  suono 
pHcnilivo  e  quello  del  suono  ottenuto  dopo  la  variazione  delle 
"•si.  CJomnnque,  gli  esperimenti  diretti  di  Helmholtz,  e  quelli 
riferiti   in  questa  nota  sì  completano  a  vicenda. 

-Abbiamo  trovato,  che,  nel  suono  trasmesso  per  mezzo  del 
circuito  indotto,  gli  armonici  acuti  debbono  figurare  con  una 
"*'^nsìtà  relativa  maggiore,  che  ne' suoni  trasmessi  direttamente 
"*  due  telefoni  posti  in  un  medesimo  circuito.  Sarebbe  inte- 
ressante verificare  la  cosa  sperimentalmente,  ed  io  ho  intrapreso 
**_  Suesto  riguardo,  da  alcune  settimane,  una  serie  di  esperienze 
'  misuia,  delle  quali  spero  di  poter  fra  breve  comunicare  i  ri- 
^nitati.  Per  ora  citerò  alcuni  fatti,  facili  a  verificarsi,  che  con- 
*^*Tiiano  la  cosa. 
_  Viia    canna    d'organo,  di    legno,    producenle    un    Sol^,    fu 

'*ìta  con  tempera    alquanto    più  mordente    per  mezzo  del  te- 
'Ho  f,  ma    con  tempera  ancora  più    squillanle  e  metallica  col 
'^^fVino /':  il  suono  llautato  della  canna  pareva  trasformato  in 
^*lo  di  un  cornetto  di  ottone,  ad  ancia.  Ciò  prova  manìfesta- 
■"»  te  un  rinforzo  degli  armonici  acuti.  Lo  stesso  fu  verificato 
^     una  canna  d'organo,  di  legno,  producente  il  La,. 
.-  L'na    canna    d'organo    chiusa,   cubica,    producente    Ìl    /^c, , 

^*J*-  un  risultato  ancora  più  decisivo.  Essa  si  sentiva  come  Re^ 
^^**^ibilmenie  puro  per  mezzo  della  trasmissione  diretta;  invece, 
mezzo  dell'induzione,  il  Ri-^  si  sentiva  accompagnato  da  un 
a  molto  spiccato.  Aumentando  la  resistenza,  il  suono  basso 
si  afIìcvolivH  sempre  più  e  finiva  per  scomparire:  non  si 
^tiva  allora  più  altro  che  il  suono  acuto  Sib^.  É  questo  il 
'^■^o,  che  la  canna  produceva  soffiandovi  fortemente. 

Finalmente,  tutte  le  esperienze  dì  misura,  che  sto  facendo, 
'"^'•^nnano  questi  latti  : 

1."  Che,   aumentando   la   resistenza  dei   circuiti,   i  suoni 
l"**^!  si  estinguono  più  prontamente  che  gli  acuti. 

2."  Che  il  vantaggio  de' suoni  acuti  sui  suoni  bassi  è  più 
niWcaio  nella  trasmissione  per  induzione,  che  non  nella  tra- 
sfnissiune  diretta. 
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Noterò,  terminando,  che  la  separazione  dei  suoni  bassi  dai 
suoni  concomitanti  acuti,  per  mezzo  di  resistenze  interposte  nel 
circuito,  costituisce  una  nuova  prova  di  questa  proposizione  :  che 
la  scomposizione  di  una  oscillazione  data  in  oscillazioni  pendolari 
non  è  un  semplice  artifizio  di  calcolo,  ma  ha  un  significato 
fisico  reale. 


SUL 


TELEFONO  DI  GRAHAM  BELL 

(Conferenza  fatta   nella   Società   degli    Ingegneri  e  degli  Industriali   di   Torino 

nella  seduta  del  a  febbraio  1878.) 


Un  benevolo  voto  del  nostro  Comitato  stabilì  che  in  questa 
adunanza  io  intrattenessi  la  Società  sul  Telefono  deiramericano 
Graham  Bell.  Ubbidiente  a  questo  voto,  io  mi  propongo  : 

i.^  Di  spiegare  ai  miei  colleghi  come  i  suoni  e  le  parole 
si  possano  trasmettere  fra  due  luoghi  lontani,  congiunti  fra  loro 
per  mezzo  di  un  semplice  filo  telegrafico. 

2.°  Di  ricercare  con  loro  le  leggi  di  questa  trasmissione, 
e  di  indagare  le  relazioni  che  sussistono  tra  i  suoni  prodotti  in 
una  stazione,  e  quelli  ricevuti  col  telefono  nella  stazione  com- 
pagna. 

Per  riuscire  nel  mio  intento,  egli  è  naturale  che  io  cominci 
a  ricordare  in  che  cosa  consistano  i  suoni  articolati:  soltanto 
quando  conosceremo  ciò  che  si  vuole  trasmettere,  noi  potremo 
studiare  i  mezzi  di  trasmissione. 

Il  suono,  prendendo  la  parola  nel  suo  senso  più  generale, 
e  comprendendo  con  questa  denominazione  tutto  ciò  che  può 
essere  sentito  dall'orecchio,  è  l'effetto  di  una  rapida  successione 
di  condensazioni  e  di  rarefazioni,  di  aumenti  e  di  diminuzioni 
di  pressione  nell'aria,  che  riempie  il  foro  uditivo.  Invece  delle 
variazioni  di  pressione  possiamo  anche  considerare  gli  sposta- 
menti delle  particelle  dell'aria,  dei  quali  quelle  sono  la  conse- 
guenza, e  dire  che  il  suono  è  l'effetto  di  una  successione  di 
oscillazioni  delle  particelle  dell'  aria.  Prendiamo  i  tempi  per 
ascisse,  e  prendiamo  per  ordinate  gli  aumenti  positivi  o  negativi 
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di  pressione  deiraria  contenuta  nella  cavità  esterna  dell'orecchio, 
o,  se  vogliamo,  gli  spostamenti  di  una  particella  di  quest'  aria, 
od  ancora  la  sua  velocità,  e  tracciamo  una  linea  AB  C D E F ,., 
(fig.  I,  Tav.).  Questa  ci  mostrerà  in  un  colpo  d'occhio  tutta  la  serie 
di  stati,  per  cui  quell'aria  va  passando.  Or  bene,  ogniqualvolta 
questa  linea  presenta  punti  massimi  e  punti  minimi  A,  B,  C,  IJ ,.. 
così  vicini,  che  i  segmenti  ab,  ùc,  ed,  de,  ecc..  corrispondano 
ad  una  frazione  di  minuto  secondo  abbastanza  piccola,  l'orecchio 
sente  qualche  cosa,  sente  un  suono.  Se  la  linea  così  trac- 
ciata è  formata  di  una  successione  di  porzioni  AB  C  D  E, 
EFGHI,  ecc....  (fig.  2,  Tav.)  tutte  uguali,  se  la  funzione  del 
tempo,  che  essa  rappresenta,  è  una  funzione  periodica,  il  suono 
è  un  suono  musicale,  non  è  un  rumore.  —  È  un  fatto  questo  che 
tutti  conoscono,  e  che  io  non  fo  che  ricordare. 

Data  la  linea  A  B  C  D . , , ,  è  dato  il  suono,  e  come  l'occhio 
vede  in  essa  diverse  particolarità,  così  l' orecchio  nel  suono 
corrispondente  sente  particolarità  diverse.  —  L'occhio  vede  la 
massima  differenza  B  D'  delle  ordinate,  vede  V  ampiezza  delle 
oscillazioni;  l'orecchio  sente  V intensità  del  suono.  L'occhio  vede 
la  differenza  A  E  delle  ascisse  di  due  punti  corrispondenti  di 
due  successive  porzioni  uguali  della  linea  periodica,  vede  la 
grandezza  del  periodo;  l'orecchio  sente  V altezza,  V acutezza  del 
suono:  un  suono  è  tanto  più  acuto,  quanto  più  è  breve  il  seg- 
mento A  E. 

Ma  l'analogia  tra  l'occhio  e  l'orecchio  termina  qui  :  l'occhio 
vede  la  forma  della  linea,  la  forma  dell'  onda;  V  orecchio  non 
sente  questa  forma,  sente  soltanto  alcuni  caratteri  del  suono, 
che  si  collegano  con  questa.  È  questo  un  punto  fondamentale 
nella  acustica  fisiologica,  e  senza  essermi  spiegato  su  di  esso, 
io  non  saprei  parlare  di  suoni. 

La  linea  flrr?  rt . . .  (fig.  3,  Tav.)  sia  la  linea  rappresentativa  di  un 
suono  sentito  dall'orecchio:  l'aria  del  foro  uditivo  subisce  alter- 
native .di  rarefazioni  e  di  condensazioni  rappresentate  da  questa 
linea.  Mentre  questo  suono  perdura,  arrivi  all'orecchio  un  altro 
suono;  se  fosse  solo,  questo  produrrebbe  alternative  di  rarefa- 
zioni e  di  condensazioni  rappresentate  da  un'altra  linea  bbòò,.. 
Se  i  due  suoni  coesistono,  le  rarefazioni  e  le  condensazioni  loro 
dovute  si  sommano  algebricamente,  e  l'aria  subisce  una  serie 
di  rarefazioni  e  di  condensazioni  rappresentata  da  una  curva 
diversa  Ó2i  a  aa  , . .  e  dsi  òbò  . . , ,  da  una  curva  ce  e  —  ,  che 
si  può  disegnare   sommando    algebricamente    le   ordinate  delle 
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due  prime.  Ai  due  suoni  aaa...  e  bjfb.  .  se  ne  può  aggiun- 
gere un  terzo,  un  quarto,  se  ne  può  ^giungere  un  numero 
qualunque,  e  si  può  nel  medesimo  modo  tracciare  la  linea  rap- 
presentativa del  suono  risultante  dalla  loro  sovrapposizione. 

Qualunque  sia  questa  linea,  comunque  noi  l'abbiamo  formata, 
essa  è  lina,  il  movimento,  a  cui  k  dovuto  il  suono,  il  suono 
oggtttivamfiile  considerato,  è  unico,  non  è  né  piii  semplice,  né 
più  complesso  di  quelli  con  cui  noi  l'abbiamo,  per  sintesi,  co- 
stituito. —  Ebbene:  soggellìvaiiuiile  ciò  non  é;  generalmenti; 
l'orecchio,  aiutato  da  una  attenzione  ben  diretta,  sa  distìnguere 
nel  suono,  che,  ripeto,  dì  per  sé  è  uno,  i  suoni,  o  parte  dei 
suoni  componenti.  Il  meno  avvezzo  fra  noi  a  studi  musicali  sa 
distinguere,  quando  è  abituato  a  sentirli,  i  suoni  degli  strumenti 
diversi  che  compongono  un  accordo;  non  è  necessario  essere 
pili  che  un  mediocre  dilettante  di  musica  per  scorgere  in  una 
razionale,  veramente  artistica,  successione  di  accordi  (che,  og- 
gettivamente, è  una  successione  di  suoni  semplici)  parecchie 
frasi  melodiche,  che  si  svolgono  simultaneamente;  ed  i  veri 
artisti,  che  col  lungo  esercizio  hanno  esaltato  questa  ammirabile 
proprietà  dell'organo  dell'udito,  trovano  il  bello  più  elevato  ap- 
punto là  dove  tre,  quattro  e  talora  cinque  parti  procedono  di 
fronte  senza  turbarsi.  Chi  senti  qualche  volta  e  riusci  a  gustare 
alcune  fughe  del  Bach,  non  trova  di  paragonabile  al  sublime  di 
quel  canto  composto,  nulla,  nulla  nella  musica  volgare  ad  una 
sola  voce. 

Nel  caso  che  io  ho  ricordato,  l'orecchio  analizza  i  suoni  in 
grazia  della  famigliarità  sua  coi  suoni  prodotti  dai  diversi  stru- 
menti, più  che  i  suoni  esso  distingue  le  loro  sorgenti.  Questa 
analisi  è  un  atto  dell'intelligenza,  e  non  dift'erisce  da  quello,  per 
cui  un  geometra  può  vedere  nell'ordinata  di  un  punto  di  una 
linea  e  (Gg.  3,  Tav.)  la  somma  delle  ordinate  di  altre  linee  a,ò,..., 
che  egli  può  scegliere  a  piacimento  e  in  mille  maniere. 

Ma  oltre  a  quesl'  analisi,  che  prendendo  ad  imprestilo  dai 
chimici  la  loro  nomenclatura,  potremo  dire  iiiimaiiiìta,  l'organo 
nostro  dell'udito  è.  atto  a  fare,  e  fa  sempre,  a  nostra  insaputa, 
un'altra  analisi  molto  più  tìna,  che  un  chimico  direbbe  elementari: 
E  questa  analisi,  Ìo  debbo  annunziarlo  fin  d'  ora,  1'  orecchio  fa 
non  per  abitudine  presa,  non  per  atto  di  riflessione,  non  arbi- 
trariamente, ma  meccanicamente,  per  la  sua  stessa  struttura,  in 
un  modo  unico,  e  con  leggi  fisse,  che  nulla  contengono  di  ar- 
bitrario. I, 'orecchio  scompone,  ordinariamente  senza  che  noi  ce 


94  Su/  telefoìw 

ne  accorgiamo,  i  suoni  in  altri,  talora  numerosissimi;  scompone 
così  anche  i  suoni  prodotti  da  un  centro  di  scuotimento  unico  ; 
ed  in  un  suono  uno,  ch'esso  ò  abituato  a  sentire  e  che  noi,  per 
atto  di  intelligenza,  giudichiamo  unico,  esso  sente  effettivamente 
la  sovrapposizione  di  numerosi  suoni,  che  forse  raramente  esso 
ebbe  occasione  di  sentire  isolati.  E  questo  un  fatto  fondamentale 
nella  teoria  dei  suoni;  su  di  esso  riposa  tutta  una  scienza:  tutta 
la  teoria  fisiologica  delle  percezioni  uditive,  tutta  la  teoria  fisio- 
logica della  musica.  È  un  fatto  sperimentale,  G.  S.  Ohm  enunciò 
pel  primo  questo  teorema,  che  porta  il  suo  nome: 

Se  la  linea  rappresentatrice  del  moto  sonoro,  della  forni 
dell'onda,  è  una  sinusoide,  se  cioè  essa  ha  una  equazione  dells 
forma 

V  z=L  a  sen    ,^   (/  +  r) 

ove  T' è  il  tempo  periodico,  /  il  tempo,  a  una  costante  arbitraria 
la  fase,  ed  v  lo  spostamento  di  un  punto  vibrante  dalla  sua  pò 
zione  di  equilibrio,  oppure  la  velocità,  oppure  la  variazione 
pressione  del  mezzo  in  cui  il  suono  si  propaga,  l'organo  dell'udii 
sente  un  tutto  indivisibile;  un  tale  suono,  che  si  può  dire  pendolai 
è  per  l'orecchio  un  suono  semplice.  Se  la  linea  rappresentatri 
non  è  una  sinusoide,  l'orecchio  sente  in  essa  una  somma  di  su 
semplici  o  pendolari  rappresentati  da  onde  sinusoidali. 

In  ciò  l'orecchio  e  l'occhio  si  trovano  in   condizioni  as 
lutaniente  diverse.  L'occhio  vede  l'insieme  dell'onda;  l'orecc 
invece  non  coglie  V  onda  tutta    in    una   volta,  non    l' abbrac 
nel  suo  insieme,  ma  la   sente   per    impulsi  successivi:   esso 
entro  alla  sua    parte   esterna    qualche   centimetro  cubo  di  ar  i 
la  quale   prende   stati   successivi    diversi   di  pressione,  e  de  ^ 
giudicare  dell'onda  per  mezzo   di    questa   successione   di  stai. 
L'orecchio  è  nelle  condizioni  di  un  occhio,  a  cui  si  presentasse 
una  dopo  l'altra  le  ordinate  dei  diversi  punti  della  linea  rappre- 
sentatrice dell'  onda,  come    accadrebbe  quando   il  foglio,  su  cui 
la  linea  è  disegnata,  fosse  coperto  da  un  altro  foglio  opacoi  in 
cui  fosse  una  strettissima  fessura  parallela  all'asse  delle  ordinate» 
e  si  facesse   scorrere    dietro    a   questo    parallelamente    all'asse 
delle  ascisse,  cosicché  l'occhio  vedesse  successivamente  le  por- 
zioncellc  della  linea,  che  vengono  passando  dietro  alla  fessura. 
L*  orecchio  è    nelle    condizioni   di    un  occhio,  che  guardasse  la 
superficie  dell'  acqua  di    uno    stagno,  nella  quale  si  propagasse 
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un'onda  ;  ina  che  guardasse  quest'onda  attraverso  ad  uno  slret- 
tissimo  tubo,  die  non  gli  lasciasse  vedere  altro  che  una  por- 
2)oiicclla  minima  di  quella.  Posto  Ìij  queste  condizioni,  un  occhio 
n*>r^  saprebbe  giudicare  della  forimi  dell'onda;  bisognerebbe, 
pe*-  ciò  fare,  eh'  esso  misurasse  gli  spazi  successivi  percorsi 
cl^-ll^  purzioncella  di  superficie.  Nemmeno  l'orecchio  non  sa 
iài-cz?  questa  misura,  ma  vi  supplisce  in  parte  riconoscendo  le 
on«3  <  sinusoidali,  che  bisognerebbe  sommare  per  ottenere  l'onda 

Qualunque  sia  la  forma  di  una  linea  periodica,  la  matematica 
ii^^^gna,  sta  in  ciò  il  celebre  teorema  di  Fourier,  che  la  sua 
orci  inala  sì  può  rappresentare  con  una  serie  dì  seni  così: 


.'(/  +  >)  i-As 


V  <'  ■■■  P)  -^ 


i-fsen-      (/  +  'r)  +  . 


L'orecchio  fa,  per  sua  natura,  a  nostra  insaputa,  la  stessa 

3k]Ìsi.  Per  esempio  :  abbiasi  la  linea  semplicissima  disegnala  nella 

a5(Tav.),  una  linea  spezzata.  L'occhio  non  saprebbe  trovar 

4a  di  più  semplice,  e  ciò  è  un  merito  che  esso  ha  sull'orecchio, 

in  linfa  spezzala.  L'orecchio    no:  l'orecchio  fa  meccani- 

■  «arnentc  il  lavoro  che   fanno    i   matematici  quando  applicano  il 

(Corcma  di  Fourier:  trova  tante  sinusoidi,  le  cui  ordinate,  som- 

***att  algebricamante,  riproducono  l'ordinata  della  linea  spezzata. 

L'orecchio  non  può    fare    altro:   sovrapponendo  due  o  più 

•^l^Uc  sinusoidali  date,  e  facendo  variare  le   fasi,  cioè  spostando 

^cuiic  delle  sinusoidi   rispetto  alle  altre,  si  possono  comporre 

I     '"finite  onde  diverse:  dall'orecchio  tutte  queste  onde  sono  sentite 

^'Jla  medesima  maniera,  sono  sentite  come  suoni  perfettamente 

'dentici.  Per  esempio  si  abbiano  (fig.  4,  Tav.)  due  linee  aaaa .... 

"^lib...,  identiche   a   quelle   segnate    colle   medesime  lettere 

"^lla  figura  3:  ma  la  linea  bbbb . . .  sia  spostala  cosi,  che  invece 

"'  passare  per  l'origine,  come    nella    Bgura  3,  sia    tagliata  dal- 

'ssse  delle  ordinate  in  un  punto  massimo  h-  se  noi  sommiamo 

*|gebricamente    le   ordinate  delle  due  linee,  troviamo  una  linea 

''«UlUntc  c'c'(' ...  di  forma  visibilmente   diversa  da  quella  di- 

*^naia  nella  figura  3:  l'occhio  non  vedrebbe  tra  la  forma  delta 


V|Q( 


'Cac  e  e  e' . 


'"tecchio  invi 
l  Tutte  due  le 


;  quella  della  linea  ce  a...  nessima  parentela; 
non  sente  tra  le  due  forme  nessuna  differenza. 

le,  e   tutte  le  infinite  altre,  che  si  otterrebbero 
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spostando  variamente  le  linee  componenti   prima  di  comporle 


producono   suoni  identici.  La  tempera  dei  suoni  è  indipendente  - 
dalle  fasi  dei  suoni  componenti.  Un'onda  di  forma  data  dà  luogw» 
ad  una  tempera   determinata;    ma    una  medesima  tempera  pu»» 
corrispondere  ad  infinite  onde  di  forme  diverse. 

Che  questa  analisi  fatta  dall'  organo  uditivo  non  sia  dovuts-  — 
ad  un  lavoro  mentale,  non  era  facile  a  dimostrarsi,  e  non  f t.  "J 
stupire  che  Ohm  abbia  dovuto  sostenere  una  polemica  cow.  ' 
Seebek,  la  quale  diventò  celebre.  Ma  la  dimostrazione  fu  fatt»  ^ 
dall' Helmholtz  :  questi  ne  aveva  bisogno;  egli  voleva  farne  E 
piedestallo  di  un  grande  edifizio,  e  non  esitò  a  spendere  ann^^ 
a  raccogliere  prove,  l' esposizione  delle  quali  occupa  tutta  1^  1 
prima  metà  del  suo  grande  libro,  del  suo  poema,  io  direi,  DiT'^ 
Lclire  von  den  Tonempfindungen.  Siccome  i  miei  colleghi  ca^ 
piranno  che  tale  dimostrazione  non  può  essere  data  qui,  cos^^ 
mi  permetteranno  che  io  li  inviti  a  credere  senz'altro,  e  a  tenex.  - 
per  prova  sufficiente  l'autorità  di  un  grande  nome. 

Se  poi  questa  scelta  della  sinusoide,  che  1*  orecchio  fa,  per:^ 
considerarla  come  forma  semplice  a  preferenza  di  ogni  altra,^  - 
per  esempio  di  quella  costituita  da  una  linea  spezzata,  cornea 
quella  disegnata  nella  figura  4,  parrà,  come  deve  a  prima  giunta— 2 
parere,  strana,  io  spero  che  la  sorpresa  diminuirà  subito^  se  io 
farò  notar  loro  una  cosa,  che  ai  meccanici  è  famigliare.  Se,  dato 
un  sistema  di  punti  materiali,  che  si  tengono  in  posizione  di 
equilibrio  stabile  per  mezzo  di  forze  mutue,  noi  ne  spostiamo 
uno  per  un  tratto  piccolissimo,  qualunque  sia  la  natura  delle 
forze  mutue  esercitate  dai  diversi  punti  materiali  su  quello  che 
si  è  spostato,  la  forza  che  si  svilupperà  in  grazia  dello  sposta- 
mento, e  che  tenderà  a  ricondurre  il  punto  nella  posizione  pri- 
mitiva, è  proporzionale  allo  spostamento.  Questa  forza  è  una 
funzione  dello  spostamento,  la  quale  si  annulla  quando  Io  spo- 
stamento è  nullo;  svolta  adunque  in  serie  col  teorema  di  Mac- 
laurin,  ha  per  primo  termine  quello  che  contiene  la  variabile 
alla  prima  potenza;  se  questa  variabile  ha  valori  piccolissimi, 
quel  primo  termine  si  può  considerare  solo;  quindi  l'asserto 
precedente.  Ciascun  punto  materiale,  in  questa  condizione,  si 
muove  come  se  fosse  attratto  verso  un  centro  fisso  con  una 
forza  proporzionale  alla  distanza  da  questo.  Le  piccole  oscilla- 
zioni, che  esso  fa,  sono  facili  a  studiarsi,  e  tutti  sappiamo:  sono 
oscillazioni  pendolai!'.  Or  bene  la  sensazione  di  un  suono  è  do- 
vuta ad  una  trasmissione  di  moto,  che  si  fa  dall'organo  uditivo 
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al  cervello  per  mezzo  di  nervi:  é  dovuta  a  moti  impressi  a  partì 
dell  organo   ^    da  queste    comunicati    a    nervi  che  terminano  in 
esse.  Secondo    la  sagacissima  analisi  di  Melmholtz,  le   parti  vi- 
branti dell  orecchio,  le   quali  comunicano  i  moti  alle  estremità 
nervose,  -sono  le  fibre  trasversali  della  membrana  basilans.  che 
e  una    I  cjueiig  che   costituiscono   la   parete   separante   le  due 
riwpf    ella   chioccioh,  nella  quale  parete  si  diffondono  innume- 
revoli estremità    nervose.  Quella  membrana   ha  la  forma  di  un 
triang   o   1505^^]^   allungatissimo  ed   è  lesa  soltanto  nella  dire- 
zione parallela  alla  base,  trasversalmente.  Quindi   è  che  se  noi 
iminaginianio  di  quella  membrana  un'esile  striscia  trasversale, 
compresa  fra  d^g  rette  parallele  alia  base,  quella  striscia  potrà 
vibrare   q^ggj  indipendentemente   dalle   parti  vicine,  come   una 
corJa  tesa;  così  l'intiera  membrana  è  paragonabile  ad  un'arpa 
composta  di  una  infinità  di  corde  parallele,  di  lunghezze  diverse, 
varianti   in  modo  continuo  da  un  massimo  uguale  alla  base  del 
triangolo,  fino  a  zero. 
So, 


■^Qno  queste  fibre  trasversali,  elastiche,  che  vibrano  sotto 
azione  delle  oscillazioni  comunicate  dall'esterno  al  liquido  che 
riempie  tutto  il  labirinto, 

Ipiccoli  ( 
tdha 


■  che,  per  mezzo  degli  organi  del  Carli 

valletti  che   si  appoggiano   sulla   membrana  basilaris, 

"•anno  il  vertice  in  vicinanza  delle  cellule  in  cui  fan  capo  i 

^1),  comunicano  il  moto  al  centro  nervoso.  Ma,  comunque  la 

^   succeda,  sono  parti  elastiche,  che  spostate  pochissimo  dalla 

'"'^    posizione    di    equilibrio,  si    pongono    in    vibrazione:    esse 

""Oque  debbono  vibrare  ficndolarinente.  E  queste  parti  elastiche 

°'*'i  immerse  in  un   fluido,  a  cui   si  comunicano  dall'  estemo  i 

"*ti  vibratori;  esse    ricevono,  dal  fluido   vibrante,  moti  che  sì 

f^^Sono  studiare  colle  regole  delta  meccanica  razionale.  Questa 

"lustrerebbe  che  il  corpo,  immerso    nel   fluido,  si  mette  in  mo- 

"^ento  /vr  injliiensa,  o  non    vi    si   mette,  secondochè  scompo- 

*1do  il  moto  del  fluido  in  moti  pendolari  col  metodo  di  Fourier, 

'  tt'ova  fra   questi   moti    pendolari   quello  che  quel  corpo  può 

°*"CHdere,  oppure  non  lo  si  trova.  Dunque,  dato    che  il  liquido. 


*^*iaris,  riceva  un  moto  oscillatorio  qualunque, 
Quella  membrana  si  metteranno,  o  non  si  metteranno  in  moto, 
*^Ondochè   troveranno 


i^  -    riempie  l'orecchio  interno,  ed  in  cui  è  immersa  la  membran; 
~^^*iaris,  riceva  un  moto  oscillatorio  qualunque,  le  diverse  fibre 


^..u,..^..^    L.>-,w.« ^    -j  non  troveranno  nel  moto  del  fluido 

"^^*^l  moto  pendolare  che   loro  conviene.  E  il  centro  della  sen- 

*ìone,  che  comunica  con    quelle   fibre  per  mezzo  di  filamenti 

^*^osì  diversi,  sentir<i  quali  di  esse  sieno  in  moto.  Conchiudo: 
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l'orecchio  sceglie  o  scevera  ì  moti  pendolari  per  questo  sempli 
fatto,  che  sono  pendolari  le  piccole  vibrazioni  dei  corpi 
niente  spostati  dalla  loro  posizione  di  equilibrio  stabile. 

Possiamo  osservare  il  medesimo  fenomeno  prodursi  in  pro- 
porzioni diverse,  ma  identico  nella  sostanza,  in  uno  strumento 
inanimato.  Cantiamo  o  soniamo  una  nota  in  vicinanza  dì  un 
piano-forte  aperto,  di  cui  si  sia  abbassato  il  pedale.  La  nota, 
per  sua  natura,  é  semplice:  è  dovuta  ad  un'onda  di  forma  or- 
dinariamente diversa  dalla  sinusoidale,  ma  non  per  questo  non 
è  un  tutto  uno,  che  sta  da  sé.  Ma  arriva  essa  ai  piano-forte? 
Il  piano-forte  la  scompone,  la  anatomizza.  Voi  sentirete,  ripro- 
dotta dal  piano,  la  medesima  nota  colla  sua  tempera;  ma  se 
fate  attenzione,  vi  accorgerete  che  il  suono  che  vi  viene  dallo 
stromento  è  partito  da  parecchie  corde;  ciascuna  di  queste  ha 
preso  per  sé  un  moto  pendolare.  Dite  A,  il  piano-forte  dirà 
anche  esso  A;  ma  questa  vocale  partirà  da  diverse  parti  della 
serie  delle  corde:  dite  E,  e  sentirete  E;  ma  v'accorgerete  fa- 
cilmente che  in  questo  E  v'é  qualche  cosa  che  vi  viene  da 
sinistra,  e  qualche  cosa  che  vi  viene  da  destra,  che  nel  suono 
che  ricevete  v'  è  qualche  cosa  che  è  prodotto  dalle  corde  più 
lunghe  e  qualche  cosa  che  vi  è  mandato  dalle  corde  più  brevi. 
Se  voi  esaminaste  più  da  vicino  il  fenomeno,  potreste  ricono- 
scere che  ciascuna  corda  dà  un  suono  pendolare,  od  un  sistema 
di  pochi  suoni  pendolari.  11  pianoforte  ha  forse  fatto  un  artìiìzio 
di  calcolo?  Conosce  forse  la  formola  di  Fourier? 

Riassumo:  l'orecchio  sente  in  un  suono  tre  cose;  la  escur- 
sione massima  del  corpo  vibrante,  la  durata  della  oscillazione, 
e  le  oscillazioni  pendolari,  che,  sovrapposte,  costituiscono  l'oscil* 
lazione  data.  L'ampiezza  determina  V ìtitensila  del  suono,  la. 
durata  del  periodo  determina  \' allessa  del  suono,  le  altezze  O; 
le  intensità  dei  suoni  pendolari  componenti  determinano  la 
pera  od  il  iiielallo  del  suono. 

Un  suono  veramente  musicale  non  è  mai  semplice:  esso  è 
tanto  più  pietio  quanto  più  è  ricco  di  armonici  intensi;  esso  è 
più  o  meno  armonioKO  a  seconda  dell'  altezza  degli  armonici 
predominanti.  Una  bella  voce  umana  è  un  vero  accordo;  ed  un 
accordo  non  è  che  un  suono  di  tempera  fatta  artihzialmente,  e 
più  pieno  che  il  solo  suono  fondamentale.  L'affinità  delle  noie 
e  misurata  dal  numero  degli  armonici  comuni. 

Una  vocale   differisce  da  un'altra   per  i  suoni  che  in 
accompagnano  il  suono  più  basso  o /oiit/niiieii/a/r.  Questo  è  p\ 
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dotto  dalla  laringe,  quelli  sono  dovuii  alla  risonanza  della  cavità 
della  bocca.  Helmhollz  trovò  che  bastano  a  caratterizzare  una 
vocale  uno  od  al  più  due  suoni  armonici,  uno  nelle  vocali  A. 
O  ed  f ',  per  le  quali  la  bocca  assume,  per  l'abbassamento  della 
lingua,  la  forma  di  un  imbuto  o  di  una  cavità  arrotondata;  due 
per  le  altre  vocali,  nel  pronunziare  le  quali  la  lingua  si  innalza 
e  lascia  tra  se  ed  il  palalo  uno  spazio  stretto  tubolare,  formante 
come  un  collo  di  bottiglia  alla  cavita  posteriore  più  ampia  della 
bocca.  Questi  armonici  caratteristici  delle  diverse  vocali  sono 
quelli  più  vicini  a  certe  note  fisse,  clie  sono  le  stesse  per  tutte 
le  voci  e  che  sono  indipendenti  dall'altezza  del  suono  fonda- 
mentale, alle  quali  Helmholtz  diede  il  nome  di  suoni  vocahili. 
Stando  alle  determinazioni  di  Melnilioltz,  esse  sono  le  seguenti: 
Per  la  vocale  L ,  nel  pronunziare  la  quale  la  bocca  forma 
una  cavità  ampia  in  grazia  dell'abbassamento  della  lingua,  e  le 
labbra  lasciano  tra  loro  una  minima  apertura,  il  suono  proprio 
della  bocca  è  il  più  basso,  è/i/,. 

11  suono    corrispondente  alia  vocale  O  è  iì'-^.  Se  passando 

per  Oa  e  per  Ao,  si  va  gradatamente  dall'  U  alla  A,  la  bocca 

si  apre  sempre  più    e    il  tono    della  cavità   boccale  sale  di  una 

ottava,  lino  a  si''^.  Se  da  A  si  passa  ad  Af,  ad  E,  ad  /,  le  labbra 

si  tirano  indietro  e  sì  aprono,  la  lingua  si  alza  lasciando  tra  sé 

ed  il  palalo  uno  stretto  canale  mentre  lo  spazio  immediatamente 

sovrastante  alla  glottide  si  allarga.  La  cavità  boccale  ha  allora, 

come  si  disse,  la  forma  di  una  bottiglia  con  lungo  collo,  ed  ha 

due  suoni  propri  corrispondenti    l'uno  al  ventre   della  bottiglia 

e  l'altro  al  collo.  Questi  suoni  sono  per  la  vocale  A  e  il  y-^,  ed 

il  so/ft,  per  la  vocale  E  il  /«,  ed  il  s;\,  e  per  la  vocale  /  circa  il 

Ja^  (come  per  la  U)  ed  il  rcg.  Le  vocali  O  ed  U  {£  U  ed  U  fran- 

MXsi)  differiscono   dall'  E  e  dall'  /  perciò,  che,  pronunziandole, 

[  labbra  si  allungano  e   si  atteggiano   a  mo'  di  tubo,  cosicchi: 

mano  un  prolungamento  dello  stretto  canale  che  corrisponde 

il'£  ed  air/.  Per  queste  vocali  è   perciò   cambiato  soltanto  il 

iono  del  collo;  esso  è  più  basso  che  nella  E  e  nella  1;  è  tlo-, 

fsis  e  sol^  fino    a   /«^  i/iisis  come   in   A  r.  1   suoni  più    bassi 

jnangono  fa^  e  fa^ . 

Se  i  miei  colleghi  mi  hanno  seguito  lìn  qui,  io  spero  di 
bter  dare  loro  una  idea  chiara  dell'apparecchio  che  forma  l'og- 
letto  di  questa  conferenza. 

Per  trasmettere  a  distanza  i  suoni  articolati  sono  necessarie 
due  cose. 
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i,"  Un  corpo,  a  cui  col  suono  si  possa  imprimere  un  mo- 
vimento identico,  o  poco  diverso  da  quello  che  definisce  l'onda^ 
sonora  : 

2."  Un  mezzo  per  fare  che  da  questo  movimento,  avvenuto 
in  un  sito,  ne  nasca  a  distanza  un  altro  /ormalo  dei  inedesiini' 
lìioz'ùnfHli  pendo/ari. 

Nel  telefono  del  Bell  Ìl  corpo,  che  riceve  il  movimento 
dall'aria  vibrante,  è  una  lastrina  circolare,  di  ferro  dolce,  tenuta 
su  tutta  la  sua  periferia  in  mezzo  a  due  anelli  di  legno  :  la  si  vede 
in  ù  li  nella  Tav,  alla  fig.  6,  che  rappresenta  una  sezione  dell'ap' 
parecchio  fatta  con  un  piano  passante  pel  suo  asse  di  figura.  É 
sottilissima:  a  seconda  degli  usi  che  si  vogliono  fare  del  telefono, 
ha  grossezze  comprese  fra  un  decimo  a  due  decimi  di  millimetro. 
Leggera  come  è,  llessibile  perchè  ricotta,  essa  ubbidisce  pron- 
tamente al  minimo  sforzo  che  si  eserciti  sulla  sua  parte  mediana, 
e  appena  cessata  la  forza  che  la  mise  in  moto,  si  feima  in  un 
tempo  brevissimo.  Se  l'aria,  che  sta  davanti,  subisce  vai-iazioni 
periodiche  di  pressione,  la  sua  porzione  mediana  si  muove  al- 
ternativamente in  un  verso  e  nel  verso  opposto.  Cosi  se  ad 
essa  arriva  un'onda  sonora,  la  sua  parte  centrale  prende  un 
moto  oscillatorio,  che,  tranne  per  l'ampiezza,  che  é  minore,  non 
differisce  da  quello  che  piglierebbe  uno  straterello  d'aria  che 
occupasse  il  suo  posto.  A  quelli  dei  miei  uditori,  i  quali  hanno 
avuto  occasione  di  assistere  ad  alcuno  di  quei  brillanti  esperi- 
menti colle  fiamme  manometriche,  che  da  qualche  anno  si  ri- 
petono in  lutti  i  pubblici  corsi  di  acustica,  posso  dire:  la  lastrin 
vibra  (fatta  astrazione  dall'ampiezza  del  movimento)  come  1 
membrana  di  gomma  elastica  delle  capsule  manometriche,  . 
chi  conosce  gli  apparecchi  grafici,  con  cui  i  fisici  sogliono  tracciai 
le  vibrazioni  sonore,  potrei  dire;  la  lastrina  vibra  come  1 
membrana  del  fonautografo  di  Scott.  Che  la  vibrazione  dell 
lastrina  abbia  molto  prossimamente  la  forma  di  quella  che  coi 
risponde  al  suono  con  cui  la  si  mette  in  moto,  non  sarebb 
facile  dimostrare  teoricamente,  a  priori;  ma  sarà  dimostrat 
sperimentalmente,  a  posteriori,  dal  perfetto  accordo  dei  Tali 
colle  nostre  previsioni. 

Il  mezzo  per  fare  che  il  movimento  impresso  a  questa  II 
strina,  primo  mobile  del  congegno,  ne  provochi  a  distanza  u 
altro  composto  delle  medesime  oscillazioni  pendolari,  fu  trovali 
da  Graham  Bell  nelle  proprietà  delle  correnti  elettriche  indott 
colle  calamite.  Per  far  capire  la  possibilità  della  i-osa,  mi  basti 
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richiamare  alla  loro   memoria   due    Tatti   sperimentati,  che  tutti 
,  hanno  avuto  occasione  di  vedere. 

Primo  Jallfi.  —  Se  in   una   spirale  dì    filo  metallico  isolato 
ii  trasmette  una  corrente    elettrica,  la    spirale    acquista   le  prò- 
I  prìetà  di  una  calamità:  esercita  a  distanza  le  stesse  attrazioni 
e  le  stesse  ripulsioni,  che  sarebbero  esercitate  da  una  calamita 
rettilinea  posta  sul  suo  asse  col  polo  nord  a  sinistra,  e  col  polo 
sud  a.  destra  della  corrente.  La  destra  e  la  sinistra  di  una  cor- 
rente sono,  per  una  nota  convenzione,  quelle  di  un  osservatore, 
che  stesse  adagiato  sul  filo  così,  che  la  corrente  percorresse  ìl 
suo  corpo  dai  piedi  alla  testa,  e  che  guardasse  verso  l' interno 
della  spirale.  Se  dentro  alla  spirale  è  collocato  un  cilindro,  un 
«Wtìto  di  ferro  dolce,    questo    ferro    diventa   veramente  magne- 
''^zato.  e  presenta  i   poli    nella   posizione,  che   si   è  detto,  per 
futto  il  tempo  per  Cui   dura   la    corrente;    ritorna  allo  stato  na- 
'^'"ale  appena  che  la  corrente  è  cessata.  Se  finalmente  il  nucleo 
^     Un  cilindro  dì  acciaio   già   magnetizzato,  se   il    nucleo  è  una 
<'a,lamita  permanente, per  tutto  il  tempo  per  cui  dura  la  corrente, 
"        Suo   stato   magnetico   riesce    accresciuto   od    affievolito,   se- 
<^c»n»dochè   la   calamita   equivalente  alla   spirale   percorsa   dalla 
'^*-*T~ente  è  orientata   come   essa,  oppure   in   verso  opposto.  In 
_*^'^ia  ad  una  delle  estremità  del  nucleo,  o  ad  una  determinata 
*^t^nza    dalla    medesima,  sia    collocato    un    pezzo    dì   ferro;  in 
^'"■*^*ia  della  corrente  trasmessa  nella  spirale  nasce  tra  esso  ed 
'        "^Ucieo  una  forza  attrattiva,  o  se  il  nucleo  è  permanentemente 
J^^^netizzato,  la  forza  attrattiva,  che  esso  esercita  sul  pezzo  di 
^*~*~o  dolce,  aumenta  di  una  certa  quantità  positiva  o  negativa  M. 
^**^5ta  attrazione,  o  questa  variazione  dell'attrazione,  è  legata 
*^    intensità  della  corrente  da  leggi  complicate  quando  questa 
*">^olto  grande,  ma  per  deboli  correnti  le  é  sensibilmente  pro- 
■T^*" donale.  Tale  è  la  legge  che  risulta  dalle  classiche  esperienze 
^enz,  e  che  porta  il  nome  di  questo  fisico.  Detta  k  una  co- 
iste, ed  /  r  intensità  della  corrente,  è 

Se  il  pezzo  di  ferro  dolce  si  avvicina  al  nucleo  di  uno  spazio 
unitamente  piccolo  d s,  questa  attrazione  dovuta  alla  corrente 
Viti  lavoro  uguale  a 

Mds—kids. 
Secondo  fallo.  —  Si   abbia   ancora    una   calamita  collocata 
P*'l'asse  di    una  spirale   isolata,  ed    in    faccia  ad  uno  dei  suoi 


T02  Siti  tekfono  ^M 

polì  sia  collocato  un  pezzo  di  (erro:   il  tutto  come  precedenie«B 

mente.  Ma  invece  di  far  passare   nella  spirale  una  corrente,  Ìi-^ 
virtù  della  quale  varii  l'attrazione   delln  calamita  sul   pezzo  di 
ferro,  si  uniscano  semplicemente  insieme  i  due  capi  della  spirale  ^ 
e  si  avvicini    rapidamente    il   ferro   alia  calamita.  L' esperienze»- 
mostra,  clie  per  questo  atto  nasce  nella  spirale  una  corrente  di 
verso  contrario  a  quello  che  produrrebbe  un  aumento  di  attra — 
zione;  la  quale    corrente    dura    finché    dura    il    movimento    de& 
ferro  e  cessa  con  questo.  Se,  invece  di  avvicinare,  si  allontana 
il  ferro  dalla  calamita,  nella  spirale  nasce  una  corrente  di  verso 
contrario  a  quello    della   precedente,  la   quale  dura  finché  con- 
tinua il  moto    di   allontanamento.  Queste  correnti    prodotte  col 
movimento  de!  pezzo  di  ferro  in  faccia  alle  calamite  appartengono 
alla  classe  di   quelle   a   cui    i    fisici   danno    il  nome  di  corrtìtti 
ÌHiiotif.  L'intensità  loro  è  legata  alla  velocità  del  movimento,  da 
cui  sono  generale,  dalla   più  semplice  delie  relazioni:  le  è  pro- 
porzionale. E  questo    un    fatto    sperimentale;    ma    io    lo 
dimostrar  loro    razionalmente,  deducendolo  come  corollario  « 
principio  della    conservazione    dell'  energia,  il    quale  oggidì  j 
verna  tutta  la  scienza  della  materia.  Supponiamo  infatti  d'avvi 
cinare  il  ferro  alla  calamita  facendogli  percorrere  uno  spazio  i 
nel  tempo  infinitamente  breve  di,  e  ciò   lenendo  chiuso  il  cip 
cuito,  cioè  tenendo  uniti  metallicamente  insieme  i  due  capi  della 
spirale:  poi  supponiamo  di  ricondurre  ÌI  ferro  nella  sua  posizione 
primitiva,  ma  tenendo  aperto   il  circuito,  tenendo  cioè  separati 
i  due  capi  della  spirale.  Se  non  vi  fosse,  durante  l'avvicinamento, 
una  corrente  indotta,  il  lavoro  fatto  dall'attrazione  della  calamita 
nella  esperienza  sarebbe  nullo,  giacché    il  lavoro  positivo  latto 
durante  l'avvicinamento   sarebbe  uguale,  in  valore  assoluto,  al 
lavoro  negativo  fatto  durante  l'allontanamento.  Ma  siccome  v'è 
una  corrente  indotta  di  una  certa  intensità  ',  la  quale  produce 
una  diminuzione  hi  nella  intensità  dell'attrazione,  cosi  il  lavot 
positivo  sarà  minore  del  negativo,  e  la  differenza  sarà 

kids. 


Questo  è  il  lavoro  che  si  è  dovuto  spendere  per  produn 
i  due  movimenti:  quale  ne  è  l'effetto?  Esso  produsse  ui 
rente  di  intensità  /,  e  questa  sviluppo  nel  circuito  una  quantìi 
di  calore,  che  per  la  nota  legge  di  joule  è  proporzionale  ad  \ 
ed  alla    resistenza    r    del    circuito.  L'equivalente    meccanict 
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calore  si   puù  esprimere,  dicendo  h  una  co- 
hri*dl. 

lavoro  speso  ed  il  calore   prodotto  debbono  essere  cqut- 
i,  dunque: 


k 


di   ■ 


Questi  due  fallì  bastarono   a  Graham  Bell   per  fare  che  ì 

"Kivimenti  alternativi  della  lastrina  bb  del  telefono,  della  quale 

abbianio   parlato,   potessero   provocare    nell'altra   stazione,   in 

■"i'  altra  lastrina  di   ferro,   movimenti   periodici  composti   colle 

i>eclesinie  oscillazioni  pendolari.  In  faccia  alla  lastrina  bb  (fig.  6, 

•*^'-)  sta,  coii'asse  perpendicolare  sul  centro  della  medesima,  una 

'^^'3-TTiita  cilindrica  an;  e  l'estremità  di  questa  più  vicina  alla  la- 

**:*"»*^a  vibrante   è   collocata   entro  ad   una  spirale  ce  di  filo  di 

"^^5**^  isolato.  Le  estremità  di  questa  spirale,  per  mezzo  di  due 

_''     «-netallicì  d,  t{,  comunicano  con  due  morsetti,  '•,  /.  A  questi 

^*    ^».t.laccano  due  fili   di    linea,  oppure,  se   le  due  stazioni  sono 

'fintane,  un  filo  di   linea  ed  un   filo  a  terra;   il  filo  od  i  fili  di 

'He^a  si  uniscono,  nell'altra  stazione,  ad  uno  strumento  identico. 

~~"      "Tutte  le  parti  dell'apparecchio  sono  contenute,  come  mostra 

figura,  in  un  involucro  di  legno,  presentante  la  forma  dì  un 

^*^"»plice  manubrio  con  un  piccolo  imbuto  g.  La  fig.  7  (v.  Tav.) 

*^^tra  l'aspetto  esterno  dell'intero  apparecchio.  Esso  funziona 

^^*"**e  trasmettitore  o  come  ricevitore:  per  trasmettere  si  porta 

*'^^fcuto  davanti  alla  bocca,  a  piccola  distanza  dalla  medesima; 

*^^*~     ricevere  si  applica  l'imbuto  contro  l'orecchio. 

Supponiamo  che   ìli  faccia  al   telefono  trasmettitore  si  pro- 

^a  un  suono;  per  le   alternative  di   aumenti  e  di  diminuzioni 

a  pressione  dell'aria  sulla  sua  faccia  esterna,  la  lastrina  bb 

»iderà  un  moto  oscillatorio;  la  sua  parte  centrale  si  avanzerà 

«^ni  aumento  di  pressione  e  retrocederà  ad  ogni  diminuzione 

secondo   quel   che  si  è  detto,  essa  si 


Pr-, 


^ 
fo^ 


L 


tiressione: 

*iia  quasi  istantaneamente  appena  è  cessata  la  forza,  che  la 

''^~'**e  in  moto,  cosi  in  ogni  istante  essa  avrà  uno  spostamento  s 

"*"oporzionale  alla  variazione  della  pressione.  La  distanza  j'  del 

^ntro  della  lastrina  dalla  sua  posizione  di  riposo  è  una  funzione 
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periodica  del  tempo,  la  quale  definisce  la  forma  dell'onda  sonora 
mandata  al  telefono  mittente.  Ma  la  lastrina  è  affacciata  a.lla 
calamita  «it  ed  alla  spirale  di  filo  di  rame  isolato  ce;  dunque 
per  quel  che  si  disse,  il  suo  movimento  fa  nascere  in  questa 
una  corrente,  la  cui  intensità  /è  legata  allo  spostamento  s  dalla 
relazione 


-«a 
-»a 


e  quindi  è  anch'  essa   una   funzione   periodica  del   tempo.  C^  * 
nel  circuito  di  questa  corrente  é  anche  la  spirale  e  e  del  telefo  * 
situato  nell'altra  stazione,  il   quale   deve  funzionare  come  ric^^     ^ 
vitore;  la  corrente  variabile  produce  nella  calamita  formante 
nucleo  di    questa  spirale   variazioni    periodiche  della   inlens*^ 
dello  stato  magnetico,  onde  nascono  variazioni  periodiche  ne« 
intensità  dell'attrazione,  che  la    calamita   esercita  sulla  lastrir 
che  le  sta  affacciata.  Egli  è  chiaro,  che  questo  variare  periodic-^   "  "^ 
della  intensità  dell'attrazione  esercitata  sulla  lastrina  deve  pr  ~     *-*' 
durre  in  questa  i  moti  slessi,  che  vi  sarebbero  prodotti  da  un^*"^^ 
periodica   variazione   della   pressione    dell'aria:  un  aumento  ■*^' 

attrazione  fa  avvicinare   il    centro   della  lastrina   alla  calamì^^*^ -3' 

come  farebbe  un  aumento  di  pressione  avvenuto  sull'altra  face ~  '3, 

di  essa;  una  diminuzione  di  attrazione  fa  che  la  lastrina  si  ^^^^1- 
lontani  dalla  calamita,  come  farebbe  una  diminuzione  sopr^^B-  ^'^ 
venuta  nella  pressione  dell'aria.  In  grazia  della  corrente  *  ^-a- 
riabile,  adunque,  la  lastrina  si  muove,  come  si  muoverebbe  |    -»*r 

effetto  di  un'onda  sonora,  la  cui  forma  fosse  definita  dalla  {\ ■■  "' 

zione   M,  ossia   dalla   funzione   kt   del    tempo.    Ricordando  " 

valore  di  /  dato  poc'anzi,  diremo  anche,  che  la  lastrina  del  te- 

lefono ricevente  prende  il   moto  che  le  sarebbe   comunicalo  *" 

una  onda  sonora  di  forma  definita  dalla  funzione 


Ora  vedesi,  che  quest'onda  è  bensì  in  generale  diversa  dalli 
ma  che  essa  consta  delle  medesime  onde  elementari.  Se  indt 
si  ha 

s  =  ,7  sen  y  (/  4-  «)  +  i  sen  ^-^  (l  ^  [i)  +  e  sen  ^  "  (/  - 
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t>uiique  il  movimento  impresso  all'aria  dalla  lastrina  del 
lc\ctono  ricevente  deve  produrre  nell'orecchio  prossimamente 
l»  stessa  sensazione,  che  vi  produrrebbe  il  suono,  con  cui  si  è 
posto  in  moto  la  lastrina  del  telefono  mittente. 

Egli  è  ciò  che  l'esperienza  dimostra  in  modo  sorprendente; 
non  solo  tutte  le  inflessioni  della  voce  di  chi  parla,  ma  le  tem- 
pere che  distinguono  le  voci  delle  diverse  persone,  sono  ri- 
prodotte cosi  da  far  credere,  che  la  persona  che  parla  sia  essa 
stessa  nello  strumento  che  teniamo  all'orecchio,  e  soltanto  sia 
separaU  da  noi  da  qualche  sottile  parete  che  ne  affievolisca  la 
voce.  —  Non  solo  voi  potete,  cantando,  mandare  ad  una  persona 
lontana  la  magia  delle  note,  ma  declamando  voi  potete  com- 
muovere e  far  palpitare  con  voi  un  amico  lontano  centinaia,  e 
chissà  migliaia  di  chilometri.  Nel  valore  di  .v'  scritto  qui  sopra 
figura  la  resistenza  r  al  denominatore,  ed  i  suoni  ricevuti  sono, 
come  è  naturale,  tanto  più  deboli,  quanln  maggiore  <:  la  lun- 
ghezza del  filo  con  cui  i  due  telefoni  sono  riuniti:  ma  non  tanto 
che  frapponendo  nel  circuito,  con  ntccheUÌ  dì  resistenza,  resi- 
stenze equivalenti  a  mille  e  più  chilometri  di  filo  telegrafico 
normale  (di  4  millimetri  di  diametro),  non  si  riesca  tuttavìa  a 
SL-ntire  distintamente  da  un  capo  all'  altro  di  questa  linea  for- 
midabile tutte  le  parole.  Per  superare  grandi  resistenze  lo  stru- 
mento dev'essere  convenientemente  proporzionato;  esso  ii  sog- 
getto alla  regola  generale,  con  cui  vog-lionsi  proporzionare  tutti 
gli  apparecchi  elettrici:  la  resistenza  del  filo  con  cui  e  fatta  la 
spirale  dev'essere  tanto  maggiore,  quanto  è  maggiore  la  resi- 
stenza della  linea.  Io  ebbi  occasione  di  sperimentare  coi  telefoni 
costrutti  abilissimamente  dal  cav.  Maroni,  ingegnere  capo  dei 
tcle^afi  dell'Alta  Italia,  che  pel  primo  fra  noi  riusci,  valendosi 
di  sole  descrizioni  incomplete,  a  costrurre  apparecchi  soddisfa- 
centi. Quei  telefoni  erano  proporzionati  colla  regola  che  io  hu 
detto,  ed  avevano  una  spirale  di  filo  sottilissimo  e  lungo  cosi 
da  presentare  una  resistenza  di  ben  diciassette  chilometri  di 
filo  telegrafico   normale,  circa   otto   volte   e  mezza  quella   prc- 
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sentala  dalla  spirale  dell'apparecchio,  che  noi  abbiamo  sotto  } 
occhi.  Con  quei  telefoni  i  suoni  si  sentivano  maravigliosamente 
intensi  anche  quando  si  ponevano  nel  circuito  nove  corpi  umani, 
quando  cioè   una    porzione  della   linea  era   costituita   da  nove 
persone  che  si  davano  la  mano. 

La  grossezza  della  lastrina  è  della   massima  importanza,     ^, 
vuole  essere  diversa   a   seconda   degli    usi    a  cui  il  telefono     ** 
destina.  Troppo  grossa,  la   lastrina   cede   difficilmente  alle  V^* 
riazioni  di  pressione  dell'aria,  ed  alle  variazioni  della  forza  ^^ 
trattiva  della  calamita;   troppo  sottile,  essa  rende  l' appare tch      * 
troppo  delicato:  in  primo  luogo  perchè  riesce  minore  la  mas^^^ 
del  ferro  vibrante  e  quindi  l'induzione;  in  secondo  luogo  perei"    "  ^  '^^ 
la  lastrina  troppo    leggera  e  flessibile  prende  moti  troppo  am       -  ^' 
e  può  urtare  la  calamita   ogni   qualvolta  le   si   invia   un  suoi"  ^=""»o 
troppo  intenso.  —  L'ingegnere   Maroni   mi   mostrò  diverse  L^B-  ^" 
strine,  che   egli    adopera   con   buoni    risultati    in    casi   diver=^^=^'- 
Quelte  che  gli  servono  quando  il  telefono  è  adoperato  nel  mo«     *    lo 
ordinario,  cioè  per  trasmettere  suoni  prodotti  in  faccia  all'ìnibu^^^t  o, 
non  servirebbero  ugualmente   bene  quando  si  volessero  col  ^■^Kze- 
lefono  trasmettere  suoni  prodotti  a  distanza,  per  esempio,  quan       -«zio 
si  volesse  trasmettere  il  suono  di  una  orchestra  od  il  canto  <ÌÌ 

un  coro.  Servono  invece  bene   a   quest'  uso   lastrine  molto  ^m»  itì 
sottili,  veri  fogli  di  carta.  ' 

Essendo  minime  le  forze   che  debbono  mettere  in  moto  'e 

lastrine,  queste  debbono  essere  perfettamente  pulite,  onde  evits=^  ""e 
di  dover  porre  in  moto  masse  non  magnetiche,  epperò  inatti   ~^>^e, 
—   Il  minimo  straterello  di  ruggine  basta  ad  aftìevolire  note^.?' "^'^ 
mente  i  suoni   trasmessi.  Perciò  si  coprono  le   lastrine  di  l  »  *^3 
sottile  vernice,  o   meglio  di   uno  strato  di  nikel  deposto  gal  ^^^^• 
nicanienie.  Ma  bisogna  evitare  di  dare  a  questi  strati  protetc^^^^" 
grossezze  eccedenti  il  bisogno;  sopratutto  quando  si  adoperi        '' 
nikel,  il  quale  non  solo  aumenta  la  massa,  ma  accresce  in  graf»^^^ 
misura  la  rigidezza  della  lastrina.  Quest'effetto  è  evidcntemer»    '''' 
tanto  più  temibile  quanto  più  la  lastrina  è  grossa;  il  cav.  Maro    J|" 
riconobbe  infatti  che  le  lastrine  dovevano  essere  assai  più  sotl   ^'' 
quando  erano  protette  col  nikel  che  quando  erano  scoperte. 


'  [.a  trasmissione  telefonica  è  possibile  r 
trrcisse,  o  con  U.ilre  di  altri  metalli,  od  anche  i 
di  lastrina.  Ma  questi  fatti,  facili  a  spiegarsi,  soi 
il  modo  ordinario  di  fiiniionnre  del  telefono. 


cJie  con  lastre  di  ferro  moW 
>n  im  telefono  ricevente,  prii* 
>  secondari  e 


i^  lo  detto:    i  movimenti   impressi  all' aria  dalla   lastrina  vi- 
hrante  del  telefono  ricevente  producono  nell'orecchio  prossima- 
mfnttr   l'impressione  che  vi  sarebbe  prodotta  dal  suono,  con  cui 
SI  è   posta  in  moto  la  lastrina  del   telefono  mittente;   prossima- 
mente, non    esattamente.  Che    la   tempera  dei    suoni   trasmessi 
fol    telefono   debba   riuscire   alquanto    alterata,  e   come   debba 
eìsere  alterala,  ci   è   detto   dalla    stessa   teoria,  che   io   ho  ab- 
wzzato,  dello  strumento.  Nella  serie  esprimente  il   valore  di  s' 
figurano  bensì  tutti  i   termini  della   serie    trigonometrica  espri- 
"lente  il  valore  di  a-,  ma  i  coefficienti,  che  in  questa  stanno  fra 
''*''*>    come  a:/>:ci...,    in  quella  stanno  invece  fra  loro  come 
"'  a  A:  3C:.,,,  I  suoni   elementari    più    acuti   hanno  adunque, 
"Spetto  ai  suoni  elementari  più  gravi,  rispetto   al  suono  fonda- 
■nentale,  una  intensità  più  grande  nel  suono  ricevuto  per  mezzo 
"^'   telefono,  che  nel  suono  ricevuto  direttamente.  Ora  si  sa  che 
'^    presenza   di   armonici   acuti   intensi   produce    una    tempera 
mordente,  penetrante,  metallica;   i   suoni   dì   uno  strumento  ad 
ancia  o  di  una  tromba,  cosi  squillanti  e  penetranti,  differiscono 
"^'   suono  di  un  flauto,  dal    suono   di    una   canna   d'organo  di 
'*Sno,  dal  suono  di  un  diapason,  cosi  dolci  e  molli,  per  questo 
^'^Itanto  che  contengono  armonici  acuti  di  grande  intensit.i.  Il 
^"rio  di  una  òoìle   à  niitsiqiie  differisce  dal  suono  di  un  piano- 
lorte  per  la  maggiore  importanza  che  in  esso  hanno  gli  armonici 
"•^^^ti  ;  il  suono  di  un  martello,  che  batte  su  di  una  incudine,  si 
~^*ingue  da  quello  prodotto  battendo  le  mani  per  la  maggiore 
"^^nsità,  che  in  quello  hanno  i  suoni  elementari  di  piccola  lun- 
S'^^zza  d'onda.  Or  bene,  fatevi  trasmettere  col  telefono  il  suono 
'liutaio  di  una  canna  d'  organo  di  legno,  e  questo  vi  sembrerà 
P^^dotto  da  un  cornetto  di  ottone  ad    ancia;    fatevi  trasmettere 
"  suono  di  un  pianoforte,  e  sentirete  una  huile  à  niusique;  fate 
'**ttere  le  mani  in   faccia   al    telefono   mittente,  e  sentirete  col 
'^'efono  ricevente  il  rumore  di  un  piccolo  martello  che  percuote 
"'^^  incudine.  Tutti  coloro  che   provano    per   la   prima  volta  il 
'^fono,  restano  colpiti  di  questa  leggera  alterazione  della  tem- 
P**^.  per  cui   il    suono    prende   qualche   cosa   di   metallico;   e, 
<iuasi  istintivamente,  si  spiegano   il   fatto  dicendo:   nulla  dì  più 

^sturale,  é  una  lastra  metallica  quella  che  vibra Ebbene,  a 

P**'er  mio,  questa  spiegazione  de!  latto,  cosi  ovvia,  non  regge: 
'*  Ustrinà  non  vibra  per  la  propria  elasticità,  è  una  lastrina 
"fftta  dolcissima,  e,  percossa  con  un  corpo  duro,  rende  un  suono 
*^e  non  è  più  metallico  dì  quello  dato  da  un  pezzetto  di  latta 
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battuto  nel  medesimo   modo.  Una   esperienza  semplicissima 
altrettando  concludente  viene  in   appoggio  della  mia  opinione 
aumentate,  con   un  reostato,  la  resistenza    del   circuito,  e  sei^K..- 
tirete  la  notata  alterazione  della  tempera  farsi  piu  e  più  raarcat^^*». 
Ora,  giusta  la  teoria  che  io  ilo  svolto,  ciò   è  evidente,  giacch-    ^<t 
i  suoni  bassi,  che  sono   i    più   affievoliti  dal    telefono,  debbon-  .^no 
spegnersi  piU   rapidamente   coli'  aumentare  della  resistenza.  S»L_LJe 
la  metallicità  del  suono  fosse  invece  dovuta  all'essere  metallicz^  ca 
la   lastra    vibrante,  essa    dovrebbe   essere    tanto    meno  senti»  iiu 
quanto  meno  è  intenso    il   suono,  giacché   col   diminuire  l'air-T^.tn. 
piezza  delle   oscillazioni   di    una   lastra  scema  l'intensità  deg^^  -gli 
armonici  acuti. 

Il   telefono    rinforza   i    suoni   elementari  acuti   rispetto  ai 

suoni  elementari  più  bassi  ed  al  fondamentale;  senza  che  Ìo  fo 

dica,  nasce  dalle  cose   dette  che   anclie  il  suono  funi  niii  iili  ^  ij., 

quello  che   determina   l'altezza    del    suono  complesso,  è  tai nto 

meglio  trasmesso,  quanto  più  è  acuto.  Vedano  nella  serie,  ■        <"' 

esprime  il  valore  di   s',  il    fattore  -^  fuori    della   parentesi,  ì' 

quale  è  tanto  più  grande,  quanto  è  minore  il  periodo  T.  Dunc^^»->* 
la  voce  di  un  soprano  è  trasmessa  piii  volentieri  che  quella  *^' 
un  basso:  bisogna  dire  che  il  telefono  non  ha  affatto  catt  i"^" 
gusto.  ' 

Testé  io  affermai  di  avere  trasmesso  col  telefono  la  v^i^x^ 
e  le  parole  anche  interponendo  nel  circuito  resistenze  enor^»"*' 
di  rooo,  di  2000,  e,  cogli  strumenti  del  Maroni,  di  9000  e»-  "■ 
10.000  chilometri.  Erano  queste  resistenze  fatte  con  spirali  " 
filo  perfettamente  isolato,  e  perciò  le  nominate  esperienze  r>*^" 
dicono  nulla  sulla  massima  distanza,  a  cui  si  potrebbe  trasmette-*^ 
la  parola  su  vere  linee  telegrafiche,  ove  oltre  alla  resislen.:^^ 
v'hanno  numerosissime  derivazioni.  Tuttavia  non  è  permes^^^*-* 
dubitare  che  la  trasmissione  non  si  possa  fare  tra  due  città,  s^  *^ 
lìnee  lunghe  alcune  centinaia  di  chilometri,  come  si  fa  cog^^^ 
ordinari  telegrafi.  Diventerà  il  telefono  il  telegrafo  dell'avvenire  - 
L'avvenire  lo  dirà:  attualmente  però,  colla  struttura  che  hall 


'  In  un   esame   più   completo  del    fenomeni   che   nvv 

engono   nel   telefauo^ 

bisognerebbe  lener  conto  del  tempo  necessario   alle   cor 

■enti  indotte  per  pn- 

dursl  e  per  scomparire.  È  questa  una  cireoatanla  che    nli 

Dce   pili  alla  Irasmi». 

siane  de'  suoni  acuti,    che  a    quella    de'  suoni    bassi.  Mr 

non   sarebbe   difficile 

vedere  che  fa  sua  inrluenza  sulla  inlenait.i  de'  suoni    tras 

ncs'ii   può  modificar?. 

ni:i  non  distruggcn-,  i  fatti  ciie  .ibbiamo  asserito. 

Bdl. 
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«trtiuiniiu.  v'ha   una   circostanza   che  ne   limita    notevolmente 
Tapplicabililà.  L'apparecchio  attuale  del  Bell  ha  un  difetto,  che 
risulta  dalla  sua  stessa  squisitezza,  la  quale  consiste  nel   poter 
operare  per  effetto  di  correnti  estremamente  deboli.  Quando  il 
lìlo  di  linea  è  collocato    in    vicinanza  di    altri  fili  telegrafici,  le 
correnti,  che   si    trasmettono    in    questi,  producono   sulla  linea 
'le!  telefono  correnti  di  induzione,  per  cui  col  telefono  si  sentono 
con   grande  forza  tutti   i  colpi  del   tasto  Morse  o  tutte  le  emis- 
soni    di  corrente  del   trasmettitore  di   Hugues.  Se  in  vicinanza 
*■'  filo  del  telefono  v'hanno  parecchie  linee  servite  da  telegrafi 
ordinari,  sì  sente,  come  notò   pel    primo  il  Preece,  e  come  ve- 
rificat-ono  quanti  fecero  poi  l'esperimento,  un  picchiare  continuo 
i-"ome    di  gragnuola  su*  vetri,  che   toglie  ogni  possibilità  di  ser- 
virsi    dello  strumento   per  la   trasmissione  della  voce.  Io  slesso 
wt>i     occasione  di   constatare  la  intensità  di  questi  effetti  di  in' 
duzicifie  pur  operando  sulla  brevissima  linea  (di  50  metri)  che 
avev<;,  impiantato,  per    provare    lo    strumento,  nel   gabinetto  di 
fisica    del  Museo  hidustriale.  Anzi  variai  in  molti  modi  l'esperì- 
m^'itta.  Sostituii  al  tasto  Morse  una  soneria  elettrica  ordinaria, 
e  Con  un  telefono  collocato   su    di  un  circuito  vicino  sentii  di- 
gtintamente  tutti  i  colpi  del  martello,  benché  nel  locale  ove  era 
collocata  la  soneria  non  esistesse  alcun   telefono.  Sostituii  alla 
soneria  una  sirena  elettrica  cosicché  si  avesse  nel  circuito  una 
successione  di  correnti  frequenti  come  le  vibrazioni  corrispjon- 
<Wili  ad  un  suono  musicale,  e  col  telefono  collocato  sul  circuito 
Vicino  ne  sentii    fortissimo,  con  tutti  i  suoi  caratteri,   il  suono. 
Per  ultimo  riuscii  a  trasmettere  la  parola  da  un  telefono  posto 
su  'li  una  linea  ad  un  altro  telefono  posto  su  di  una  linea  vicina, 
«  che  col  primo    non    comunicava   metallicamente   in    nessuna 
naniera.  ' 


'  Di  alcuni  espertmeoti  l'nlli  in  i|ii<£to  modo  si  può  dedurre  una  dimoslm- 
i(»nc  a  parer  mio,  concludente  quanto  semplice,  del  principio  di  Helmholu 
sulla  intlipendeoza  della  lempira  dei  suoni  dalle  fa^H  dei  suoni  componenli,  e 
iti  iiuesta  dimoitrazione.  che  io  immaBinaì  nello  scorso  mese  di  dicembre,  feci 
l'augello  di  una  noia  che  fu  Iella  aW AeeaiUmia  dtlli  Seitnei  nella  seduta  del 
7]  taaaio  ultimo  scorso. 

L'espericnia,  da  cui  io  ricavo  questa  dimostraiione,  t  la  aegucnte;  Dìsponso 
in  noa  ilaiione  A  un  tetefonc  F;  in  un'altra  stallone  B  dispongo  due  spirali 
taotete  I  ed  s  collocate  una  dentro  l'altra,  come  nei  rocchetti  d'induiione,  e 
dae  tdefoni  identici  f  ed  /'.  Per  mezzo  di  due  liti  di  linea  collocati  fra  le  due 
atszioni  fornio  un  circuito  comprendente  il  tetefono  F.  il  telefono/,  e  la  sfùrale 
I.  Formo   nella   Giallone  B   un   olirò   circuito   composto    della   spirale 


no  Su/  telefouo 


L*  inconveniente  è  grave,  ma  non  vuol  essere  esagerato  ; 
non  è  infatti  improbabile,  che  si  trovi  modo  di  rendere  lo  stru- 
mento meno  delicato,  e  tale  da  non  funzionare  se  non  per  ef- 
fetto di  correnti  di  notevole  intensità.  Allora  i  fenomeni  di  in- 
duzione potranno  farsi  insensibili. 

Sostituirà  allora  il  telefono  gii  attuali  telegrafi?  Io  credo 
che  ciò  non  si  possa,  per  ora,  asserire:  non  ne  abbiamo  bi- 
sogno, perchè  fra  questi  ve  n'ha  di  quelli  che  colla  massima 
sicurezza,  e  con  una  rapidità  maggiore  di  quella  della  parola, 
stampano  i  telegrammi.  Ma  qualunque  sieno  per  essere  i  perfe- 
zionamenti futuri,  qualunque  abbiano  da  essere  le  applicazioni 

esterna  s  e  del  telefono  y'.  Posso  così,  stando  nella  stazione  B,  sentire  un 
suono  prodotto  nella  stazione  A^  sia  col  telefono  /  posto  nel  circuito  del  tele- 
fono  mittente  F^  sia  col  telefono  /'  posto  in  un  altro  circuito  ed  operante 
soltanto  per  induzione;  e  posso  paragonare  i  due  suoni  ricevuti  nelle  due 
maniere.  Questi  due  suoni  corrispondono  ad  onde  le  cui  forme  sono  definite 
dalle  formole,  che  esprimono  in  funzione  del  tempo  le  intensità  %  ed  i'  delle 
correnti  periodiche,  per  effetto  delle  quali  funzionano  i  due  telefoni  riceventi  y 
ed  /  .  Ora  %    è  indotta  da  i',  e  si  ha  perciò,  dicendo  h  una  costante, 

quindi  se  si  ha 

2rr    /  \    ^         4T  /     .     N  6-  /  ^ 

t^a  sen  -y,    1/  r  al  -r  osen  -~^  i't^I  +  ^s^"    7^  \'  "^  '')  "*"  '"  » 

risulta 

a-  r  asr   /  T  \  ,  4»   /  .      T  \ 

i  ■--  —  h  -j.  \a  sen  "t'I'  +  '-^'t  I+afi  sen     jt  \t  +  ^  i      3   1  "i 

-f  3  «^  sen    Y  ('  +  '-^  "^    la")  "^  •  •  •  J  • 

Dunque  i  suoni  ricevuti  col  telefono  /',  per  induzione,  contengono  i  me- 
desimi suoni  elementari  che  costituiscono  i  suoni  trasmessi  direttamente  e 
ricevuti  col  telefono  /,  ma  colle  fasi  cambiate.  Si  può  così,  paragonando  i  due- 
suoni,  vedere  se  la  variazione  delle  fasi  abbia  qualche  influenza  sulla  tempera. 
I  suoni  che  si  prestano  megho  a  queste  ricerche  sono  quelli  stessi  su  cui  spe- 
rimentò Helmholtz,  quelli  delle  vocali.  Per  caratterizzare  una  vocale  bastano 
due  od  al  più  tre  termini  della  serie  i,  e  quindi  della  serie  t:  purché  questi 
termini  sieno  i  preponderanti,  la  vocale  rimane  la  stessa;  così  non  disturba 
l'esperienza  l'alterazione  dei  coefficienti  a,  b,  e.  L'  esperienza  riesce  concluden- 
ti ssima,  tutte  le  vocali  cantate  nella  stazione  A  in  faccia  al  telefono  F  furono 
indovinate  e  sentite  identiche  coi  due  telefoni  /  ed  /'. 

Nella  serie  i  i  coefficienti  dei  termini  successivi  sono  moltiplicati  per 
^p  3i  4  •  •  •  »  dunque  nei  suoni  ricevuti  per  induzione  gli  armonici  acuti  debbono 
predominare  più  che  nei  suoni  ricevuti  per  trasmissione  diretta.  Questo  fatto 
fu  constatato  in  molte  maniere. 


di  Graham  Bell,  iii 

della  invenzione,  sulla  quale  noi  ci  siamo  intrattenuti,  pare  a 
me  che  queste  questioni  sieno  adesso  non  solo  oziose,  ma  in- 
decorose. Un  trovato  scientifico,  come  un  lavoro  artistico,  ha 
in  se  stesso  i  caratteri  che  lo  debbono  far  apprezzare  :  e  la  sua 
importanza,  la  sua  bellezza,  il  suo  diritto  alla  nostra  conside- 
razione sono  indipendenti  dalla  utilità  pratica  che  quel  trovato 
o  quell'opera  possono  avere.  Quando,  contemplando  un  prodotto 
della  scienza  od  un'opera  d'arte,  noi  sentiamo  in  noi  quella 
soddisfazione  che  ci  fa  dire:  bello,  quel  prodotto  o  quell'opera 
sono  utili  in  sé. 

Chi  nelle  ricerche  scientifiche  avesse  sempre  in  mira  le  ap- 
plicazioni, non  troverebbe  mai  nulla,  e  chi,  nel  giudicare  del- 
l' importanza  di  una  scoperta,  non  sapesse  veder  altro  che 
r  utilità  che  essa  può  avere,  proverebbe  di  non  avere  gustato 
mai  la  vera  gioia  del  sapere. 

Tale  almeno  è  il  mio  modo  di  sentire. 


SULLA   INTENSITÀ 

DELLE  CORRENTI  ELETTRICHE 

ESTRACORRENTl  NEL  TELEFONO 


L    presentata  alla  R.  Acirademia  delle  Sfiei 
nell'Adunanza  del  93  giugno   >B78.) 


Le  ricerche,  che  formano  l'oggetto  di  questa  memoria,  hanno 
per  J3copo  la  determinazione  numerica  di  alcuni  degli  elementi, 
«la  coi  dipendono  i  fenomeni,  che  avvengono  nel  telefono.  Alcune 
questioni  riguardanti  ia  teoria  di  questo  apparecchio,  le  quali, 
nate  con  esso,  durano  tuttavia  controverse,  dimostrano,  che 
sulla  relativa  importanza  dei  fatti,  che  costituiscono  ed  accom- 
pagnano la  trasmissione  telefonica,  sono  tuttora  possibili  apprez- 
zamenti diversi.  Quindi  mi  parve,  che  una  ricerca  sperimentale 
e  numerica  su  questa  materia  potesse  avere  una  importanza 
più  generale  e  più  elevata  dì  quella,  che  avrebbe  come  semplice 
parte  della  teoria  di  uno  strumento. 

Gli  esperimenti,  che,  guidato  da  questa  idea,  lo  intrapresi 
Un  dallo  scorso  mese  di  gennaio,  e  di  cui  ora  posso  presentare 
alcuni  risultati,  si  dividono  in  due  serie. 

La  prima  serie  si  riferisce  alla  trasmissione  dei  suoni  da 
un  telefono  mittente  posto  nel  circuito  di  una  spirale  ìnduttrice 
ad  un  telefono  ricevente  posto  nel  circuito  di  una  spirale  in- 
dotta contenente  la  prima.  Essa  ha  per  oggetto  di  determinare 
r  intensità  delle  correnti  indotte  dalle  correnti  telefoniche,  e, 
quello  che  più  interessa,  l'intensità  delle  estracorrenti,  che  si 
producono  nei  telefoni  stessi.  Dai  risultati  di  questa  serie  di 
esperimenti  dovrà  ricavarsi  la  relazione  che  passa  tra  queste 
intensità  e  la  durata  del  periodo. 
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La  seconda  serie  di  esperimenti  ha  per  oggetto  la  deter- 
minazione del  valore  assoluto  della  intensità  delle  correnti  ne- 
cessarie per  far  funzionare  in  modo  sensibile  un  telefono  ri- 
cevitore, e  di  vedere  in  quale  maniera  questa  intensità  varii 
col  variare  deiraltezza  dei  suoni. 


PARTE  I. 

SULLE  CORRENTI 

INDOTTE    DALLE    CORRENTI    TELEFONICHE 

E  SULLE  ESTRACORRENTI  NEL  TELEFONO. 

I.  Disposizione  dkgli  apparecchi  per  le  esperienze.  —  Per 
istudiare  le  correnti  indotte  da  una  corrente  telefonica  su  altri 
circuiti  e  su  se  stessa,  ed  apprezzare  così  T  influenza,  che  i 
periodi  variabili  delle  spirali  e  delle  elettromagneti  hanno  sulla 
trasmissione  telefonica,  io  mi  servii  di  una  disposizione  di  cir- 
cuiti analoga  a  quella  descritta  in  una  Nota,  che  ebbi  T  onore 
di  presentare  a  cotesta  Accademia  nello  scorso  gennaio.  ^ 

In  una  stazione  A  {^%.  i,  Tav.)  disposi  un  telefono  F\  disposi 
in  un'altra  stazione  B  due  telefoni  identici  f  ed  f\  due  spirali 
isolate  S  ed  6^'  situate  Tuna  dentro  l'altra,  quattro  reostati  /?, 
r,  ;-',  r'y  ed  un  commutatore  C  Col  telefono  Fy  colla  spirale 
interna  5,  col  reostato  R  e  con  due  fili  di  linea,  Z.Z,  L  L\  distesi 
fra  le  due  stazioni,  formai  un  circuito  principale  FLL  SL' L'; 
ed  a  questo  unii  due  circuiti  derivati  PrQ,  Pr'  CQ  conte- 
nenti Tuno  il  reostato  r,  l'altro  il  reostato  r'  e,  col  mezzo  del 
commutatore  C,  uno  dei  due  telefoni  f  ed  /".  Collegai  al  me- 
desimo commutatore  C  la  spirale  esterna  S  ed  il  reostato  r" 
in  modo  da  poter  formare  un  circuito  chiuso  con  essa  spirale, 
col  reostato  r"  e  col  rimanente  telefono. 

Il  commutatore  adoperato  è  uno  di  quelli,  che  s'impiegano 
nella  telegrafia  col  nome  di  commutatori  svizzeri,  ed  è  a  quattro 
vie.  È   formato  di    due    sistemi    di    quattro   lastrine    metalliche 

^  Di  una  dimostrazione  del  principio  di  Helmholtz  sulla  tempera  dei  suoni» 
<Vedi  alla  pag.  8i  di  questo  volume.) 
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isolate,  fra  le  quali  si  possono  stabilire  comunicazioni  metalliche 
con  spine  t,  t,  I,  r  oppure  2,  2,  2,  2. 

Ponendo  le   spine   nella   posizione  i,  i,  i,  i,  ove  esse  sonri 

rappresentate  con   piccoli  circoli,  si   introduce  il  telefono  /'  nel 

circuito  derivato    Pr'  CO,  ed  il  telefono/"  nel   circuito   della 

biqMrale   indotta    S';   ponendo    invece    le   spine    nella  posizione 

1-31,3,2,2,  ove  esse  sono  segnate  con  croci,  si  pongono  nel  cir- 

'  cuito  derivato  r'  il  telefono/",  e  nel  circuito  indotto  il  telefono 

/".  Per  brevità  di  linguaggio   diremo:    posizione  i   la  prima,  e 

posizione  2  la  seconda  posizione  del  commutatore. 

11  telefono  F,  che  doveva  funzionare  come  trasmettitore, 
fu  fermato  sopra  un  sostegno,  che  lo  manteneva  in  una  posi- 
zione orizzontale.  Davanti  ad  esso  si  collocavano,  pure  orizzon- 
talmente, canne  d'organo,  alle  quali  si  dava  fiato  con  un  mantice. 
La  distanza  tra  la  canna  d'organo  ed  il  telefono  si  poteva  far 
variare,  e  con  ciò  si  poteva  far  variare  la  intensità  de"  suoni 
trasmessi  ai  telefoni.  Gli  avvisi  opportuni  erano  trasmessi  al- 
l' operatore,  che  lavorava  al  mantice,  mediante  una  soneria 
elettrica.  Al  medesimo  scopo  di  far  variare  convenientemente 
ia  intensità  de'  suoni  trasmessi  serviva  il  reostato  R  posto  nel 
circuito  principale. 

Con  questo  apparato  si  facevano    gli  esperimenti  seguenti. 

Ad  un  avviso  dato   alla   soneria,  l' operatore   della  staziotie  A 

»netteva  in  azione  una  canna  d'organo  determinala,  e  procurava 

*''  mantenere  l'intensità  del  suono  costante  per  tutta  la  durata 

''Hl'esperimento.  L'operatore  della  stazione  B  poneva  sul  reo- 

'fato  1'  una  resistenza  piuttosto  grande,  p.  e.  loo  unità  Siemens, 

^  ^wl   reostato  r"  una    resistenza    determinata    r".  Quindi    egli 

P**i'»eva  all'orecchio  il  telefono  situato  nel  circuito  della  spirale 

"ic3<3tta,  e  con  segnali   convenuti,  dati  per  mezzo  della  soneria, 

*^^:va  avvicinare  od  allontanare  la  canna  d'organo  dal  telefono 

^^-^metlitore,  finché  il  suono  ricevuta  fosse  appena  percettibile. 

*^S-    reostato  R  egli  riduceva  allora    l'intensità    del   suono  prò- 

***^^mente  al  limite  della  percettibilità.  È  questa,  giusta  la  legge 

•***<^ofisica  di  Fech.ner,  una  condizione    necessaria   per  ben  pa- 

^*^5"«nare  le   intensità  di   due   sensazioni.  Ciò  fatto,  1'  operatore 

P**~»eva  al  medesimo  orecchio  l'altro  telefono,  quello  situato  nel 

'^*^uÌto  derivalo  Pr'  Q,  e   faceva  variare  gradatamente  la  re- 

^'^t«nza  del  reostato  r.  finché  di  nuovo   il  suono  ricevuto  rag- 

8*^-*ngesse  II  limite  della  percettibilità.  Ponendo  alternalivamciite 

»  ^^lefoni  (  ed/  all'orecchio,  e  seguitando,  per  tentativi,  a  far 
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variare  la  resistenza  r,  egli  si  accertava  che  le  minime  intensità 
de'  suoni  ricevuti  coi  due  telefoni  fossero  sensibilmente  uguali. 
Rifatta  la  prova  parecchie  volte  con  opportuni  riposi,  egli  re- 
gistrava in  una  tabella  accanto  al  nome  della  nota  data  dalla 
canna  d'organo,  le  resistenze  lette  sui  tre  reostati  r,  >■'  ed  r" . 

Quando,  come  succedeva  sopratutto  pel  telefono  posto  nel 
circuito  indotto,  erano  sensibili  insieme  al  suono  fondamentale, 
che  stava  per  spegnersi,  suoni  elementari  acuti  pìii  intensi,  sì 
procurava,  per  quanto  era  possibile,  di  fare  astrazione  da  questi, 
e  si  dirigeva  1'  attenzione    unicamente    sul  suono  fondamentale. 

Fatto  l'esperimento  colla  posizione  i  del  commutatore,  lo 
si  rilaceva  colla  medesima  cura  e  col  medesimo  ordine  col 
commutatore  nella  posizione  2. 

Quando,  come  appunto  nella  prima  serie  delle  esperienze, 
di  cui  dovremo  parlare,  era  necessario,  che  la  resistenza  r" 
r  ed  r'  relazioni  prestabilite,  si  faceva  dapprima 
un  esperimento  con  un  valore  presunto  di  r",  e  poi,  trovati  r 
ed  r',  si  correggeva  in  base  ad  essi  il  valore  di  r",  e  sì  rifaceva 
l'operazione. 

Nella  determinazione  della  resistenza  r  v"  era  spesso  qualche 
incertezza;  per  diminuirla  si  operava  sempre  così.  Si  cominciava 
a  fare  r  così  piccola,  che  il  suono  ricevuto  col  telefono  posto 
nel  circuito  derivato  non  fosse  sensìbil^,  e  poi  la  si  aumentava 
gradatamente  finché  il  suono  cominciasse  ad  essere  inteso.  Poi 
si  dava  ad  r  un  valore  grande,  talché  il  suono  ricevuto  col 
detto  telefono  fosse  assai  forte,  e  la  si  faceva  gradatamente  di- 
minuire fino  a  raggiungere  di  nuovo  il  limite  della  percetdbilìtà. 
Si  avevano  così  due  valori  di  r,  fra  i  quali,  se  risultavano  ab- 
bastanza vicini,  si  prendeva  una  media. 

Tra  le  resistenze  cosi  determinate  e  le  grandezze,  da  cui 
dipendono  le  intensità  delle  correnti  indotte  nelle  spirali  e  nei 
telefoni  ricevitori,  sussistono  relazioni,  colle  quali  queste  gran- 
dezze si  potranno  calcolare.  Per  trovare  queste  relazioni  co- 
minciamo a  calcolare,  in  funzione  della  intensità  della  corrente 
principale  prodotta  dal  telefono  trasmettitore  e  delle  resistenze, 
l'intensità  della  corrente  derivata  che  fa  agire  uno  dei  telefoni 
J'  ed  f"  ricevitori,  p.  e,  y,  e  l'intensità  della  corrente  indotta 
nella  spirale  S",  la  quale  mette  in  azione  l'altro  telefono  rice- 
vitore /". 

Per  trovare  l'intensità  della  corrente  derivata,  applichiamo 
al  punto  f  {fig.  i|  ed   al  perimetro  PiQ/'r'Pì  due  teoremi. 


i 


e  delle  e stracor retiti  nel  telefono,  117 

di  Kirchhoff.  Dette  y,  i,  i  le  intensità,  funzioni  periodiche  del 
tempo,  della  corrente  principale,  della  corrente  nel  circuito  de- 
rivato PrQ  e  della  corrente  nel  circuito  derivato  Pr'  f  O,  ab- 
biamo dal  primo   principio  di   Kirchhoff,  applicato  al  punto  P: 

Dette  r  ed  r'  le  resistenze  dei  due  circuiti  derivati,  e  rappre- 

sentata  con  u'  —^  la  forza  elettromotrice  prodotta  dal  telefono 

dt 

ricevitore/',  abbiamo  dal  secondo  principio  di  Kirchhoff,  appli- 
cato al  perimetro  Pr  Qf  r  P\ 

tr  —  t  r  =^h'  -j-  , 

d  t 

Eliminando  i  tra  le  due  equazioni,  otteniamo: 

di'        r-hr'   -,_  _^  r 
dt  "^      «'     '  ""   w'^' 

equazione  lineare,  che,  integrata,  dà: 

t  ^ 

1==^ 


'[Uj'~'~  "'+^)- 


Ora,  qualunque  sia  la  funzione  y,  essa  si  può  immaginare 
svolta  in  una  serie  trigonometrica;  e  al  primo  termine  di  questa 
corrisponde  il  suono  semplice  fondamentale  del  suono  complesso 
ricevuto  dal  telefono.  Siccome  nel  fare  le  esperienze  si  pone 
attenzione  al  solo  suono  fondamentale,  e  degli  altri  suoni  sem- 
plici si  fa,  a  studio,  e  per  quanto  è  possibile,  astrazione,  così 
noi  dobbiamo  considerare  quel  solo  primo  termine.  Quindi  scri- 
veremo 

j=^  As^n  —  t .  (i) 

Abbiamo  così: 

-t  :+':.  ,       Sen^zr/ =rC0S-=r/ 

Je  dt=Ae 


(  vT  '  (t)' 
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1  2  7C  _,         2  ^        U 

ossia  ponendo  tang   ^  p  =-;f"       .     >- 
r  o    y-  I  y    r  f  r 


/éJ  dt=Ae 


J 


\/m'-(vT 


Dunque  : 


/'  =  ^  A     _^^_.^_  +  Ce       "' 


"V('^'")'-m' 


Per  /  crescente  il  secondo  termine  di  questa  espressione 
converge  verso  zero,  e  per  /  molto  grande  non  rimane  a  con- 
siderarsi che  il  primo;  siccome  poi  questo  primo  termine,  che 
è  il  solo  periodico,  è  il  solo,  che  agisca  sul  telefono,  così  po- 
tremo scrivere  addirittura: 

2  ~ 

sen         (/  —  p') 


^/,. -./)■*  (=;;•■)• 


Per  calcolare  l'intensità  /  '  della  corrente,  che,  indotta  nella 
spirale  S,  idi  funzionare  il  secondo  telefono  ricevitore/',  dì* 
ciamo  r"  la  resistenza  del  circuito  S  f  di  questa  corrente,  k 
il  potenziale  della  spirale  induttrice  5  sulla  spirale  indotta  S', 
F  il  potenziale  della  spirale  indotta  .S'  sopra  se  stessa,  ed  w" 
la  grandezza  analoga  ad  ti'  relativa  al  telefono/";  abbiamo: 


ed  integrando  : 

-  ti"  +  P  '  /        k        CdJ     ^q-Tp  ' 


y'  r" 


'"=^      '     '-^^^.pVdt' 


^//+cV 


Ora  per  la  (i)  ù  : 


rt  rr 


dj 2  :r  ... 

-  =     „,    yi  COS  -Tjz  t  , 

(iti  I 
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e  quindi 


r"  2  t:        2  7C         2  t: 

dj    «-+/>'.,      2^    .    „•' ^ /> '  w''4-P        T        T         T 
e  at  =  -=rAe 


dt  T 


\tr~Vp]  ^\t) 


ossia 


\/(«/f/>r+(¥F 


ove 

tang   y,  ?   -       2,(„.-^>^  • 

Dunque 

T      I  ...     l      tt"+P\' 


/-+(-"■■;")' 


Come  abbiamo  fatto  nella  ricerca  del  valore  di  i",  così  qui 


r" 


possiamo  tralasciare  il  termine  non  periodico  Ce  "''+^  ,il  quale 
converge  rapidamente  verso  zero  col  crescere  di  /,  ed  in  ogni 
caso  non  influisce  sui  fenomeni  che  avvengono  nei  telefoni. 
Scriveremo  quindi  semplicemente: 

sen^(^  +  r) 

r=A  -        -_ 


\l'--h"";l 


Se  denominiamo  /)'  ed  r,"  ì  valori  massimi   delle  intensità 
periodiche  /*'  ed  f ',  abbiamo, 


f-+H"n 
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e  possiamo  scrivere  le  (2)  e  (3)  più  semplicemente  così: 

«•'  =  V  sen  ^  (/-?') ,  r  =  r,  "  sen  ^  (/  +  p")      (5) 

Le  correnti  /"  ed  /"'  mettono  in  azione  i  due  telefoni  /  ed 
f'\  e  le  lastrine  di  questi  comunicano  all'  aria  oscillazioni,  le 
cui  ampiezze  si  possono  rappresentare  rispettivamente  con 

v'  '/)'      e  con      V*  >)", 

ove  v'  e  v'  possono  essere  funzioni  di  T,  ma  per  un  medesimo 
valore  di  T  sono  indipendenti  dalle  resistenze  de'  circuiti.  Ora 
se  i  due  telefoni  producono  suoni  di  uguali  intensità,  come 
succede  in  ciascheduna  delle  esperienze  descritte,  le  ampiezze 
delle  oscillazioni,  che  essi  comunicano  all'  aria,  debbono  essere 

uguali;  quindi 

li         III 

ossia,  ponendo  per  v)'  e  per  n"  i  loro  valori  (4). 

Contrassegniamo  con  l'indice  i  i  valori  di  A,r,r\r'  che 
si  hanno  in  un  esperimento  fatto  colla  posizione  i  del  commu- 
tatore, e  coir  indice  2  i  valori  delle  medesime  grandezze  nel- 
r  esperimento  fatto  col  medesimo  suono  ma  col  commutatore 
nella  posizione  2;  e  ricordiamo  che,  passando  dall'una  all'altra 
posizione  del  commutatore,  si  permutano  i  telefoni  f  ed/",  e 
che  quindi  nelle  formole  si  debbono  permutare  v'  ed  u  con  v* 
ed  «";  applicando  l'ultima  equazione  ai  due  esperimenti,  otte- 
niamo le  due  equazioni: 

,  .  I  ,        izizk  I 

I*     A  "^  t      j»  ^"^  te  I 

V  A^r^  =v'A^-^- _-~-z   . 
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Queste,  moltiplicate  membro  a  membro,  danno 


n^« 


c  quindi: 


f".+(.="";r''rf. "•.(=="•;'')' 


/.=  =        ,-,,-,  '     -  .  .    (6) 

^'   \/K-,r+(T)'v'<'-.^-.'»-+r;F 

È  questa  la  relazione  cercata.  Pollando  in  essa  per  le  re- 
sistenze valori  trovati  con  esperimenti  fatti  nel  modo  che  si  è 
detto,  se  ne  possono  ricavare  tante  equazioni  quante  bastano 
per  determinare  per  una  serie  di  valori  diversi  dati  a  T  i  va- 
lori di  kf  di  P,  di  //*,  di  u\  che  sono  i  dati  principali  necessari 
per  uno  studio  completo  dei  fenomeni  di  induzione  nelle  spirali 
e  nei  telefoni. 

2.  Relazione  fra  la  durata   T  del  periodo  e  l*  intensità 

I»ELLE   correnti    INDOTTE  NELLA  SIMRALE   5*.   —  Se  UOU  CSistCSSCrO 

le  estracorrenti  nella  spirale  indotta  S,  se  cioè  si  potesse  porre 
J^=o,  la  (6)  diventerebbe 


e    se    nello   sperimentare    si   ha   cura   di   fare   i\  -^  >\'  =  f'*' \ 
f\  ^  Tj'  =  r^'\  questa  formola  si  riduce  alla  forma  semplicissima 

La  grandezza 
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avrebbe  in  questo  caso  un  valore  costante  ed  uguale  al  po- 
tenziale k  della  spirale  induttrice  5  sulla  spirale  indotta  S*. 

Noi  possiamo  cominciare  a  farci  un'idea  dell'influenza  delle 
estracorrenti,  vedendo  come  varii  questa  grandezza  col  variare 
di   T. 

Poniamo 

T 
^  =  —  ^r,r2,  (7) 

se  non  esistessero  le  estracorrenti,  se  i  periodi  variabili  a 
questa  dovuti  avessero  durate  trascurabili  a  fronte  di  T,  s  do- 
vrebbe riuscire  costante,  e  disegnando  una  linea  i  cui  punti 
abbiano  per  ascisse  i  valori  di  7^  e  per  ordinate  i  valori  cor- 
rispondenti di  £,  si  dovrebbe  ottenere  una  linea  retta  parallela 
air  asse  delle  ascisse. 

Invece,  P  non  essendo  nullo,  si  troveranno  per  z  valori 
diversi  a  seconda  dei  valori  di  T,  e  rappresentandoli  con  le 
ordinate  di  una  linea  si  troverà  invece  di  una  linea  retta  una 
linea  curva  avente  l'equazione 

s'  =  k''-  -----1     _A_       ._        \.         \.  ...(8) 

f  "■  +  (,."';'')■  y/v-.(.."'?7 

Una  prima  serie  di  esperienze  ebbe  per  iscopo  di  trovare 
la  forma  di  questa  linea,  la  quale,  mentre  ci  mostrerà  di  quanto 
l'ipotesi  P=o  Sì  scosti  dal  vero,  ci  somministrerà  importanti 
criteri  sulla  relazione,  che  passa  tra  l' intensità  delle  correnti 
indotte  nella  spirale  S'  e  la  durata  del  periodo  T. 

Si  esperimentò  su  undici  suoni  di  altezze  diverse,  compresi 
fra  il  Re^  ed  il  Fa^ .  Il  suono  più  elevato,  Fa^ ,  è  assai  vicino 
al  più  acuto  de'  suoni  adoperati  nella  musica,  e  supera  in  altezza 
i  più  acuci  suoni  caratteristici  delle  vocali;  non  lo  si  sarebbe  g^ari 
potuto  oltrepassare.  Le  esperienze  poi  non  poterono  estendersi 
al  disotto  del  suono  Re^  per  la  difficoltà  di  paragonare  l'intensità 
dei  suoni  fondamentali  ridotti  al  limite  della  percettibilità  in 
mezzo  ad  una  miscela  -di  armonici  acuti  assai  più  intensi,  che, 
operando  con  canne  d'organo,  non  ci  fu  possibile  eliminare. 

11  quadro  seguente  contiene  i  risultati  delle  esperienze.  Le 
resistenze,  che  vi   sono   registrate   sono  le  resistenze  totali  dei 
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circuiti  rispettivi.  Come   si  vede,  osservando  i  valori  di  r^''  e 
di  r,",  si  ebbe  cura  di  fare  in  ogni  esperimento  r^  -♦-  ^1'  =-^  ^1 


9  » 


r,  -♦-r,'  =  ri",  come  è  supposto  nella  formola  (8).  Le  resistenze 
sono  espresse  in  unità  Siemens, 


SUONI       ì\ 

r^ 

1 

rt 

r,' 

--   i 
127   ; 

Re^ .  .  . 

7 

120 

1 

130   ì 

5 

125 

/a,.  . 

4 

120 

137 

12 

"5 

124 

Sol^    , 

7ó 

120 

133 

8 

125 

1=7.5 

La^.   , 

.    6.5 

120 

136,5 

".5 

125 

126,5 

Do^. 

.    8,5 

120 

135   , 

IO 

125 

128,5 

Fa^.  . 

5 

120 

147 

22 

125 

125   : 

La^.  , 

8 

120 

143 

18 

125 

128 

Fa^. 

IO 

120 

149 

24 

125 

130    i 

;  1 

Do^.  , 

12 

120 

H5 

20 

125 

132    ; 

Re^. 

6 

120 

165   i 

40 

125 

126 

Fa^, 

IO 

120 

149 

24 

125 

130 

* 

Con  questi  valori  di  ^"1»  ^1,  ^1,  ^i',  e  coi  valori  di  7^  regi- 
strati nella  seconda  colonna  della  tabella  seguente,  si  calcolarono 
i  valori  di  z  contenuti  nella  terza  colonna  della  medesima. 


SUONI 


Re^.  .  , 

.  o",oo3367 

0,003170 

0,9416 

Fa^ .  .  . 

.  .  0  ,002841 

0,003133 

i»io3 

Sol^   .  . 

.  0  ,002525 

0,003113 

1.233 

La^.   .  . 

.  .  0  ,002273 

0,003127 

1.376 

Do^.   .  . 

0  ,001894 

0,002779 

1467 

,  Fa^.  .  , 

,  .  0  ,001420 

0,002371 

1,669 

La^.   .  . 

.  0  ,001136 

0,002170 

1,910 

Fa^.   . 

.  .  0  ,0007102 

0,001751 

2,462 

Do^.   . 

.  .  0  ,0004735 

0,001167 

2,466 

Re^.  . 

.  .  0  ,0004209 

0  001039 

2,469 

Fa^,   . 

.  .  0  ,0003551 

0,000875 

2,466 
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Prendendo  per  ascisse  lunghezze  proporzionali  ai  valori 
di  T  registrati  nella  seconda  colonna  e  per  ordinate  lunghezze 
proporzionali  ai  valori  di  z  contenuti  nella  terza  colonna  di 
questa  tabella,  si  costruì  la  linea  z  z  disegnata  nella  Tavola  alla 
fig.  2.  In  questa  costruzione  si  assunse  una  lunghezza  di  cinque 
millimetri  per  rappresentare  la  durata  di  o",oooi,  oppure  un 
valore  di  z  uguale  a  0,000 1. 

Questi  numeri  e  questa  linea  ci  fanno  vedere  come  1*  in- 
tensità dei  suoni  ricevuti  con  un  telefono  posto  su  di  un  circuito 
indotto  debba  stare  a  quella  dei  suoni  ricevuti  direttamente  con 
un  telefono  posto  sul  circuito  induttore.  Infatti  in  grazia  delle  4), 
nelle  quali  attualmente  si  deve  porre 

r,  +;V  =  r,",         r,    ^  r^'  =  r,'\ 

la  (8)  si  può  scrivere 

ars  __  V^i/'-'ia  ' 

Il  valore    di  -^  è  adunque    proporzionale  al    rapporto,  che 

con  un  telefono  medio  fra  i  due  studiati,  telefono  ove  sono  in 
parte  eliminate  le  influenze  delle  particolarità  di  costruzione, 
passa  fra  l'intensità  massima  della  corrente  indotta  e  quella 
deirinduttrice.  Basta  adunque  vedere  come  varii  con  T  il  valore 


z 


di  — ,  o,  ciò  che  vai  lo  stesso,  come    varii    con   T  la    tangente 

trigonometrica  dell'angolo,  che  il  raggio  vettore  condotto  dal- 
l'origine o  (fig.  2,  Tav.)  ad  un  punto  M  della  curva  delle  z  fa 
coll'asse  delle  ascisse. 

Troviamo  qui  la  risposta  ad  una  questione,  che  per  la 
teoria  del  telefono  e  per  quella  della  tempera  dei  suoni  presenta 
qualche  interesse.  Nella  Nota  Sulla  tempera  dei  suoni,  che  ebbi 
già  occasione  di  citare,  ^  io  osservai,  che  se  da  un  medesimo 
telefono  mittente  si  trasmettono  suoni  a  due  telefoni  ricevitori 
posti  Tuno  nel  circuito  stesso  che  contiene  il  telefono  trasmet- 
titore, e  l'altro  in  un  circuito  indotto  da  quello,  come  nelle 
esperienze  attuali,  il  rapporto  tra  l'intensità  del  suono  ricevuto 


'  (Vedi  la  stessa  alla  pag.  8i  di  questo  volume.) 
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Pw  induzione  col  secondi^  e  l'intensità  del  suono  ricevuto  di- 
FetUmentc  coi  primo  cresce  col  crescere  dell'altezza  del  suono. 
Notai  come  da  ciò  debba  derivare  una  differenza  di  tempera 
frt  i  due  suoni,  giacché  nel  suono  ricevuto  per  induzione  rie- 
swrno.  rispetto  all'altro,  rinforzati  i  suoni  elementari  più  acuti. 
Citai  bnaJmente  alcuni  semplici  sperimenti  qualilaiivi  con  cui  si 
poteva  constatare  questa  differenza.  Ma  non  tutti  coloro,  che 
sperimentarono  con  telefoni  posti  in  quelle  condizioni,  avverti- 
rono il  medesimo  fatto,  ed  anzi  vi  fu  chi  dal  fatto,  che  la  detta 
differ^riH  di  tempera  non  sussiste,  fece  deduzioni  relative  alla 
Wori»  del  telefono.  '  Or  bene,  il  rapporto  tra  l' intensità  del 
suono  ricevuto  per  induzione  e  quella  del  suono  ricevuto  per 
Irasmissione  diretta  cresce  o  diminuisce  col  crescere  o  diminuire 

di  =.  Nell'ultima  colonna  della  tabella  precedente  io  registrai  i 
valori  di  ■=;  ricavati   dalle   e^)erienze.  Come   vedesi,  nei   limiti 

dei  nostri  esperimenti,  questi  valori  crescono  col  diminuire  di  T; 
dunque,  nei  limiti  dei  nostri  esperimenti  è  vero  che  nella  tras- 
missione per  induzione  i  suoni  acuti  riescono  rinforzati  rispetto 
a  ciò  che  sarebbero  nella  trasmissione  diretta.  E  siccome  gli 
arrnonici  più  importanti  nella  composizione  delle  tempere,  com- 
presi quelli  più  acuti  delle  vocali,  hanno  altezze  minori  di  Fa,, 
così  è  vero  ciò  che  asserii  come  risultato  di  semplici  esperienze 
qualitative:  che  nel  suono  ricevuto  per  induzione  gli  armonici 
più  acuti  hanno  intensità  relative  maggiori  che  nel  suono  ri- 
cevuto per  trasmissione  diretta. 

11  vantaggio,  che  nella  trasmissione  per  induzione  haimo  i 
suoni  acuti  sui  gravi,  sussiste  finché,  diminuendo  l'ascissa  O  T 
del  punto  M  della  curva  e,  cresce  l' angolo  MOT  (fig.  2),  Se 
per  un  determinato  valore  di  /"il  raggio  vettore  Ojtf  diventasse 
tallente  alla  curva  delle  z,  e  se  Ìl  punto  dì  contatto  non  fosse 
un  punto  di  flesso,  il  suono  corrispondente  a  quel  valore  di  /' 
sarebbe  fra  tutti  il  più  rinforzato.  Nella  figura  si  vede  che  il 
vettore  è  tangente  alla  curva  nelle  vicinanze  del  punto 
spondente  al  suono  Fa, .  come  si  può  dedurre  eziandio  dai 

i  numerici  di  -^.  ,\1  di  là  di  Fn^  possono  darsi  tre  casi; 


F I-  Hduuxk,  Vtbtr  ubphimitchra  Hann  mit  nnhrfathfi 
L  Ipiagen  .^rch„  XVI,  paf.  31*.  1677.! 
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o  la  linea  z  sì  confonde  coi  raggiu  veliere  (>  Fa^,  o  sia  aldi 
sotto,  o  passa  al  di  sopra  del  medesimo.  Nel  r."  caso,  che  è  il 
più  verosimile,  tutti  i  suoni  di  altezza  maggiore  dì  Fa,  sono 
ugualmente  rinforzati  dalla  induzione;  nel  terzo  caso  lo  sarebbe 
di  più,  e  nel  secondo  caso  lo  sarebbe  di  meno,  talché  il  Fa, 
sarebbe,  fra  tutti  i  suoni,  quello,  che  nella  trasmissione  per  in- 
duzione dovrebbe  spiccare  maggiormente. 

Onde  mostrare  in  modo  piiì  sensibile  il  modo  di  variare 
di  —  ,  furono  rappresentati  i  valori  di  questo  rapporto  colle  or- 
dinate della  linea  -=  {fig.  a).  In  questa  costruzione   si   assunse 

come  unità  di  misura  per  le  ordinate  una  lunghezza  di  5  centimetà 
3,  Determinazione  del  potenziale  k  della  spirale  LMin- 
TRLCE  5  SULLA  SPIRALE  INDOTTA  -S*.  —  Df.lrrminazi'otte  per  mtix 
(ielle  esperienze  falle  col  telefoni.  —  i  risultati  degli  esperimenti 
precedenti,  rappresentati  dalla  linea  s  della  figura  2,  possono 
servire  a  somministrarci  un  valore  approssimato  del  potenziale 
L'  espressione 


I^.-(-"";Y] 
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mostra,  che.  qualunque  sieno  i  valori  di  */',  «' ,  /',  il  valore  del  ' 
quantità  fra    parentesi,  che  è   sempre    minore  di  mio,  conveì* 
verso   r  unità    mentre  T  cresce.  Per    T  grandissimo,  s,   '^^M 
sempre  minore  di  k;  converge  verso  k;  per  T^^  tx,  z  =  k.  Dj^ 

stessa  espressione  si  deduce  pure  facilmente,  che  la  derivata-r 

diminuisce  col  crescere  di  T,  e  si  annulla  per  T^x,  DuniJ^ 
la  linea  rappresentatrice  dei  valori  di  z  ha  un  assintoto  paralltf 
all'asse  delle  ascisse    T,  e  l'ordinata  di  questo  assintoto  è  k. 

Ora  la  curva  tracciata  nella  fig.  2,  benché  determinata  c^ 
un  piccolo  numero  dì  punti  trovali  sperimentalmente,  most^*' 
abbastanza  chiaramente,  che  quest'  ordinata  massima  non  pi-^ 
essere  notevolmente  maggiore  dell'ordinata  dell'ultimo  pun^t^' 
direttamente  determinata,  che  è  quella  corrispondente  al  R^^ 
Probabilmente  con  un  errore  in  meno,  ma 
errore  non  grande,  possiamo  quindi  ritenere 
4^0,00317 


certamente  con  i^d 


Volendo   esprimere 
L^^  rdazionc 


unità   assolute,  osserviamo, 


di 


e  lega  la  derivala  della  intensità  della  corrente  induttrice  J 
*lla  intensità  /  della  corrente  indotta,  si  ricava  che  k  è  Ìndi- 
pendente-  dalla  unità  di  misura  che  si  adotta  per  valutare  le 
initnsiia  delle  correnti,  e  dipende  soltanto  dalla  unità  di  resi- 
*'snn.  La  grandezza  k  ha  k  Hìmensìoni  di  una  resistenza  mol- 
tiplicaia  per  un  tempo;  se  il  sistema  di  misure,  che  si  vuote 
adottare,  e  1" elettromagnetico,  ove  le  resistenze  hanno  le  di- 
"■ensioni  di  una  velocità,  k  ha  le  dimensioni  di  una  lunghezza, 
"er  averne  il  valore  in  numeri 
P*'  Valore  della  unità  Siemens 
»"«ncndo  per  IT.  .5.  il  valore 


i,  moltiplichiamo  il  valore  0,00317 
inità  elettro-magnetiche,  As- 


,  centimetro 
"■'S;"-"      sTcondo     ■ 

medio  fra  quelli  dati  da  Kohlrausch  '  e  da  Lurenz,  -  otteniamo 
COS) 


-  0,00302006 , 


'  centimetri  --^  30201  iiietii. 


■fJttcrtttiiutzioiii-  di  k  fifr    Wfzzo   'li    misure  dirette,  faite  col 

S^^*i*Ptonielro.  —   E   interessante   poter   confrontare   questo  ri- 

wtato  con  quello   di    una  misura  diretta  fatta  senza  l'uso  del 

tafano.  A  quest'  uopo  si  può  procedere  così  :  Porre  la  spirale 

(ft^uttrice  intema  5  nel   circuito   di    una  pila,  e  la  esterna  in- 

ooita  ,S"  nel  circuito  di  un    galvanometro  ;    inserire  nel  circuito 

induttore  una  bussola  delle  tangenti  preventivamente  confrontata 

<™'  galvanometro,  ed  un   reotomo   per  chiudere  ed  aprire  rapi- 

dimente  il  circuito;  misurare  colla   bussola  delle  tangenti  l'in- 

imsiu  massima  della  corrente   induttrice  data  dalla  pila,  e  col 

galvanometro  la   quantità   di    elettricità    trasmessa   nel  circuito 

indotto  ad  ogni  chiusura  e  ad  ogni  rottura  del  circuito  induttore. 

Della  /  l'intensità  massima  della  corrente  induttrice,  Q  la  quan- 

U'tà  di  elettricità    trasmessa   nel   circuito    indotto,  attraverso  al 

galvanometro,  ad  ogni  chiusura  e  ad  ogni  apertura  del  circuito 


t  Paggtndorffs  Annali".   -  Erga  ni  ungs  band,  \'I  I1873I. 
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induttore,  r  la  resistenza  del  circuito  indotto,  e  conservando  aJ 
k  il  significato  precedente,  si  ha  notoriamente 

kI  =  rQ, 

e  quindi 

/v  — ~  Y        • 

Le  esperienze  che  io  eseguii  per  porre  in  pratica  questo 
procedimento  sono,  in  massima,  le  seguenti: 

Cominciai  a  graduare  il  galvanometro  ed  a  confrontarne  le 
indicazioni  con  quelle  di  una  bussola  delle  tangenti  di  Gaugain. 
A  questo  fine  mi  bastò  collocare  la  bussola  delle  tangenti,  in- 
sieme ad  un  reostato,  nel  circuito  principale  di  una  pila  di  sei 
elementi  Danieli,  e  disporre  due  circuiti  derivati,  uno  formato 
con  un  reostato  a  piccole  resistenze,  l'altro  contenente  insieme 
ad  un  reostato  a  grandi  resistenze  il  galvanometro  che  si  voleva 
studiare.  Facendo  allora  variare  convenientemente  le  resistenze 
sui  reostati,  potei  fare  la  scala  del  galvanometro  e  determinare 
il  coefficiente  di  riduzione  del  medesimo,  ossia  il  valore  da  darsi 
al  coefficiente  C  per  potere,  quando  la  deviazione  a  dell*  ago 
del  galvanometro  è  piccolissima,  calcolare  V  intensità  /  della 
corrente  colla  formola,  che  allora  è  esatta, 

/=  Ca. 

Trovai,  che  assumendo  uguale  ad  i  il  coefficiente  di  ridu- 
zione della  bussola  delle  tangenti,  assumendo  cioè  una  tale 
unità  di  misura  per  le  intensità  di  corrente,  che  la  intensità 
della  corrente  producente  nella  bussola  delle  tangenti  la  devia- 
zione 5  fosse  espressa  da 

/  =  tang  5, 

e  ritendo  che  a  fosse  espresso  in  parti  di  raggio,  sì  aveva 

42986 

Si  disposero  allora  due  circuiti,  uno  induttore  e  1*  altro  in- 
dotto. Nel  primo  stavano  la  pila  di  6  elementi  Danieli,  la  bus- 
sola delle  tangenti,  la  spirale  induttrice  interna  S,  un  reostato 
ed  un  interruttore  per  chiudere  o  rompere  rapidamente  il  cir- 
cuito. L'altro  era  formato  dalla  spirale  esterna  5'  e  dal  galva- 


/ 


"  di  diametro  per 


nometro,  con  due  metri  di  filo  dì  i 
le  congiunzioni. 

Si  cominciò  a  chiudere  il  circuito  induttore,  e  sì  lesse  la 
«ieviazione  dell' ago  della  bussola  delle  tangenti:  essa  era  di 
'o'  30*.  Un'altra  lettura  si  fece  poi  dopo  gli  sperimenti  di  indu- 
Kone,  di  cui  ci  accingiamo  a  discorrere,  e  diede  ancora  io"  30', 
Pwciò  si  potè  ritenere,  che  durante  gli  esperimenti  di  induzione 
Incorrente  induttrtce  raggiungesse  sempre  la  medesima  intensità 
massima;  quella  necessaria  per  imprimere  all'ago  della  bussola 
delle  tangenti  la  deviazione  di  io"  30'.  Questa  intensità  massima 
vale,  per  la  scelta  che  abbiamo  fatta  della  unità  di  misura, 

/=  tang  10°  30', 

H  i  questo  il  valore  da  porsi  nella  espressione  di  it. 

La  determinazione  della  quantità  <^  di  elettricità,  che  pas- 
1  attraverso  a!  galvanometro  ad  ogni  chiusura  del  circuito 
bittore  e  ad  ogni  rottura  del  medesimo,  si  fece  col  metodo 
Hm  moltiplicazione.  Chiuso  il  circuito  induttore,  l'ago  del  gal- 
lometro riceveva  un  piccolo  impulso,  e  dopo  di  aver  deviato 
ava  verso   lo   zero;   quando   esso    vi  passava,  sì  apriva  il 
mito  induttore,  e  l'ago  riceveva  un  impulso  uguale  e  contrario 
1  precedente,  per  cui   deviava   nel  verso  opposto  più  che  pel 
mo  impulso;  quando  l'ago  ritornava  ancora  allo  zero,  st  ri- 
pudeva  il   circuito  e   così   via   via.  Dopo   alcune   oscillazioni, 
mptezza  delle  escursioni  dell'ago  assumeva  un  valor  massimo, 
rimaneva  costante.  Sia  .4  l'escursione  massima   dell'ago, 
H  ottenuta;  se  ne  deduce,  come  è  noto,  l'angolo  d'impulsione  « 
:  l'ago  avrebbe  ricevuto  per  una  semplice  chiusura  del  circuito 
luttore,  qualora  non   vi  fosse  stata   estinzione,  colla  formola 


'  a.3m6/  . 


all'angolo  a  poi  si  deduce  la  quantità  di  elettricità,  che  passa 
pel  moltiplicatore  del  galvanometro  ad  ogni  induzione  mediante 
la  formola 

■  formole  i  è  il  coefBciente  di  estinzione  del  galvano- 
tro,  i  è  il  logaritmo  volgare  di  k  ossia  il  decremento  hgaritmicn, 
i  la  durata  di  una  oscillazione  dell'ago  del  galvanometro. 

,H.  Oftr,.   Vo!  1.  9 
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Si  trovò: 

À  =  0,2358, 
^=1,721, 
A  =  0,1047, 
/=i3",28; 

e  con  questi  dati,  posti  nelle  formole  citate,  si  calcolò 

a  =  0,02793, 
Q  =  0,000003442. 

Quanto  alla  resistenza  r  del  circuito  indotto,  essa  si  com- 
poneva della  resistenza  della  spirale  indotta  =  7,7  U.  S,,  della 
resistenza  del  moltiplicatore  del  galvanometro  =  167  (/.  S.  e 
della  resistenza  dei  fili  d' unione  =  0,3  U,  S.  circa.  Si  aveva 
adunque  r=  175  U.  S. 

Portando  questi  valori  di  /,  di  O  e  di  r  nella  formola 

A*-     j     , 

si  trova 

, 175 .  0,000003442 

tang  10°  30'        ' 

ossia 

k  =  0,003249. 

Per  avere  k  in  unità  assolute  centimetriche,  moltiplichiamo 
questo  numero  per  0,9507.10®;  otteniamo  così 

^  =  3095890  centimetri. 

La  differenza  tra  questo  valore  e  quello  trovato  colle  espe- 
rienze fatte  coi  telefoni  è  75830,  ed  il  rapporto  di  questa  al 
maggiore  dei  due  valori  trovati  è 

75830 

'^^  -  =0,0245. 
3095890      ^^ 

Se  si  pensa  alle  cause  di  errore,  che  accompagnano  gli 
esperimenti  della  natura  di  quelli  descritti,  l'accordo  dei  due 
risultati  si  deve  ritenere  come  più  che  soddisfacente. 

4.  Intensità  delle  estracorrenti.  —  Per  mezzo  della  for- 
mola  (6)  si  possono  determinare  anche  i  valori  di  u',  di  u"  e 
di  P;  e  si    possono    cosi    apprezzare   le    intensità   delle   estra- 
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^^^'^^'"'■^enti  Doa  solo  ndla  sjMraSe  Ì3<£ona  ^.  mau  qnae!  oh^  pi:ùi  àn- 

a  noi,  nei  teldonì  sicssì. 

Senoiichè  per  la  torma  delia  forinola  (61  il  calcolo  rìusacindbb^ 

^aomplicato,  e  (se   si   pensa   al  piccolo  numero  dei  suoni. 

^^  ctMM.     si  è  potato  sperimentare)  oltremodo  incerto.  Si  possono 

^jlmùmL^re  notevt^mente  le  difficoltà  e  rincerterzau  senza  scemare 

j^    oguak  misiira  l'importaiira  teorica  ddla  ricerca,  facendo  per 

^  ^j^E^jaziooe  da  ciò  che  nei  telefoni  adoperati  negli  esperimenti 

^  ba  ^^Si  acddentale,  tralasciando  per  ora  lo  studio  delle  pertur- 

^^^o<^^^,  e  prendendo   di  mira  le  sole  l^:gi  principalL  Noi  im* 

^^^gU^^^remo  sostituiti  ai  due  telefoni  ricex-itori  /'  ed  f  due  te- 

{0fii     ideali  assolutamente  identici.  A\Temo  così  in  luogo  del3e 

«^^  iK^^rognite  u   ed  u"  un*inc(^nita  unica  «,  il  cui  valore  sarà 

^^ta^x^ente  intermedio  fra  quelli  che  competono  ad  u   e  ad  ir*\ 

.f^^ppV'^csentaiKlo  allora  con  r,  r',  r"  vaiorì  delle  resistenze  inter- 

^0ìt^  ^  qudli  dati  dall'esperienza,  potremo  scrìvere  l'equazione 

4^)  ^^^  la  forma  più  semplice 

Per  r  -{■  r'  =^  r"  questa  si  riduce  ancora  a 

Possiamo  porre  m'  =  a-,  (m  -+-  P)*=j',  e  ridurre  così  la  (9') 
ad  una  equazione  di  primo  grado  con  due  incognite.  Allora 
coi  vaiorì  delle  resistenze  trovati  sperimentalmente  pei  vari 
vaiorì  di  T,  i  quali  ci  servirono  nelle  considerazioni  precedenti, 
e  per  mezzo  del  metodo  dei  minimi  quadrati,  si  possono  cercare 
i  vaiorì  più  probabili  di  x  e  di  v,  e  quindi  quelli  di  //  e  di  I\ 
Or  bene  questo  calcolo  conduce  per  l'incognita  ,v  ad  un  valore 
negativo,  e  quindi  per  P  ad  un  valore  immaginario.  Egli  è, 
che  u  non  è  indipendente  da  T,  come  l'accennato  metodo 
suppone. 

Bisogna  adunque  considerare  h  come  una  funzione  di  T,  e 
cercarne  i  valori  corrispondenti    a    diversi  valori  di  T.  A  quc- 


I 
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st'uopo  basta  avere  oltre  alle  esperienze,  di  cui  si  è  già  parlato, 
una  seconda  serie  di  esperimenti  fatti  coi  medesimi  suoni,  ma 
con  resistenze  diverse.  Se  nella  seconda  serie  di  esperienze  si 
ridanno  alle  resistenze  r"  i  valori  che  esse  avevano  nella  prima, 
e  se  si  rappresentano  colle  lettere  greche  p  e  p'  le  nuove  resi- 
stenze medie  poste  sui  due  circuiti  derivati,  si  ha  dalla  (9): 

Per  ogni  valore  di  T  si  hanno  così  due  equazioni,  la  (9)  e 
la  (io),  le  quali  bastano  a  determinare  u  e  P. 
Ponendo 

H^  =  x,        {u  +  P)^  =  y,  (II) 

e  facendo  per  semplicità 

le  due  equazioni  si  riducono  alle 

k^x-by  +  a  {k^  -b)  =  o, 
k^x  —  p^  +  flt>fc»— a8  =  o, 

e  danno 


a  A  —  a  8 


(12) 


Calcolati  in  questo  modo  x  ed  y,  le  (11)  danno 

u  =  \J~x,  P=\jy-^\lx.  (13) 

Il  quadro  seguente  contiene  i  risultati  di  una  serie  di  espe- 
rienze fatte  tenendo  sul  reostato  r  (fig.  i)  una  resistenza  fissa, 
uguale  a  200  U.  5.,  e  riproducendo  col  reostato  r"  le  resistenze, 
che  si  avevano,  pei  medesimi  valori  di  T,  negli  esperimenti 
precedenti.  I  numeri  registrati  in  questo  quadro  rappresentano 
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le  somme  delle  resistenze  lette  sui   reostati  e  di   quelle  dei  fili 
d'unione  e  dei  telefoni. 


1: 

SUONI 

Pi 

h' 

130 

7 

225 

rs" 

p+f' 

IO 

220 

1 
127   j  231 

Fa^.  .  . 

•  i  5»  5 

220 

137 

17 

225 

124   ,  233,  75 

Sol^   .  . 

.  !  IO 

220 

133 

12 

225 

127,5  233,5 

'  Za,.  .  . 

•   9 

220 

136,5 

16 

225 

126, 5 :  235 

!  Do^,  .  . 

•    12 

220 

135 

H 

225 

128, 5  235, 5 

Fa,.  .  . 

7 

220 

147 

31 

^5 

125    241, 5 

!  La,,  ,  . 

•   13 

220 

143 

98 

225 

128    243, 0 

Fa^,  .  . 

.   14 

220 

149 

34 

225 

130   ;  246, 5 

Do,,   .  . 

•  ■  ^7 

220 

145 

28 

225 

132     245 

'  /?^e.  .  . 

9 

220 

165 

50 

225 

126 

253 

Fa,.  ,  . 

•  !  ^5 

1 

220 

149 

33  i 

1 

225 

130 

246,5 

Prendendo  per  p  +  e'  il  medio  aritmetico  dei  valori  di  p^  -h  c\ 
e  di  Pi  4-  p\  ricavati  da  questa  tabella,  calcolando  con  questi 
numeri  i  valori  di  a,  x,  b,  6,  ponendo  k  =  0,0032,  valore  inter- 
medio fra  i  due,  che  abbiamo  trovato,  e  portando  il  tutto  nelle 
(II)  e  nelle  (13),  si  trovano  per  n  e  per  P  ì  valori  seguenti: 


// 


SUONI 

/a,.  . 
Sol^  . 
Za, .  . 
Do,,  , 
Fa, .  . 
L.a, ,  , 
Fa^.  , 
Do,,  . 
Re,,  , 
Fa 


€ 


o  ,003367 
o  ,002841 
o  ,002525 
o  ,002273 
o  ,001894 
o  ,001420 
o  ,001136 
o  ,0007102 
o  ,0004735 
o  ,0004209 
o  ,0003551 


0,00805 
0,00842 
0,00808 
0,00698 

0,0157 

0,0232 

0,0225 

0,0248 
0,0271 

0,0316 
0,0303 


ti 

0,0764 
0,0680 

0,0577 
0,0556 

0,0443 
0,0338 

0,0155 

0,0168 

0,0158 

0,0111 
0,0079 


2,270 

2,395 
2,284 

2,448 

2,343 
2,380 

1,364 
2,365 
3,337 
2,637 
2,225 


'  -0,098 
I  -T-  0,027 

+  0,016 
i  +  0,080 

-0,025 
!  +  0,012 

—  1,004 
-0,003 
"i  0,969 
+  0,269 

-  o,H3 
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I  valori  di  P  calcolati  e  registrati  nella  terza  colonna  del 
presente  quadro,  crescono  visibilmente  col  diminuire  di  T, 
mentre,  per  loro  natura,  dovrebbero  essere  costanti.  Questo 
aumento  regolare  non  può  provenire  unicamente  da  errori  ac- 
cidentali di  osservazione,  e  deve  trovare  una  spiegazione  nella 
formola  stessa,  con  cui  i  numeri  P  furono  calcolati.  L'  espres- 
sione (12)  di  y  ha  nel  primo  termine  il  fattore  k^,  e  quindi  y, 
e  con  y  il  valore  di  P,  può  essere  in  errore  per  un  valore  non 
esatto  attribuito  a  k. 

Le  (12)  e  (13)  mostrano,  che  y  e  P  crescono  col  crescere 

di  k,  ma  siccome  la  frazione ,  ,  per  la  quale  k^  vi  è  molti- 

p  -  ^ 

plicata,  diminuisce  assai  rapidamente  col  diminuire  di  T,  cosi 
se  si  dà  un  incremento  al  valore  di  k  gì*  incrementi  corrispon- 
denti dei  valori  ài  y  e  di  P  sono  tanto  minori  quanto  più  il 
suono  è  acuto.  Si  vede  così,  che  se  si  adottasse  per  k  un  valore 
un  po'  maggiore  del  0,0032  da  noi  adoperato,  si  potrebbero  ot- 
tenere per  P  valori,  nei  limiti  delle  esperienze,  prossimamente 
uguali.  I  valori  di  k  da  noi  trovati,  sì  colle  misure  galvanome- 
triche come  col  mezzo  dei  telefoni,  sono  adunque  affetti  da  un 
errore  in  meno.  Cercando  il  valore  di  k  che  soddisfa  meglio 
alla  condizione  di  condurre  a  valori  di  P  poco  diversi  tra  loro, 
si  potrebbe  arrivare  ad  un  valore  più  approssimato  di  questa 
costante. 

I  valori  di  n  invece,  come  mostra  la  i.*  delle  formole  (12), 
non  dipendono  dal  valore  attribuito  a  ^,  e  non  possono  conte- 
nere altri  errori,  che  quelli  dipendenti  da  errori  di  osservazione. 
Ora  i  numeri  trovati,  e  registrati  nella  quarta  colonna  della  ta- 
bella precedente,  formano  una  progressione  abbastanza  regolare^ 
e  mostrano  che  u  diminuisce  col  crescere  dell'  altezza  dei  suoni. 

La  quinta  colonna  della  tabella  precedente  contiene  i  valori 

del  rapporto  -=.  Essa  pone  in  evidenza  un  fatto  notevole:  questo 

rapporto  è  costante.  Infatti,  se  si  eccettuano  i  numeri  corrispon- 
denti ai  suoni  La^  e  Do^,  i  quali  presentano  divergenze 
visibilmente  accidentali,  tutti  gli  altri  differiscono  dal  medio 
aritmetico  2,368  di  quantità,  che  non  superano  le  differenze 
attribuibili  agli  errori  di  osservazione  probabili  in  così  fatti 
esperimenti.  I  valori  di  queste  differenze  sono  registrati,  coi 
loro  segni,  neir ultima  colonna  della  tabella,  intestata  S.  Anche 
tenendo  conto  dei  due  numeri  corrispondenti  ai  suoni  La^^  e  Do^ 
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che  si  allontanano  eccezionalmente  dalla  legge  enunciata,  l'errore 
probabile  del  medio 

2,  368, 


^'^745\/-„^^4^3-=^'^'7, 


e  l'errore  probabile  relativo  non  è  che 

0,0917 

,-^=0.039. 

Studiando  la  funzione  di  T,  che  noi  abbiamo  rappresentato 

con  Zf  abbiamo  trovato  che  il  rapporto  -^  diventa  costante  per 

z         , 
suoni  vicini  al  Re^  o  più  elevati  di  esso,  ma  che  -=:  diminuisce 

col  crescere  di  T^  quando  T  supera  il  valore  corrispondente  a 
questa  nota.  Probabilmente   succederebbe   lo    stesso  del  valore 

di  —  quando  si  dessero  a   T  valori  maggiori  di  quelli,  su  cui  si 

è  sperimentato.  La  grandezza  u  rappresenta,  rispetto  all'  indu- 
zione del  telefono,  ciò  che  z  rappresenta  rispetto  all'  induzione 
della  spirale  5,  ed  è  probabile  che  la  linea  dei  valori  di  «, 
estesa  al  di  là  del  suono  più  basso  fra  gli  sperimentati,  presenti 
l'aspetto  della  linea  delle  z. 

Immaginiamo  che  il  telefono  medio,  a  cui  si  riferiscono  i 
valori  di  «,  di  cui  abbiamo  parlato,  funzioni  come  ricevitore  in 
un  circuito  di  resistenza  r,  che  la  corrente  periodica,  che  ne 
percorre  la  spirale,  abbia  l' intensità 

/  =  a  sen  —  /  ; 

r  intensità  della  estracorrente  dovuta  al  telefono  ù 

di    H  2r: a  u  2  - 

air  ri  T 

e  il  rapporto  tra  il  valore   massimo  di  ;'  ed  il  valore  massimo 
di  /  è 

2  -  « 
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Ma  abbiamo  trovato,  che  nei  limiti   delle  nostre  esperienze  -= 

è  indipendente  da  7",  dunque  a  parità  della  resistenza  del  circuito 
il  rapporto  tra  l' intensità  massima  della  estracorretite  prodotta 
dal  telefono  e  V  intensità  massima  della  corrente  principale  è  co- 
stante, indipendente  dalla  durata  della  oscillazione. 

Se  ne  deduce  subito,  che  sono  costanti  anche  i  rapporti 
delle  intensità  medie,  ed  i  rapporti  delle  intensità  totali,  ossia 
delle  quantità  di  elettricità  trasmesse  nella  durata  di  un  periodo. 

Se  in  un  circuito,  ove  con  un  telefono,  o  con  altro  mezzo 
si  produca  una  corrente  periodica,  la  cui  intensità  sia  data,  in 
funzione  del  tempo,  dall'equazione 

/=  A  sen  -^  (/  +  «), 

si  inserisce  un  telefono  ricevitore,  questo  riduce  l'intensità  della 
corrente  al  valore 

r  =     sen  -^  {t  f  a') . 

.      2  7:    M  I 

r  1 

Ol   ZZ     ti. 

Ora  nei  limiti  delle  nostre  esperienze,  il  numero  i  A -=• 

è  indipendente  dal  valore  di  T\  dunque  possiamo  anche  dire: 
un  telefono  ricevitore,  inserito  in  itn  circuito,  in  cut  esista  una 
corrente  di  intensità  I,  riduce  questa  intensità  ad  una  frazione  I 
del  valore  primitivo  la  quale,  nei  limiti  di  queste  esperienze,  non 
dipende  dalla  durata  del  periodo. 

Se  l'intensità  della  corrente,  che  si  ha  nel  circuito  prima 
della  inserzione  del  telefono,  invece  di  essere  rappresentata 
dall'equazione  di  una  sinusoide,  è  una  funzione  periodica  qua- 
lunque del  tempo,  ed  è  data  dalla  serie  trigonometrica 

I=A  sen  —  (t  -T  ^)  +  A^  sen  -^r  (/  -}-  aj  4- . . . , 
l'inserzione  del  telefono  ricevitore  ne  riduce  il  valore  a 

/'---   ^-     -  sen  ^  (/  +  a')  + 

.    2  -  f<  / 

i  +  Vr 
i  +  Vr 


Considerando  la  corrente  periodica,  che  percorre  il  circuito 
di  due  telefoni,  come  la  rappresentante  del  suono,  che  si  tra- 
smette, possiamo  dire;  le  estracorrettli,  che  si  producono  tic/  U- 
UfoBù  ricevente,  affievoliscono  nella  medesima  proporzione  te  inten- 
sità di  hilli  i  suoni  elementari,  di  chi  si  compone  il  suono  trasmesso, 
e  perciò  quelle  eslracorrenli  non  alterano  la  tempera  del  suono. 

È  verosimile,  che  la  stessa  cosa  si  possa  dire  delle  estra- 
correnti,  che  si  producono  nel  telefono  trasmettitore.  Dunque, 
nei  limiti  fra  cui  si  esperimentò,  le  eslracorrenli  non  hanno 
parie  alcuna  nelle  alterazioni  di  tempera,  die  possono  avvenire 
nella  Irasmissionf  dei  suoni  per  messo  di  telefoni. 

[u  asserii  nella  nota  citata  relativa  alla  tempera  dei  suoni, 
e  cercai  di  mostrare  più  diffusamente  in  una  conferenza  Sul  le- 
iefono  '  fatta  nella  Società  degli  Ingegneri  e  degli  Industriali  di 
Torino,  che  i  suoni  meglio  trasmessi  da!  telefono  sono,  entro 
certi  limiti,  i  più  acuti,  e  che  perciò  la  tempera  di  un  suono 
complesso,  trasmesso  co!  telefono,  deve  riuscire  alterata  pel 
rinforzo  relativo  degli  armonici  acuti.  Quando  nejl*  esaminare  ì 
fenomeni,  che  avvengono  nel  telefono,  non  si  tien  conto  ne 
delle  estrac  or  re  n  ti,  né  dei  ritardi  delle  variazioni  dello  stato 
magnetico  delle  calamite,  questa  proposizione  scaturisce  imme- 
diatamente dal  fatto,  che  la  intensità  di  una  corrente  indotta  da 
una  calamita  fìssa  è  proporzionale  alla  derivata,  rispetto  al 
tempo,  della  intensità  del  magnetismo.  Du-Bois  Reymond  aveva 
fatto,  come  seppi  poi,  la  medesima  osservazione,  "  e  più  tardi. 


'  Vedi  ta  stessa  alla  pag.  91  di  questo  valui 
■  Dl-Bois  Revmokd,   finuiltt  ani   Ttliphoii. 
•elltchaft  lu  BerJin,  1877,  N,  4, 


Verhand.  der   pliysiolog.  ( 
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confutando  alcune  obbiezioni,  riaffermò  a  questo  riguardo  la  sua 
opinione.  *  Altri  invece,  pensando  alla  durata  dei  periodi  va- 
riabili delle  correnti  e  delle  elettromagneti,  la  quale  non  è  tras- 
curabile a  fronte  della  durata  delle  oscillazioni  sonore,  spe- 
cialmente pei  suoni  più  acuti,  asserirono,  che  i  suoni  meglio 
trasmessi  dal  telefono  sono  i  più  gravi,  e  che  quindi  l'alterazione 
della  tempera  prodotta  dalla  trasmissione  telefonica  deve  essere 
rinversa  di  quella  testé  detta.  Alcuni  esperimenti  del  Bell  stesso* 
parevano  giustificare  questa  opinione,  la  quale  trovò  anche  un 
appoggio  nella  osservazione  fatta  da  alcuni  fisiologi,  che,  teta- 
nizzando  per  mezzo  delle  correnti  telefoniche  i  muscoli  di  una 
rana,  questa  si  mostrava  più  sensibile  alla  vocale  u  che  alla  /, 
che  pure  è  caratterizzata  da  un  armonico  molto  acuto,  dal  re^.  ' 
Ora  a  me  pare,  che  dai  risultati  su  riferiti  si  possa  dedurre,  se 
non  una  risposta  decisiva  a  questa  questione,  almeno  qualche 
indizio  atto  ad  illuminarla. 

Infatti,  se  è  vero  che  le  estracorrenti  nel  telefono  mittente, 
come  nel  ricevente,  abbiano  per  effetto  di  affievolire  le  correnti 
corrispondenti  ai  diversi  suoni  elementari,  tutte  nel  medesimo 
rapporto,  quelle  estracorrenti  non  alterano  la  tempera  dei  suoni; 
e  per  vedere  se  questa  si  modifichi  basta  considerare  ciò  che 
avverrebbe  nel  telefono  se  quelle  non  esistessero.  Ora  se  le 
variazioni  di  stato  magnetico  delle  calamite  si  facessero  in  un 
tempo  trascurabile  a  fronte  della  durata  di  una  oscillazione  della 
lastrina,  Tintensità  delle  correnti  indotte  dal  moto  di  questa  sa- 
rebbe inversamente  proporzionale  a  7".  Il  ritardo  nella  varia- 
zione dello  stato  magnetico  non  essendo  trascurabile,  l'intensità 
della  corrente  indotta,  col  diminuire  di  T,  crescerà  meno  rapi- 
damente di  ciò  che  vuole  questa  legge.  Di  quanto?  Lo  studio 
delle  estracorrenti  ci  dimostra  che  quel  ritardo,  unito  alle  indu- 
zioni secondarie  e  all'azione  delle  correnti  indotte  che  si  pro- 
ducono nella  massa  stessa  dell'  acciaio,  hanno  per  effetto  la 
produzione  di  una  corrente,  la  cui  intensità  è  indipendente  da  T, 
Dunque  è  verosimile  che  il  solo  ritardo  nelle  variazioni  ma- 
gnetiche faccia  sì  che  V  intensità  della  corrente  indotta  non  sia 


^  Id.  Zusatz  zu  einer  am  30  nov.  1877  der  physiologischcn  Gesellschaft  zu 
Berlin  gemachtcn  Mittheilung.  {Archiv.  f.  Phys.,  p.  582,   1877.) 

''  Vedi  Ferrini  :  Elettricità  e  uiagnetismo,  Milano,  1878,  p.  545. 

'  Vedi  Beibliitter  zu  lieit  AnnaUn  der  Physik  und  Chemie.  Band  H.  Stflck  i, 
pag.  51-52. 
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ne  inversamente  proporzionale  a  T^  né  costante,  ma  variabile 
con  una  legge  intermedia.  Se  questo  ragionamento  regge,  se 
ne  deduce,  che  l'intensità  della  corrente  prodotta  dal  telefono 
mittente  cresce  col  diminuire  di  T^  e  che  quindi  le  correnti 
corrispondenti  ai  suoni  acuti  sono  rinforzate  rispetto  a  quelle, 
che  corrispondono  ai  suoni  gravi. 

Molte  esperienze  qualitative,  che  citai  già  in  altra  occasione, 
conducono  alla  medesima  conclusione.  Contro  queste  esperienze 
non  ha,  a  parer  mio,  grande  valore  1*  esperimento  fatto  sulla 
tetanizzazione  della  rana,  giacché: 

i.°  Il  Re^f  armonico  caratteristico  più  acuto  della  vocale  i 
può  essere  al  di  là  del  limite,  che  forse  esiste,  oltre  il  quale  i 
suoni  acuti  cessano  di  avere  un  vantaggio  rispetto  ai  gravi. 

2."  Alcuni  suoni  acuti,  e  fra  questi  può  esservi  il  re^ , 
possono  essere  fortemente  sentiti  dall'orecchio  ed  avere  ciò  non 
di  meno  oggettivamente,  fisicamente  una  minima  intensità. 

Possiamo  esprìmere  altrimenti  la  proposizione,  che  abbiamo 
enunciato  sulla  intensità  delle  estracorrenti .  Rappresentiamo 
con  /  non  più  il  valore  variabile,  funzione  del  tempo,  della  in- 
tensità della  corrente  esistente  nel  circuito  prima  della  inserzione 
del  telefono  ricevitore,  ma  il  suo  valore  medio;  e  similmente 
rappresentiamo  con  /'  il  valore,  a  cui  questo  medio  si  riduce 
dopo  l'inserzione  del  detto  telefono;  abbiamo 

7=        '  . 

'Z'T,    ti 
I    J. 

r   T 

Ora,  se  con  E  si  rappresenta  il  valor  medio  della  forza 
elettromotrice,  a  cui  è  dovuta  la  corrente  /,  abbiamo 


r 


quindi 


I  = 

r  --  2  - 


E 
ti 

r 


Dunque  l'inserzione  di  un  telefono  ricevitore  in  un  circuito 

2  ^  // 
equivale  alla  inserzione  di  una  resistenza  ,  la  quale,  stando 

ai  risultati   delle    nostre    esperienze,  è    sensibilmente    costante. 
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indipendente  dalla  altezza  dei  suoni  trasmessi.  Dando  ad  y 
valore  medio  2,368  trovato  poc'  anzi,  abbiamo 

-^  =14,88    unità  Siemens, 

^   centimetro 
'  secondo 

Supponendo    di    misurare    le   resistenze  in   unità  Siemens,^ 

e  sostituendo    in   questo   caso    in    /'   il    corrispondente   valore-^ 

,.  2  t:  « 
di  —    : 

/'  =  - 


r+14,88 

Queste  conclusioni  e  queste  formole  non  si  potrebbero 
senza  altre  esperienze  applicare  al  caso  di  suoni  notevolmente 
più  bassi  di  quelli  su   cui   si  è  sperimentato.  E  anzi  certo  che 

per  suoni  molto    gravi  —  va   diminuendo    col   crescere    di    T\ 

allora  l'inserzione  del  telefono  ricevitore  nel  circuito  afBevolisce 
tanto  meno  la  corrente  quanto  più  il  suono  è  grave. 


PARTE  II. 

SUL  VALORE  ASSOLUTO 
DELL'INTENSITÀ  DELLE   CORRENTI   NEL  TELEFONO. 

La  seconda  serie  di  esperimenti  ha  per  iscopo  di  misurare, 
per  suoni  di  diverse  altezze,  l'intensità  delle  correnti  necessarie 
per  porre  in  azione  un  telefono  ricevitore,  in  modo  da  fargli 
produrre  un  suono  percettìbile. 

Il  procedimento  seguito  per  fare  questa  misura  consiste  in 
ciò:  collegare  ad  un  circuito  principale  due  circuiti  derivati, 
contenenti  l'uno  una  resistenza  piccolissima,  nota  e  variabile  a 
volontà,  r  altro  un  reostato  a  grandi  resistenze  ed  un  telefono 
ricevitore;  mediante  una  pila  ed  un  opportuno  interruttore  tras- 
mettere pel   circuito    principale    una   corrente  periodica,  la   cui 
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intensità  sia  una  nota  funzione  del  tempo;  e  colle  resistenze 
variabili  dei  due  circuiti  derivati  ridurre  la  noia  fondamentale 
del  suono  dato  dal  telefono  ad  essere  appena  percettibile.  Co- 
noscendo l'intensità  della  corrente  principale  ìn  funzione  del 
tempo,  si  può  calcolare  il  primo  termine  periodico  della  sene 
trigonometrica,  con  cui  quella  funzione  si  può  rappresentare; 
conoscendo  poi  le  resistenze  dei  circuiti  derivati,  si  può  calcolare 
il  coefficiente  del  termine  corrispondente  della  serie  esprimente 
l' intensità  della  corrente,  che  agisce  nel  telefono;  questo  coef- 
ficiente è  il  valor  massimo  dell'intensità  della  corrente,  a  cui  è 
dovuto  il  suono  semplice  fondamentale,  appena  percettibile,  su 
cui  si  esperimenta. 

La  disposizione  adottata  per  tradurre  in  pratica  questo  pro- 
cedimento è  la  seguente:  in  una  stazione  A  (fig.  3,  Tav.)  v'ha 
una  pila  Pà\6  elementi  Léclanché,  una  bussola  delle  tangenti  T 
ed  una  sirena  elettrica  S;  in  un'altra  stazione  B  stanno  il  te- 
lefono F,  un  reostato  a  rocchetti  di  resistenza  R,  ed  un  grosso 
filo  di  rame  nudo  CD,  ben  uniforme  ed  omogeneo,  di  cui  si  è 
studiata  preventivamente,  con  molta  cura,  la  resistenza.  Le  due 
stazioni  sono  congiunte  con  due  tìli  di  linea  a  e  e  bd.  Il  polo 
positivo  della  pila  P  è  collegato  nel  punto  o  colla  armatura 
vibrante  della  sirena  elettrica;  Ìl  polo  negativo  è  collegato  con 
una  delle  estremità  della  spirale  magnetizzante  della  elettro- 
magnete S  e  col  filo  di  linea  ac\  le  due  viti  d'arresto  dell'ar- 
matura oscillante  della  sirena,  le  quali  sono  isolate,  e  si  vedono 
rappresentate  schematicamente  in  u  ed  in  /',  comunicano  ['una 
colla  seconda  estremità  della  spirale  S,  V  altra,  per  mezzo  del 
filo  g,  colla  bussola  delle  tangenti  T,  e,  col  mezzo  di  questa, 
col  secondo  filo  di  linea  bd.  Nell'altra  stazione  i  due  fili  di  linea 
sono  collegati  alle  due  estremità  del  filo  di  rame  CD.  I  fili  di 
unione  cC  t  dD  corrono,  come  mostra  la  figura,  paralleh  e 
vicinissimi  al  filo  CD  onde  evitare,  per  quanto  è  possibile,  le 
correnti  indotte,  le  quali  potrebbero  complicare  i  fenomeni.  In 
un  punto  M  del  filo  CD,  presso  una  delle  estremità  di  questo, 
é  saldalo  un  filo  n  unito,  all'altro  capo,  con  uno  dei  morsetti 
del  telefono  F',  1'  altro  morsetto  di  questo,  con  un  filo  m,  co- 
munica col  reostato  R,  e  questo,  col  filo  q,  è  collegato  ad  una 
pinzetu  A' scorrevole  lungo  il  filo  CD.  Un  regolo  diviso  in 
millimetri  misura  la  lunghezza  variabile  M  N, 

Stabilite  le  descritte  comunicazioni  colla  pila,  la  sirena  S 
entra   in   azione,  e  produce   un    suono   del   quale   sì   può,  fra 
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limiti,  far  variare  l'altezza  regolando,  per  tentativi,  le  posizio^^  * 
delle,  viti  di  arresto  Vedu,  e  l'intensità  della  forza  antagonista^ 
Ora  è  chiaro  che,  ad  ogni  oscillazione  dell'armatura  della  siren^^ 
la  pila  P  si  trova  posta  per  qualche  tempo  nel  circuito  formata  ' 
dai  fili  di  linea,  dalla  bussola  T  e  dal  filo  C  Z>.  Infatti,  allorchi» 
l'armatura  della  sirena  è  attratta  dalla  elettromagnete  S,  e  che^ 
distaccandosi  dal  contatto  u,  essa  rompe  la  comunicazione  dells^ 
spirale  ^  colla  pila,  essa  armatura  viene  a  contatto  colla  vite 
e  chiude   il    circuito   PoVgTbdDCcaP;  la  corrente 
per  questo   circuito   finché,  sollecitata   dalla   forza  antagonista^, 
V  armatura   abbandona  la  vite   V  per  venirsi  ad  appoggiare  di 
nuovo  contro  la  vite  f#.  Ma   quando   questo   succede,  di  nuovo 
la  corrente,  per  mezzo  del  contatto  u,  passa  nella  spirale  ma- 
gnetizzante  della   elettromagnete   5,    di    nuovo   questa   attrae 
r  armatura,  e  di    nuovo   questa,  toccando   la   vite  F,  chiude  il 
circuito  di  linea.  Più  semplicemente  si  sarebbe  potuto  collocare 
la  sirena  nel  circuito  di  linea  ;  ma  allora  le  estracorrenti  intense, 
clic  si  produrrebbero  sulla  linea  per  l'inserzione  in  essa  della 
elcttn>magnete,  renderebbero  difficile  ed  incerto  il  calcolo  degli 
es|verimentì.    Risultati   migliori    si   otterrebbero  certamente,  se 
in\Tce  di  adoperare,  come  fui  costretto  a  fare  io,  una  semplice 
sirena  destinata  a  produrre  da  sola  una  serie  di  suoni  di  altezze 
diverse,  si  tacessero   servire,  come   interruttori   della  corrente, 
diversi  dìa|\ison  tenuti  in  vibrazione  elettromagneticamente. 

IVr  esperimeììtare  col P  apparecchio  descritto,  eravamo  ih 
tte:  io,  rìn>::rgnero  Ce<iaiv  Penati,  che  mi  coadiuvò  in  tutte  le 
esporiotìre.  ohe  formano  Toggetio  dì  questa  memoria,  ed  il  mio 
pivj\n \\ion\  lo  stava  nelKi  stazione  P  p)er  gli  apprezzamenti 
\vl  trlctotu^  e  per  le  detennìnaiioni  di  resistenze:  l'ing.  Penati 
<sl  il  jMvjMratotr  stavano  nella  stagione  A,  ed  erano  incaricati  : 
il  primo  \li  faiv  lo  ìettutr  alla  bus:;^^!a  e  di  apprezzare  le  altezze 
dei  s\^onì»  TaUiv  di  svNrvojjliare  !a  serena,  acciocdiè  per  tutta  la 
dxìVAta  di  oiaNOunA  e.^:H"vic:*.-a  essa  desse  un  medesimo  suono. 
r;\  oaìn.vAitello  e!c;:ri\V.  :x^sto  s;:  vii  u'ì  A*:ro  circuito  di  linea, 
^oìMva  jvì  tva<mettrrxn  soj^na*:  vW^ny-v^::.  Ad  un  mio  segnale 
1.  ì>i\n\;*,  aix'^^.v  vaottova  i:*.  A5n^:>o  la  sirena  elettrica,  e  quando 
s»^;n^x;,x  x?,;\,*,  ;^t  xuotìo  ^s^^'i  '".oiTs^  o  v\vsrar,:e.  Ting,  Penati  da 
\ì>a  :vi\;v  %\:  u^  xl;'ral;:a  ;w  ricr^v^  òc;  :c\eK»no,  ne  apprez- 
ra\av,*o  ;  a  »o'  ,;  \''o- a  r*x  rs^^\^:'.  :v^rrva  attenzione  alla 
*n;;xxnv,^  ^  ^  ,r;  A<\^  x,^;;,^  ;\;;.x..^.  òiN^a  A^iT^^rste  intermittente, 
,txx;N*^'\,i  ;;  ^  ;  ^:,'\   ì    ,- »o  oAv;.;  *;.'    ,-,^     ,^    .^.^sta  un*  rcsist^nza 
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1  reostato  R,  faceva  SL-orrere  lungo  il  filo  CD  la  pinzetta  N, 
finché  il  suono  ricevuto  per  mezzo  del  telefono  F  diventasse 
appena  percettibile.  Nell'istante,  in  cui  ciò  avveniva,  io  dava 
wr»  segnale  agli  operatori  deli'allra  stazione;  a  quel  segnale 
l'ìng.  Penati  leggeva  e  registrava  In  deviazione  =  dell'ago 
della  bussola,  e  poi,  il  più  presto  possibile,  fatta  fermare  dal 
preparatore  l'armatura  della  sirena  contro  la  vite  V ,  cosi 
che  la  corrente  passasse  in  modo  continuo  attraverso  alla  bus- 
»la,  leggeva  e  registrava  la  nuova  deviazione  ■!•■  Io  intanto 
i*KÌstrava  la  resistenza  R  del  circuito  derivato  oontenente  il 
tirttfono  ed  il  reostato  R,  e  la  lunghezza  A'^  di  filo  compresa 
ir*  la  saldatura  M  e  la  pinzetta  A'. 

Per  mezzo  di  questa  lunghezza  io  poteva  poi  calcolare  la 
resistenza  del  filo  medesimo  servendomi  dei  risultati  di  una 
5*ne  di  esperimenti  preliminari.  Questi  esperimenti  avevano 
consistito  nel  misurare  con  un  buon  ponte  di  Wheatstone,  co- 
strutto dalla  casa  Siemens  ed  Halske,  la  resistenza  di  porzioni 
di  uguale  lunghezza  prese  sul  filo,  con  cui  si  voleva  poi  fare 
il  reocordo  CD,  e  spostando  via  via  l'origine  dì  quelle  porzioni 
uguali  di  cinque  in  cinque  centimetri,  fino  a  far  percorrere  a 
questa  origine  la  lunghezza  di  un  metro.  Formando  poi  il  reo- 
cordo col  metro  di  filo,  lungo  il  quale  si  era  spostata  l'origine. 
ìo  era  certo  delia  sua  omogeneità,  e  conoscevo,  con  sufiìciente 
esattezza,  la  resistenza  di  una  determinata  lunghezza  presa  su 
di  esso.  La  resistenza  di  un  centimetro  era  uguale  a 

0,000069  ^'-  ■^■ 

Moltiplicando  per  0,000069  '^  lunghezza  N  M  espressa  in  cen- 
timelrì,  io  aveva  in  unità  Siemens  la  resistenza  r  del  circuito 
derivato  M  N. 

Con  questi  dati  : 

&  deviazione  dell'ago  della  bussola,  menye  la  corrente  è 
periodicamente  interrotta  dalla  sirena; 

1  deviazione  dell'ago  della  bussola  mentre,  stando  l'armatura 
della  sirena  in  contatto  colla  vite  ('  la  conente  passa  attraverso 
alla  bussola  in  modo  continuo; 

T  resistenza  del  circuito  derivato  M N; 

R  resistenza  del  circuito  derivato  M  Fm  Rq  N; 
si  può  calcolare   il   coefficiente   del   primo   termine   della  serie 
trigonometrica,  che  esprime,  in  funzione  del  tempo  t,  la  intensità 
della  corrente,  per  cui    funziona  il  telefono  F;  e  questo  coeffi- 
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cicute  è  il  valore  massimo  della  intensità  della  corrente  corri- 
spondente al  suono  fondamentale,  che  è  quello,  su  cui  si  espe* 
rimenta. 

A  quest'uopo  io  osservo,  che  non  essendovi  spirali  nel 
circuito  della  bussola,  e  potendosi  quindi,  senza  grave  errore, 
fare  astrazione  dalle  estracorrenti,  si  può  ammettere,  che  l'inten- 
sità /della  corrente  nel  circuito  principale  NCcaPVg  TbdDM 
abbia  un  valore  costante  massimo  /  per  tutto  il  tempo  durante 
il  quale  l'armatura  sta  appoggiata  alla  vite  i;,  ed  un  valore  nullo 
per  tutto  il  tempo  in  cui  l' armatura  non  tocca  la  vite  V,  Se 
adunque  noi  diciamo,  come  al  solito,  T  la  durata  di  una  oscil- 
lazione completa,  e  ^  il  tempo,  per  cui  dura  il  contatto  in  V, 
possiamo  dire  che  la  intensità  periodica  /  è  una  funzione  del 
tempo  /,  la  quale  ha  il  valore  costante  /  per  tutto  il  tempo  5, 
poi  il  valore  zero  per  un  intervallo  di  tempo  =7^—5,  poi  di 
nuovo  il  valore  /  per  un  altro  tempo  uguale  a  ^,  poi  di  nuovo 
il  valore  zero,  e  così  via  via.  Ora,  se  ad  una  tale  funzione  ap- 
plichiamo la  formola: 

*W  =  y(^?(«)rf«+y2jj(«)cos-^^(«-/)rf«, 

che  dà  lo  sviluppo  in  serie  trigonometrica  di  una  funzione  qua- 
lunque di  /  periodica  col  periodo   7)  troviamo 

^=/hr  +  —    Z  — sen  -       ^.cos-;^^  / . 

Il  coefficiente  del  primo  termine  periodico  di  questa  serie,  cioè 
del  termine  corrispondente  al  suono  fondamentale,  è 


2/ 


sen  -^  ,  (14) 


e  si  può  calcolare  facilmente  coi  dati  dell'esperienza.  Infatti  si 
ha,  dicendo  C  la  costante  di  riduzione  della  bussola  delle 
tangenti  : 

y=Ctan},  (15) 

'  —  '^"^  titii 
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Conosciuta  l'intensità  1  della  corrente  principale,  se  ne  de- 
duce subito  l'intensità  della  corrente  derivata,  che  passa  pel 
telefono.  Dando  alla  lettera  n  il  significato,  che  essa  aveva  nella 
prima  parte  di  questo  lavoro,  e  ripetendo  pel  sistema  dei  due 
circuiti  derivati  r  ed  /?  i  calcoli,  che,  nello  studio  dell'apparecchio 
per  la  prima  serie  di  esperienze,  hanno  servito  a  determinare 
il  valore  di  i*,  si  trova,  che  il  coefficiente  del  primo  termine 
periodico  della  serie  trigonometrica  esprimente  l'intensità  della 
corrente  cercata  è 

-                       sen  -=: 
^.^2y_  r 7     

r  ^  lr-+^  t] 

E  questa  è  la  nostra  incognita,  se,  come  io  ebbi  cura  di  fare, 
negli  esperimenti  col  telefono  si  è  posta  attenzione  al  solo 
suono  fondamentale,  e  se  si  è  fatto^  per  quanto  è  possìbile, 
astrazione  dagli  armonici,  che  l'accompagnavano. 

Se  nel  fare  le  esperienze  si  danno  ad  /?  valori  abbastanza 

— -J-— j    del   denominatore   può   rendersi 

affatto  trascurabile  a  fronte  dell'unità.  Se,  per  esempio,  come 
nelle  mie  esperienze,  si  fa  /?  =  1000  unità  Siemens,  e  se,  giusta 
le  conclusioni  delle  esperienze  descritte  nella  prima  parte  di 
questo  lavoro,  si  fa  (p.  140) 

^^''=14,88^.5., 


si  ha 


(2  -  f/     I  V 


frazione  minima  a  fronte  degli  errori  possibili  in  ricerche  come 
quelle,  di  cui  ci  occupiamo.  In  questo  caso  si  può  anche  tra- 
scurare nel  denominatore  della  espressione  di  /  la  resistenza  r 
a  fronte  della  R,  e  scrivere 

2  /  -  S-      r 

/  "  —    sen  -—  .  - ,^  .  (18) 

G.  Ferraris,  Opttt,  Voi  I.  io 
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Si  potè  esperi  mentare,  coll'esposto  metodo,  su  cinque  suoni 
di  altezze  diverse:  Do^,  Fa^,  La^,  Do^,  Re^.  1  risultati  delle 
osservazioni  sono  contenuti  nel  quadro  seguente: 


SUONI 

I 
T 

z, 
1 

« 

r 

R 

Z>o,.  .  .  . 

264 

14-36' 

32*    0' 

0,0060 

1000 

Fa^ .... 

352 

14"  45' 

29"  15' 

0,0048  : 

1000 

;    La^.  .  .  . 

440 

H'3o' 

25^  0' 

0,0033 

1000 

Do^.  .  .  . 

528 

15'    7' 

21^52' 

0,0030 

1000 

j    Re, 

1 

594 

14-36' 

I9052' 

0,0030 

i 

1000 

Se  si  misurano  le  intensità  delle  correnti  in  unità  elettro- 
magnetiche (CGS),  la  costante  di  riduzione  della  bussola  delle 
tangenti,  che  si  adoperò  in  queste  esperienze,  è  0,0100. 

Con  questi  dati  e  colle  fòrmole  (15),  (16),  (18)  si  ottengono 
i  valori  di  f  registrati  nella  terza  colonna  del  quadro  seguente  : 


SUONI 

>     I 
T 

.  centim.  Vj    gram.  Vi 
secondo 

• 

1 

A 

Do^,  .  . 

264 

0,  000  000  002  306 

0,  000  161 

—  0,000024 

/«,.  .  . 

•      352 

001  704 

0,  000  211 

+  o,ooooa6 

La^ .  .  . 

.      440 

965 

0,  000  187 

i  0,000002 

Do,.  .  . 

.      528 

656 

0,  000  183 

—  0,000002 

R(\,  .  . 

•      594 

531 

0,  000  187 

•  0,000002 

Medio 

0,  000  185 

1 

L' ispezione  di  questi  valori  mostra,  che  V  intensità  1  della 
corrente  necessaria  per  far  agire  in  modo  percettibile  un  me- 
desimo telefono  ricevitore  non  è  costante,  ma  che  invece  di- 
minuisce rapidamente  col  diminuire  della  durata  delle  oscillazioni 
sonore,  cioè  col  crescere  deiraltezza  del  suono.  Nei  limiti  delle 
nostre  esperienze  questa  intensità  di  corrente  sembra  variare 
in  ragione  diretta  del  quadrato  della  durata  di  oscillazione. 
Vedansi  infatti    nella    quarta    colonna   del   quadro  precedente  i 

valori  di  —  e  neirultima  colonna  le    diftercnze  A  tra  i  singoli 
valori  di  questo  rapporto  ed   il  loro  medio  aritmetico  0,000185. 


e  dgile  éntrncarrgnU  net  leieffinti.  [47 


Da  qiiffto  fiitto  però,  anche  quandi}  !o  s  verìdcasse  tra 
lìmiti  più  estesi,  non  si  potrebbe  (iedurre  alcuna  consseguenza 
^rca  la  sens3>iEtà  dei  teie&ino  per  -Hioni  'ii  «ii v'arsa  altezza 
Imperocché  non  si  può  dire,  che  quando  due  «ioni  di  diverge 
altezze  cominciano  ad  esaere  percettibilL  ad  un  medesimo  orecchiti» 
essi  afabiaiio  la  medesmuL  intenstà.  E  inv^^e  assai  probabile, 
die  ndla  regione  mediana  ddla  .•lerie  de*  aunni  mnairali,  nella 
<liiale  resone  sono  situaci  ì  suoni,  a  cui  s  riferiacono  le  narrate 
esperienze,  la  ynwhilità  ddrocccdiio  cresca  col  crescere  del> 
Taltezza  «lei  soonL  Questa  considerazione  potrebbe  bastare  da 
sé  a  spiccare  E  fimo,  cfie  noi  abinamo  constatato.  Viceversa^ 
quando  per  altra  ¥ia  si  rìnacisae  a  determinare  la  legge  che 
lega  la  seosBAità  del  teiefeno  alla  altezza  érf  suoni,  ^i  potrebbe 
daDe  nostre  c^icrienze,  o  da  altre  ^'mili,  ricavare  la  legge  che 
lega  la  sensibilità  delForecdiso  all'altezza  dei  ^uoni. 

Per  quel  die  riguarda  il  valore  assoluto  deile  intensità 
trovate,  piaremi  twaervare  come  con  queste  ^  accordino  assai 
bene  i  valori  stati  indicati,  non  io  con  quali  procedimenti,  dal 
sig.  R.  S.  Broogh  ^  e  éai  Warren  de  la  Rae.  '  0  Broogh  disse 
che  un  teiefeno  può  operare  con  una  corcftnttt  uguale  a 

lo-^  unità  assolate  iC G  S): 

ed  il  Warren  de  la  Rue  a.?serr.  che  l' inceasica  delle  correnti 
telefoniche  è  quella,  die  sarebbe  data  da  un  elemento  Danieli 
in  un  circuito  di  resistenza  uguale  a  100  ìlegohm',  intensità,  che 
se  riteniamo  la  forza  elettromotrice  di  un  elemento  Danieli 
uguale  a  1,116.10*  unita  a^solatf:  c^ntimetriche,  vale 

1,116. 10-^  unita  assolute  ìC G  S). 

Come  vedesi,  questi  numeri  si  scosuno  poco  da  quello  che, 
prima  di  conoscerli,  io  trovai  per  il  La^,  suono  del  corista 
normale,  e  di  altezza  media  fra  quelli  sui  quali  io  potei  speri- 
mentare. 

Ritenere  però  questo  medesimo  numero  come  valevole  per 
tutti  i  suoni,  sarebbe  errore. 


*  R.  S.  Brolv;h^  iPrt^cf,  Onm.  .Vras  XXXVII,  pagr.  37,  1878. 1 
■  Warren  de  la  Rlf,  i  TeUgr,  Jourftal,  1878.» 
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Terminando,  cercherò   di   dare   un'idea  concreta  della  in- 
tensità di  corrente 


-9  centim.  V«  gram.  Vi 

3,965.10  ^ ^ 

secondo 


che  le  nostre  esperienze  ci  hanno  dato  per  il  suono  Za,  del 
corista  normale,  il  quale  è  anche  ad  un  dipresso  uguale  alla 
media  fra  i  diversi  numeri,  che  abbiamo  trovato.  A  questo  fine 
mi  basterà  dire,  che  questa  è  l' intensità  della  corrente,  che  sì 
avrebbe  ponendo  un  solo  elemento  Danieli  in  un  circuito  fatto 
con  un  filo  telegrafico  di  4  millimetri  di  diametro  e  lungo  circa 

1 1564700  chilometri; 

questo  filo  potrebbe  avvolgere  circa 

290  volte 

la  Terra  lungo  un  circolo  massimo.  Una  corrente,  che  avesse 
una  intensità  costante  uguale  al  valor  massimo  della  intensità 
sufficiente  per  dare  un  La^  sensibile  in  un  telefono,  dovrebbe 
passare  in  modo  continuo  per  poco  meno  di  19  anni  attraverso 
ad  un  voltametro  contenente  acqua,  per  produrre  colla  scom- 
posizione di  questa  un  centimetro  cubo  di  gas  detonante. 


TEOREMI 

SULLA  DISTRIBUZIONE 

DBLLE 

CORRENTI  ELETTRICHE  COSTANTI 


(Memoria  presentata  alla  R.  Accademia  dei  Lincei 

nella  sedata  del  i  giugno  1879,  pubblicata  nel  Voi.  IV,  Serie  3/ 

delle  Memorie  della  Classe  di  Scienze  fis.  mat.  e  naturali.) 


I.  Si  abbia  un  corpo  conduttore  qualunque  percorso  da 
correnti  elettriche  costanti,  lo  si  riferisca  ad  un  sistema  di  tre 
assi  ortogonali  di  coordinate,  e  si  dicano  p  la  resistenza  speci- 
fica, Xf  Y,  Z  le  componenti  della  forza  elettromotrice  totale,  ed 
u,v,w  le  componenti  della  intensità  unitaria  della  corrente  nel 
punto  {x,y,z). 

Il  lavoro  fatto  dalle  forze  elettromotrici  nell'unità  di  tempo  è 


a=  ((Xu-i 


+  Yv-i-Zw)dS, 


dove  l'integrale  è  esteso  a  tutto  il  volume  5  del  corpo;  il  la- 
voro equivalente  alla  quantità  di  calore  svolta  dalle  correnti  nel 
medesimo  tempo  è,  in  grazia  della  legge  di  Joule, 


/ 


P(m*  -k-  V*  -h  zv^d  S , 


e  pel  principio  della  equivalenza  del   calore  e  del  lavoro  deve 
essere 


((Xu  +  Yv  +  Zw)dS=L(u*  +  v^'hw^iiS. 


(I) 


2.  Ora  esistono  infinite  funzioni  diverse,  che  poste  in  luogo 
di  u,v,w,  adempiono  alla  condizione  (i),  ed  a  seconda  della 
scelta,  che  si  fa  tra  queste,  l'integrale  O  esprimente  il  lavoro 
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delle  forze  elettromotrici  prende  valori  diversi.  Io  dico,  che  il 
valore  di  Q  è  un  massimo  quando  si  danno  ad  u,  v,  w  i  valori 
determinati  per  mezzo  della  legge  di  Ohm,  ossiano  i  valori 

X  Y  Z  .. 

u  =  — ,  v=        ,  a;  =  — .  (a) 

P  P  P 

Se  infatti  noi  diamo  ad  //,  v,  w  altri  valori,  se  poniamo  per 
esempio 

u  =  -^  +  1,     v= — h>ì.     w= — \-ì:,        (3) 
p  p  ? 

il  lavoro  12  delle  forze  elettromotrici  aumenta  della  quantità 

{Xl  +  Yri  i-ZK)dS. 


J 


Ma  acciocché  le  funzioni  (3)  soddisfacciano  alla  condizione  (i) 
dev' essere 

dunque,  qualunque  sieno  le  funzioni  ;,  r^,  J,  il  valore  di  O  cor- 
rispondente ai  valori  (2)  di  //,  v,w  è  sempre  maggiore  di  quello 
che  corrisponde  ai  valori  (3). 

Da  questa  stessa  dimostrazione  risulta  evidente  che  i  va- 
lori (2)  sono  i  soli,  che  rendano  massimo  il  lavoro  12  delle 
correnti. 

Si  sa  che  esiste  sempre  uno  ed  un  solo  sistema  di  valori 
delle  funzioni  //,  v,  iv,  il  quale,  mentre  rende  soddisfatte  le  equa- 
zioni (2),  soddisfa  per  ogni  punto  del  corpo  alla  condizione 

(fit         dv        (fzu 

per  ogni  punto  della  superficie  isolata  del  corpo  stesso  alla  con- 
dizione 

dx  (/v  d  z 

ti :    V  ~-  -:-  a»-— -  =  o, 

dn  dn  dn 

ove  ;/  è  la  normale,  e,  se  esistono  superficie  di  discontinuità, 
per  ogni  punto  di  queste  alla  condizione 

/     dx  dy    .        dz\        (     dx  dy  ds\ 

V  dp      dp^    dp).^    \  dp      dp       dp)^, 


^ '5' 

ove  ;*  è  la  normale  presa  come  positiva  in  un  verso  e  come 
n^ativa  nel  verso  opposto.  Si  sa  anche  come  queste  funzioni 
u,  V,  w  si  possano  determinare.  Ora,  se  si  ammette,  come  tutti 
i  confronti  dei  risultati  dell'  analisi  con  quelli  dell"  esperienza 
autorizzano  a  fare,  che  le  funzioni  u,  v,  w,  determinate  mediante 
le  equazioni  (3)  e  colle  condizioni  or  ricordate,  rappresentino  la 
eficttiva  dÌstribu2Ìone  delle  correnti  nel  conduttore,  il  nostro 
teorema  si  può  enunciare  cosi  : 

Tra  lutif  le  ilislribuzioni  iti  correnti  concilialiili  col  firifuìpio 
dell'equivalenza  del  calore  e  del  lavoro  ijuella  die  nel  fallo  si  ve- 
rifica è  quella  per  cui  è  massimo  il  lavoro  fallo  dalle  forse  elei- 
Iromotrici.  In  allri  termini:  fra  lutti  i  modi  nei  quali  l'eletlricilà 
potrebbe  propagarsi  soddisfacendo  al  principio  dell'equivalenza  del 
calore  e  del  lavoro,  quello,  che  realmente  essa  sceglie,  è  quell'unico, 
che  rende  massimo  il  lavoro  degli  elellromalori,  o,  ciò  che  vale  lo 
stesso,  il  calore  svolto  nel  conduttore. 

3,  Supponiamo  che  in  una  parte  S"  del  corpo  chiusa  da  una 
superfìcie  a  non  agiscano  altre  forze  elettromotrici,  che  quelle 
dovute  alla  elettricità  libera,  in  altri  termini,  supponiamo  che 
nello  spazio  S  il  potenziale  1'  dell'elettricità  lìbera  sia  una  fun- 
zione continua  delle  cnordinate,  e  che  sì  abbia  semplicemente 


.V  = 


dr 


>"— - 


di' 


Z=- 


dV 


'4) 


«  =T  _  _  - 


secondo  la  legge    dì    Ohm   le  intensità  delle  correnti  in  questo 
spazio  .S'  sono 

I  di'  1  dr  1  dV         ,  ^ 

Ora  supponiamo  che  le  intensità  u,  v,  w  delle  correnti,  invece 
di  avere  i  valori  (5)  voluti  dalla  legge  di  Ohm  in  tutto  lo  spazio  S, 
abbiano  questi  valori  soltanto  sulla  superlìcie  ^;  poniamo  cioè 


«  =  - 


Idi' 

.   dx  ' 


if=- 


-f, 


ds 


+  :,(6) 


ove  ;,>■„'  sono  funzioni  che  prendono  il  valore  sera  in  tutti  ì 
punti  della  superficie  o;  io  dico,  che,  qualunque  sieno  le  fun- 
zioni ì,  r,,  ;,  purché  soddisfacenti  alle  condizioni  necessarie  per 
la  continuità  delle  correnti,  l'integrate 


U'  = 


p(«<"  +  t/=+;»'')t/5', 
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estero  allo  spazio  S^  prende  un  valore  maggiore  quando  si 
danno  ad  u^  v,  w  i  valori  (6)  che  non  quando  si  danno  a  quelle 
funzioni  i  valori  (5).  In  altri  termini  dico,  che  fra  tutte  le  di- 
stribuzioni di  correnti,  per  le  quali  sulla  superficie  v  queste 
hanno  i  valori  dati,  quella  determinata  mediante  la  legge  di 
Ohm  è  quella  che  rende  minimo  il  valore  di  U'. 

Infatti  passando   dai   valori  (5)  ai   valori  (6)  l'integrale  H^ 
riceve  l'aumento 

Ora  il  primo  di  questi  integrali  rappresenta  il  lavoro  fatto  dalle 
correnti  5,  n^  ;  nello  spazio  5',  e  si  può  scrivere  * 

-{Vtnd^, 


ove  si  rappresenti  con  in  la  componente  della  intensità  della 
corrente  (;,  -n,  X,)  secondo  la  normale  alla  superficie  a,  e  si  estenda 
l'integrazione  a  tutta  questa  superficie.  Ma  noi  abbiamo  supposto 
l,  n,  C  uguali  a  zero  in  tutti  i  punti  della  superfìcie  9;  è  quindi 
uguale  a  zero  anche  in.  Dunque  il  primo  termine  dell'espres- 
sione (7)  è  nullo,  e  questa  si  riduce  a 


ed  è  perciò  sempre  positiva. 

Ammettendo  che  le  funzioni  «,  v,  w  determinate  per  mezzo 
della  legge  di  Ohm  rappresentino  l'effettiva  distribuzione  delle 
correnti  nel  conduttore,  noi  possiamo  adunque  dire:  Date  le 
intensità  delle  correnti  in  tutti  i  punti  della  superficie  e  limitante 
una  porzione  5'  del  corpo,  nella  quale  agiscono  soltanto  le  forze 
elettromotrici  dipendenti  dalla  distribuzione  dell'elettricità  libera^  si 
possono  determinare  le  intensità  delle  correnti  in  tutto  lo  spazio  S' 
cercando  quelle  funzioni  che  hanno  t  valori  dati  sulla  superficie  e, 
che  soddisfanno  alle  condizioni  necessarie  per  la  continuità  e  per 
la  permanenza  delle  correnti,  e  che  rendono  minimo  //  valore 
dell'  integrale 

esteso  al  volume  S. 


*  Vedi  Brìot,   Théorie  mécanùjue  de  la  c/ialfur,  pag.  269. 


tielk  concili i  e  Ir  II  rie  he  cuslaiiti. 
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Nel  caso  speciale  in  cui  si  hanno  forze  elettromotrici  diverse 
da  quelle,  che  dipendono  dalla  distribuzione  della  elettricità 
lìbera  soltanto  nei  punti  di  uno  straterello  infinitamente  sottile, 
come  accade  alla  superficie  di  contatto  di  due  parti  eterogenee 
del  conduttore,  si  sa  che,  data  la  differenza  dei  valori  del  po- 
tenziale sulle  due  faccie  dello  straterello,  la  fiinzione  /'è  quella 
che  rende  minimo  il  valore  dell'integrale 


\^m)-^-m 


dS. 


esteso  al  rimanente  del  corpo.  Questo  noto  teorema  del  Dirichlet 
può  considerarsi  come  un  caso  particolare  della  precedente 
proposizione. 

4.  Vogliamo  applicare  le  proposizioni  qui  sopra  dimostrate 
al  caso  speciale,  in  cui  il  corpo  conduttore  sìa  costituito  da  una 
rete  dì  conduttori  filiformi  isolati. 

Diciamo  1,2, 3,...  », 6, . .  .h  i  vertici  o  nodi  della  rete,  rap- 
presentiamo con  r^  ,,  i^  ..  ed  E^  ,  la  resistenza,  l'intensità 
della  corrente  e  la  forza  elettromotrice  data  sul  lato  i|i,  e  con- 
veniamo di  considerare  le  due  ultime  grandezze  come  positive 
quando  sono  dirette  nel  verso  «p,  talché  sia  in  generale 


Come  condizioni  necessarie  per  la  permanenza  della  tra- 
smissione, avremo  fra  le  intensità  1,  per  ciascun  vertice,  una 
equazione  come  la 

-'„.^  =  o.  (91 

relativa  al  vertice  «;  e  pel  principio  dell'equivalenza  del  lavoro 
e  del  calore,  ammessa  la  legge  di  Joule,  avremo 


'•.li' 


(lol 


ove  ^  rappresenta  una  somma  estesa  a  tutti  i  lati  della  rete. 

Diciamo  m  il  numero  dei  nodi  ed  «  il  numero  dei  lati  della 
rete.  Per  ciascun  nodo  avremo  un'  equazione  (9)  ;  ma  una  di 
queste  è  una   conseguenza    delle  altre,  giacché,  in   grazia   della 
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relazione  t^     ==  —  / ^  ^ ,  si  ottiene  identicamente  0  =  0,  quando 

queste  equazioni  si  sommano  membro  a  membro  tutte  insieme. 
Avremo  adunque  m  —  1  equazioni  (9)  distinte,  che  unite  alla  (io) 
formano  un  sistema  di  m  equazioni  fra  le  n  variabili  1.  Ora  il 
numero  m  dei  nodi  è  sempre  minore  del  numero  n  dei  lati  della 
rete,  e  quindi  il  principio  dell'equivalenza  del  lavoro  e  del  calore, 
espresso  dall'equazione  (io),  e  le  condizioni  della  costanza  della 
trasmissione,  espressa  nelle  equazioni  (9),  non  bastano  a  deter- 
minare tutte  le  intensità  /.  Soltanto  nel  caso  di  un  conduttore 
semplice  formante  un  unico  circuito  chiuso,  nel  qual  caso  non 
si  ha  che  l'equazione  (io)  con  una  sola  incognita,  il  problema 
è  determinato. 

In  tutti  gli  altri  casi,  per  avere  un  numero  di  equazioni 
uguali  a  quello  delle  incognite,  si  ammette,  come  conseguenza 
della  legge  di  Ohm,  che  V  intensità  i  di  ciascuna  corrente  sia 
proporzionale  alla  forza  elettromotrice  totale,  ossia  alla  somma 
della  forza  elettromotrice  data  e  della  caduta  del  potenziale.  Si 
scrive  così  per  ciascun  lato  un'  equazione  come  la 

Le  //  (11)  e  le  ;//  —  i  (9)  formano  un  sistema  di  n  •\' ni  —  i 
equazioni  di  primo  grado,  che  bastano  a  determinare  le  n  in- 
tensità  /  e  le  ;;/  —  i  differenze  di  potenziale  V^  —  F^ .   E  noto 

eziandio  come  per  mezzo  delle  equazioni  (11)  si  possa  con 
Kirchhort  stabilire  la  regola  seguente:  Se  nella  rete  di  conduttori 
si  considera  una  serie  di  lati  formanti  un  perimetro  chiuso,  se 
si  iininagina  di  percorrere  quel  perimetro  in  un  dato  verso,  e 
se  si  conviene  di  considerare  le  intensità  e  le  forze  elettro- 
motrici come  positive,  o  come  negative,  secondochè  esse  sono 
dirette  in  quel  verso  oppure  nel  verso  contrario,  la  somma  al- 
gebrica dei  prodotti  delle  resistenze  dei  lati  del  perimetro  per 
le  intensità  delle  correnti,  che  si  hanno  su  di  essi,  è  uguale 
alla  somma  algebrica  ilelle  forze  elettromotrici  agenti  sul  peri- 
metro. Nella  rete  ilata  è  sempre  possibile  trovare  //  —  #/i  +  i 
pernnotri  diversi,  ed  applicando  a  ciascuni^  la  regola  enunciata, 
si  ottenj^ono  //  —  /;/  •  i  equazioni,  le  (juali  unite  alle  ;;/  —  i 
equazioni  \qi\  baslanv^  a  determinare  tutte  le  intensità  1*. 

iVbene  il  nostro  primo  teorema  dice,  che  fra  tutti  gli  infiniti 
sistemi  di  valori  ilelle  variabili  /,  i  quali  soddisfano  alla  equa- 
zione uo)  esprimente   il   princìpio  dell'equivalenza  del  calore  e 
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del  lavoro,  ed  alle  equazioni  (9)  necessarie  per  la  costanza  delle 
correnti,  ve  n'ha  uno,  ed  uno  solo,  che  rende  massimo  il  lavoro 

a,  lì    a,  ti 

delle  forze  elettromotrici,  e  che  questo  unico  valore  è  quello 
determinato  colle  equazioni  (9)  ed  (11),  o  ciò  che  vai  lo  stesso, 
colle  equazioni  di  Kirchhoff. 

Benché  il  teorema  sia  stato  dimostrato  in  generale,  non 
sarà  inutile  far  vedere,  che  veramente  i  valori  delle  variabili  /* 
determinati  per  mezzo  delle  equazioni  (9)  ed  (11)  danno  alla 
somma  12  un  valore  maggiore  di  quello,  che  questa  assume  per 
qualunque  altro  sistema  di  valori  delle  variabili,  il  quale  sod- 
disfaccia alle  condizioni  (9)  e  (io).  A  questo  scopo,  conservando 
la  lettera  1  per  rappresentare  i  valori  delle  intensità  dati  dalle 
equazioni  (9)  ed  (11),  designiamo  con  i-hr,  il  valore  di  una  qua- 
lunque delle  intensità  in  un  altro  sistema  anch'esso  compatibile 
colle  condizioni  (9)  e  (io).  Abbiamo 

O(,  +  ,)  =  O{0  +  2£^>,„^^.  (i2> 

Ora  dovendo  tanto  i  valori  /  quanto  i  valori  /*  +  ìq  rendere  sod- 
disfatta l'equazione  (io),  è 

a,  p    a,  p  a,  p        ",/»' 


^E.   *l'-|-'.)..   .  =  2£r     Ai^r,) 


3 


a,  p   ^  "tf,  p  a,  p 

e  quindi  : 

-^u,/5   \,P  =  ^^^a,P    ^u,p   ^.p-^  ^^a,p  ^''a,/J- 

Ponendo  nel  primo  termine  del  secondo  membro  in  luogo  dei 
prodotti  r^  ^  t^  ^  i  loro  valori  (11),  deduciamo  da  quest'equa- 
zione : 

2£     ,  >,      .=  -22(F— F)r,     ^-"Ir        •/,«      ,.     (13) 

a,p     'a.p  ^     a  ,','    'a,p  u,p     '   u,p         ^   -^^ 

Ma  in  grazia  delle  relazioni  (8)  si  può  scrìvere 

a  fi      a,  p  a         a ,  p  p         ,,  ^ 


a' 


ed  in  grazia  delle  equazioni  (9),  le  quali  debbono  essere  sod- 
disfatte tanto  dai  valori  /  quanto  dai  valori  /  +  >;,  si  ha 

tf,p  ^,  f  a 
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dunque  l'uguaglianza  (13)  si  riduce  a 

e  la  (12)  dà 

11  secondo  membro  di  questa  uguaglianza  è  sempre  negativo, 
qualunque  sieno  i  valori  attribuiti  alle  variabili  >],  dunque  il 
valore  O  (1)  della  somma  O  corrispondente  ai  valori  delle  in- 
tensità I,  che  effettivamente  si  verificano,  è  maggiore  del  valore 
li  ({ -I-  Y})  della  medesima  somma  corrispondente  ad  altri  valori 
qualunque  delle  medesime  intensità. 

Il  sistema  dei  valori  1  dati  dalle  equazioni  (11)  è  il  solo, 
che  dia  alla  somma  O  un  valore  massimo.  Se  infatti  un  altro 
sistema  di  valori,  uno  qualunque  dei  quali  rappresenteremo  con 
'  + 1^,  avesse  la  medesima  proprietà,  rappresentando  con  h 
quantità  piccolissime  qualunque,  maggiori  o  minori  dell'  unità, 
avremmo  la  disuguaglianza 

ii(/  +  r.)>U(i4-/iiì), 

dalla  quale  dedurremmo 

Ma,  come  sopra»  abbiamo 

dunque  a\Temnìo 

Ora  è  impossibile,  che  questa  disuguaglianza  sussista  per  tutti 
i  valori,  che  si  possono  dare  ai  fattori  //,  se  non  sono  nulle 
tutte  le  variabili  r,, 

5.  1  valori  delle  intensità  1.  e  quindi  anche  quello  della  somma 

sono  funzioni  delle  resistenze  r.  Considerandoli  come  tali,  pos- 
siamo scrivere  come  segue  il  differenziale  totale  di  U: 

«j  U  =  -  .*  li ,  »■  ;'•   •    -  r  ;  ti  i , 
ossia.  esse;ìvio  •  .*  i:*  ;       :  .;\»-  :  ^  —  :^  J  '■  : 

li  ii  =:  ^   -'•?■*■  ■     —    i   •  *  •!   '* 
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Ora  le  1  sono  funzioni  di  r  tali,  che  si  ha  per  ogni  valore  di  r: 

^Ei=^ri^, 
e  quindi 

inoltre  esse  debbono  soddisfare  alla  condizione,  che,  conside- 
rando le  r  come  costanti,  la  somma  ^  Ei  sia  un  massimo,  quindi 
dev*  essere 

-£rf=ia2rirfi  =  o; 

per  conseguenza  si  ha 

V|rf(ri)  =  o. 

Dunque  il  precedente  valore  di  </Q  si  riduce  a 

Quest'espressione  ci  dice,  che  ogni  aumento  di  una  delle 
resistenze  produce  una  diminuzione  del  valore  di  li,  ossia  del 
lavoro  fatto  nell'unità  di  tempo  dalle  forze  elettromotrici;  ogni 
diminuzione  di  alcuna  delle  resistenze  produce  un  aumento  del 
detto  lavoro.  * 

6.  Supponiamo,  che  agiscano  forze  elettromotrici  E  soltanto 
sopra  una  parte  dei  conduttori  filiformi,  di  cui  la  rete  è  formata; 
denominiamo,  per  distinguerle,  colla  lettera  1  le  intensità  delle 
correnti,  che  si  hanno  su  questi  conduttori,  e  riserbiamo  la 
lettera  1  per  rappresentare  l'intensità  su  di  uno  qualunque  degli 
altri  lati,  sui  quali  non  agiscono  forze  elettromotrici.  Conside- 
riamo le  /  come  date  e  le  i  come  incognite.  Per  la  costanza 
delle  correnti  deve  sussistere  tra  Le  intensità  /  e  le  /,  per  ciascun 
vertice  a,  la  relazione 

2(7  4-/)       =0;  (9') 

a,  p 

e  queste  relazioni,  se  sono  in  numero  uguale  a  quello  delle 
variabili  1,  bastano  a  determinare  i  valori  in  funzione  delle  /. 
Se  il  numero  delle  equazioni  (9')  è  minore  di  quello  delle  in- 
cognite t,  esistono  infiniti  sistemi  di  valori  delle  /,  i  quali  ren- 


'  Questa  conclusione  coincide  con  quelUi  a  cui  accenna  Gauss  in  un  passo 
dei  frammenti,  con  cui  si  termina  l'edizione  completa  delle  sue  opere  fatta  per 
cura  della  Società  delle  scienze  di  Gòttingen.  Vedi:  Carl  Friedrich  Gauss, 
IVerke,  Band  V.  Gòttingen,  1867,  pag.  604,  ^achlass. 
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dono  soddisfatte  le  equazioni  (9).  Fra  tutti  questi  infiniti  sistemi, 
quello,  che  realmente  si  verificherà,  è  quell'unico,  che,  rimanendo 
costanti  i  valori  delle  /,  rende  minima  la  somma 

S^=^:Lrt\ 

Questo  teorema  è  una  applicazione  della  nostra  seconda 
proposizione  generale  esposta  all'art.  3.  Volendone  tuttavia  dare 
una  dimostrazione  diretta,  rappresentiamo  colle  lettere  t  i  valori 
dati  dalle  equazioni  (11),  le  quali  nel  caso  presente  si  riducono 
alla  forma: 


r 

a 


i   .=  r  -  r,,  di') 

,  fi    a,  fi  a  fi'  *        ' 


e  designiamo  un  altro  valore  qualunque  di  esse  variabili  colla 
somma 

Dovendosi  avere,  per  ciascun  vertice,  ad  un  tempo  l'equazione 


e  l'equazione 


:ni.,)^^^=o, 


le  grandezze  y;  dovranno  essere  così  scelte,  da  soddisfare,  per 
ciascun  vertice  della  rete,  all'equazione 

2r,^^^=o.  (14) 

Ciò  posto,  abbiamo 

U'  (/  f  ìj)  -  12'  (/)  =  2  2  r  /  /;  +  2  r  ij«* 

Ora,  ponendo  nel  primo  termine  del  secondo  membro  in  luogo 
dei  prodotti  ri  i  valori  (11'),  otteniamo 

ossia,  in  grazia  delle  relazioni  (8), 

a        *a,  fi    ^         fi        'fi,  a' 

e  quindi,  in  grazia  delle  (14): 

2  ;•  /  •/;  =  o . 
Dunque 
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e  siccome,  qualunque  sieno  i  valori  atribuid  alle  grandezze  /., 
la.  somma  ^ry\^  è  sempre  positiva,  così  possiamo  conchiudere, 
che  O'  (i)  è  un  minimo. 

7.  Per  dare  qualche  esempio  di  applicazione  dei  teoremi, 
che  abbiamo  dimostrato,  e  mostrare  come  essi,  adoperati  per 
determinare  le  intensità  delle  correnti  costanti  in  una  data  rete 
di  conduttori  filiformi,  conducano  alle  medesime  equazioni,  a 
cui  conducono  le  regole  del  KirchhofT,  considereremo  i  casi 
semplici  di  un  sistema  di  circuiti  derivati  da  un  unico  circuito 
principale,  e  di  un  sistema  di  conduttori  formanti  la  disposizione 
del  ponte  di  Wheatstone. 

Nel  caso  dei  circuiti  derivati  diciamo  E  la  forza  elettro- 
motrice unica  agente  sul  circuito  principale,  R  la  resistenza  di 
questo  circuito,  ed  /  la  intensità  della  corrente,  che  lo  percorre; 
diciamo  invece  r^jr^r,, . .  .r«  le  resistenze  degli  n  circuiti  de- 
rivati ed  /i,isi<s,«  •  • 'm  le  intensità  delle  correnti  rispettive.  Se- 
condo il  teorema  del  n.  4  le  intensità  cercate,  /, l'i,  ig» .. . , /m  , 
sono  quelle,  che  soddisfanno  alle  condizioni 

-£/=  massimo, 

£/=i?/«  +  r,/^  +/-,/%  +  ...  \-rnt\,  (t5) 

/=  1*1  -f  /,-♦•...  +  in  .  (16) 

Perchè  queste  condizioni  sieno  soddisfatte,  i  valori  delle  variabili 

Ahfùp'  -  'f^'t  debbono  essere  tali,  che,  per  qualunque  sistema 

di   valori  dei   differenziali  di,  di,  ecc.,  riescano  soddisfatte  le 

equazioni 

EdI=o, 

R  Idi  4-  r^  I,  e/ /i  -+-...  +  r,,  /„  din  =0, 

d I  —  dii  —  diq  —  . . .  —  din  =  o. 

Moltiplicando  la  prima  di  queste  equazioni  per  il  fattore  inde- 
terminato A,  e  la  terza  per  un  altro  fattore  indeterminato  X',  poi 
sommando,  ed  ugUiigliando  a  zero  le  quantità,  che  nella  somma 
moltiplicano  di, di^, di^, , .  ,din  ,  otteniamo  le  «  +  i   equazioni 


\  f 


r.  /    -  A  =0, 


^  f 


'a  'i  -  ^   =0, 


fn  in  —  À'-^O. 
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Combinando  la  prima  di  queste  equazioni  successivamente  con 
tutte  le  altre,  otteniamo 

'kE-k- RI^r^i^=o, 

X£-4-/?/  +  r,  ij  =o,  (17) 


X£  h  RI-^  rnÌH  =  o. 


Queste  moltiplicate  rispettivamente  per  i^,  i^,  i^,. . .  in  ,  e  sommate 
danno 

X  £  (/;  -f  /'a  +  . . .  -h  Ih)  +  R  I(i^  -j.  ig  +  . , .  t),)  +ri  i"«i  +  r,  i,«  -♦- 

+  .. .  +  r«i"'«  =  o. 
ossia,  in  grazia  delle  (15)  e  (16): 

lEIi-EI^o, 
e  quindi 

Con  questo  valore  di  X  le  equazioni  (17)  diventano 

r2Ì2=E  —  RI, 


Vn  in  ^=E—  R  If 


e  sono  queste,  come  è  noto,  le  relazioni  che  si  ricavano  dal- 
l' applicazione  del  principio  di  KirchhofF  fatta  agli  n  perimetri 
formati  dal  circuito  principale  con  ciascuno  degli  n  circuiti 
derivati. 

Nel  caso  della  disposizione  del  ponte  di  Wheatstone  diciamo 
ri,ra,r8,r^  le  resistenze  dei  quattro  lati  del  parallelogrammo 
ed  r^  la  resistenza  della  diagonale,  con  cui  supporremo  congiunti 
i  vertici  (i,  2)  e  (3,  4);  diciamo  ii,Ì2thtùf^6  ^^  intensità  su 
questi  lati  e  su  questa  diagonale,  e  rappresentiamo  con  /  la 
intensità  della  corrente  principale,  il  cui  circuito,  che  è  il  solo 
che  contenga  una  pila,  è  collegato  ai  vertici  (i,  4)  e  (2,  3)  del 
parallelogrammo.  Il  teorema  del  n.  6  dice  che  le  intensità  in- 
cognite /*!,  /'a,  /'a,  i^,  /g  sono  quelle,  che,  riguardando  come  costante 
r  intensità  /  della  corrente  principale,  rendono  minima  la  somma 

iV  =  r,  i\  -i-  r,  i\   \  r,  i\  -r  r,  i\   \   r,  i\  ,  (18) 


delle  correnti  elettriche  costanti.  .  i6i 


e  che  intanto  soddisfanno  alle  condizioni 

h  =  ^—'9>  ù  =  ^-f'if  '^='i~/a.        (19) 

Portando  nella  (18)  i  valori  (19)  di  /j,  i^,  /g,  e  formando  le 
equazioni 

al,  dl^ 

si  ottengono  le  due  equazioni 

K  +  ^4  +  ^5)  'i  -  r^tt  =  r^  I, 

(ft  +  ^8  +  ''5)  Ì%  -  '*6  h  =  f's  I. 


(20) 


le  quali,  unite  alle  tre  (19),  bastano  a  determinare  le  cinque 
intensità  ij,  ij,  /^,  /^,  /^  in  funzione  di  /  e  delle  resistenze.  11 
valore  di  #5,  così  calcolato,  è 

•  ^_  /  . ^>/'*      '*_^* 

e  si  riduce  a  zero  quando  è 

È  questo  il  noto  principio,  su  cui  è  fondato  l'uso  del  ponte. 

8.  Terminando,  ci  piace  accennare  ad  un  passo  di  Gauss, 
che  trovasi  nei  frammenti  sopra  citati.  Dopo  di  avere  stabilito 
un  principio  generale  per  la  determinazione  delle  intensità  delle 
correnti  costanti  in  una  rete  qualunque  di  fili  conduttori,  il  quale 
principio,  fatta  astrazione  dalle  denominazioni,  coincide  con  quello 
di  KirchhoflF,  e  dopo  di  avere  considerato  in  particolare  il  caso 
del  ponte  di  Wheatstone,  il  Gauss  dice  :  ^ 

**  Il  principio  fondamentale  conduce  a  questa  conseguenza, 
che 

ir// 

dev'  essere  un  minimum,  ove  r  rappresenti  la  resistenza  di  un 
elemento  ed  1  l'intensità  della  corrente.  Ancor  più  semplice- 
mente, dev'essere  minimo 


•   Carl  Friedrich  Gacss,  Werke,  Band  V.  Gr.ttingcn,  1867,  pag.  603.  Nachla^F. 
G.  Ferraris,  O^rt,  Voi.  I  " 
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ove  i  rappresenti  un  elemento  del  fluido  mosso  e  x/  la  sua  ve- 
locità. „ 

Questa  proposizione  è  un'applicazione  del  nostro  secondo 
teorema,  ii  quale  in  questo  caso  coincide  col  teorema  di  Di- 
richlet. 

Quello  però,  che  principalmente  ci  pare  importante  aver 
|K)sto  in  chiaro,  è  la  relazione  che  passa  tra  questa  proposi- 
zione e  quella  che  si  riferisce  al  massimo  lavoro  delle  forze 
elettromotrici.  E  in  quanto  a  questa  ultima  proposizione,  la 
cjuale  forma  l'oggetto  principale  di  questo  scritto,  a  noi  pare, 
che  essa  si  presenterà  con  maggiore  interesse,  se  avremo  fatto 
notare,  che  la  legge  della  distribuzione  dei  potenziali,  dalla 
(jualc  è  desunta  l'ipotesi  espressa  nelle  equazioni  (2),  trova  nella 
esperienza  diretta  una  conferma  meno  facile  e  meno  completa 
di  ciucila  che  ebbe  la  legge  di  Joule,  sulla  quale  si  appoggia 
l'enunciato  del  nostro  teorema. 


RICERCHE  TEORICHE  E  SPERIMENTALI 


SUL 


GENERATORE    SECONDARIO 

GAULARD  E  GIBBS 

(Memorie  della  R.  Accademia  delle  Scienze  di  Torino  —  ii  gennaio  1885, 

Tomo  XXXVII,  Serie  II.) 


Nella  Sezione  internazionale  di  elettricità  dell*  Esposizione 
generale  italiana,  di  recente  chiusa  in  Torino,  figuravano  esposti 
dalla  National  Society  for  the  distrihiUion  of  electricity  by  Se- 
cundary  Generators  di  Londra,  con  grande  ricchezza  di  impianto 
e  nella  loro  forma  più  nuova,  i  Generatori  secondari  di  Gaulard 
e   Gibbs, 

Tali  apparati  di  induzione,  che^  gli  inventori  presentavano 
cbme  un  mezzo  acconcio  per  distribuire  a  grandi  distanze  e  su 
estese  superficie  correnti  elettriche  per  V  illuminazione  o  per 
altri  impieghi  industriali,  suscitarono,  come  si  sa,  discussioni  e 
controversie,  che  perdurano  tuttavia  ostinate  ed  acerbe.  Quindi 
io,  avendo  a  mia  disposizione  nella  Esposizione  un  impianto  di 
generatori  secondari  fatto  nelle  condizioni  di  un  vero  impianto 
industriale  e  quale  difficilmente  si  potrebbe  riprodurre  in  un  la- 
boratorio scientifico,  aveva  il  dovere  di  servirmene  per  fare 
esperienze,  le  quali  potessero  apportare  nella  soluzione  delle 
questioni  dibattute  un  qualche  contributo.  La  maggiore  contro- 
versia si  riferiva  alla  determinazione  del  coefficiente  di  rendi- 
mento, ed  era  principalmente  dovuta  alle  obbiezioni  alle  quali 
dava  luogo  l'impiego  fatto  dairilopkinson  e  da  altri  dell'elettro- 
metro a  quadranti  e  dell*  elettrodinamometro  quali  strumenti  di 
misura  |>er  le  correnti  alternative.  E  siccome  a  tali  obbiezioni 
non  si  sarebbe  potuto  rispondere   in  modo  decisivo  se  non  di- 
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mostrando  la  coincidenza  dei  risultati  delle  esperienze  fatte 
due  strumenti  nominati   con   quelli  di  altre  esperienze  ove 
non  fossero  impiegati  come  strumenti  di  misura,  così  io, 
condando   un   parere    ed  un  desiderio  del  Giurì  internazio 
dell'Esposizione,  feci  alcune  determinazioni,  nelle  quali  tutte 
misure  erano   eseguite    per   mezzo    del   solo  strumento  con 
r  uso  del  quale  non  si  fossero  sollevate  obbiezioni:   per  me^' 
di  un  calorimetro. 

Il  confronto  tra  le  mie  misure  e  quelle  già  da  altri  esegui 
coU'elettrometro  e  coll*eIettrodinamometro  riuscì,  come  sperava? 
istruttivo.  Ma  dalla  discussione  dei  risultati  ricavai  più  di  quel/o 
che  dapprima  aveva  sperato  e  cercato. 

Tale  discussione,  infatti,  mi  condusse  ad  uno  studio  teorico 
dei  fenomeni  che  avvengono  nel  generatore  secondario,  studia 
teorico,  che,  controllato  coli' esperienza,  venne  a  rischiarare,  in 
modo  superiore  alle  mie  previsioni,  la  questione.  Da  tale  studio 
infatti  risultò: 

i.°  Che  tutte  le  esperienze  che  si  erano  eseguite  per  la 
determinazione  del  coefficiente  di  rendimento,  anche  quando 
erano  veramente  atte  a  servire  a  tale  determinazione,  erano 
state  male  interpretate  ed  erroneamente  calcolate. 

2.^  Che  non  solo  dalle  mie  esperienze  calorimetriche,  ma 
anche  da  quelle  già  fatte  da  altri  coll'elettrometro  e  coll'elettro- 
dinamometro,  rettamente  interpretate,  si  può  efiettivamente  ri- 
cavare il  coefficiente  di  rendimento;  ma  che  tale  coefficiente  ha 
un  valore  diverso  da  quello  che  si  era  creduto  finora,  e  segue 
una  legge  affatto  diversa  da  quella  a  cui  l'erronea  interpretazione 
delle  esperienze  aveva  condotto. 

3.^  Finalmente  che  dalle  medesime  esperienze  è  possibile 
ricavare,  oltre  al  coefficiente  di  rendimento,  anche  gli  altri  ele- 
menti utili  a  conoscersi  per  uno  studio  numerico,  completo,  dei 
fenomeni  che  avvengono  nel  generatore  secondario. 

Nella  Memoria  che  oggi  presento  ho  cercato  di  riassumere 
i  risultati  principali  delle  mie  ricerche. 

La  Memoria  si  compone,  come  è  naturale,  di  due  parti:  la 
prima  parte  riassume  le  ricerche  teoriche  necessarie  per  la  in- 
terpretazione delle  esperienze:  la  seconda  le  ricerche  speri- 
ineiitali. 


^  ^neratort  sttoudarit 
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P§    I,"   Di  SCRIZIONE    DEL    GEStHiATORE    SECONDARJO.    —    ]    gene- 

Bri  secondari  di  Gaulard  e  Gibbs  sono  apparecchi  d'induzione 
aver»li  per  iscopo  di  produrre  per  mezzo  di  una  corrente  alter- 
nativa di  data  intensità  altre  correnti  alternative,  rappresentanti 
con     lieve  perdita  la  medesima  energia,  ma  aventi  una  intensità 
diversa,  della  quale  si  possa  far  variare  il  valore  a  seconda  del 
bisogno.  Essenzialmente    essi   consistono    in  due  spirali  avvolte 
su  di  un  medesimo  nucleo  di  ferro;  nella  prima  di  queste,  nella 
ffi**iaria,  si   fanno   passare   le  correnti    date  da  una  macchina 
dinamoelettrica   a   correnti    alternative,  e    nella   seconda,   nella 
Mcr^nHaria,  si  producono  per  induzione  altre  correnti  alternative. 
Se.  come  accade    nelle   applicazioni   alle  quali   sono   principal- 
m^ile  destinati   i  generatori  secondari,  si   vuole  ottenere  nelle 
correnti   indotte  una  intensità  maggiore  di  quella  della  corrente 
(nduitrice,  la  spirale  primaria  si  fa  di  un  solo  pezzo,  e  si  divide 
invece  la  spirale  secondaria  in  più  partì  uguali,  che  sì  possano, 
per  mezzo  di  un  commutatore,  collegare  a  piacimento  in  circuito 
unico  od    in   circuito    multiplo.  SÌ 
farebbe  l'opposto  se  si  presentasse 
il  caso  di  dover  ottenere  alle  estre- 
mità della  spirale  secondaria   una 
differenza  di  potenziali  più  grande 
di  quella  che  si  ha  tra  le  estremità   | 
della  spirale  primaria. 

Nei  generatori  secondari  del- 
l'ultimo tipo,  ì  quali  comparvero  per 
la  prima  volta  nella  Mostra  di  elet- 
tricità di  Torino,  le  spirali  sono 
fatte  con  dischi  di  lastra  sottile  di 
rame.  1  dischi  hanno  la  forma  di 
una  corona  circolare  (fig.  i)  Ugliata  ""fii'i. 

in  Aa,  Bb  e  munita  sui  due  lembi 

del  Uglio,  verso  l'esterno,  di  due  linguette  rettangolari  A,  B, 
che  servono  alle  saldature.  La  linguetta  B  di  un  disco  viene 
saldata  colla  linguetta  A  di  un  secondo  disco,  la  linguetta  B  del 


filiale  è  parimente  saldata  colla  .-1  di  un  terzo  dìscu,  e  cosi  via 
via.  Per  tal  modo  si  forma  una  spirale  a  nastro,  di  cui  ciascun 
disco  rappresenta  una  spira.  Le  due  spirali  primaria  e  secon- 
daria sono  identiche,  e  le  spire  dell'una  sono  alternate  con 
quelle  dell'  altra. 

L' isolamento  è  ottenuto  per  mezzo  di  dischi  a  corona  cir- 
colare fatti  di  cartoncino  spalmato  con  gommalacca.  I  dischi 
delle  due  spirali  e  quelli  di  cartoncino  destinati  ad  isolarli  sono 
infilzati  su  di  un  tubo  verticale  di  vulcanite  o  dì  altra  materiìi 
isolante,  nell'interno  del  quale  sì  introduce  un  nucleo  cilindrico 
di  fili  di  ferro.  Quattro  colonnette  metalliche  e  due  tavole  qua- 
drate di  legno,  formanti  lo  zoccolo  ed  il  capitello,  costituiscono 
l'intelaiatura  dell'apparato.  Sul  capitello  sono  i  morsetti  delle 
due  spirali,  ed  un  commutatore  per  mezzo  del  quale  si  può  a 
piacimento  introdurre  l' apparecchio  nel  circuito  della  corrente 
primaria,  oppure  estrarnelo  sostituendovi  un  corto  filo.  11  com- 
mutatore per  collegare  in  circuito  semplice  od  in  circuito  multiplo 
le  parti,  nelle  quali  è  divisa  la  spirale  secondaria,  ù  un  com- 
mutatore a  spine,  ed  è  collocato  su  di  una  tavoletta  di  ebanite 
che  sta  di  fianco  all'apparecchio.  Per  regolare  la  potenza  del 
generatore  secondario  sì  può  estrarre  più  o  meno  dal  suo  interno 
il  nucleo  di  ferro.  A  quest'uopo  il  capitello  porta  lateralmente 
una  vite,  colla  quale  il  nucleo  può  essere  fermato  a  tutte  le 
altezze. 

I  generatori  secondari  esposti  a  Torino  erano  di  due  modelli: 
un  modello  grande  destinato  ad  assorbire  e  trasformare  una 
energia  equivalente  a  circa  i,8o  cavalli,  ed  un  modello  piccola 
destinato  ad  assorbire  e  trasformare  l'energia  equivalente  a  circa 
un  cavallo.  I  due  modelli  diflerivano  l'uno  dall'altro  unicamente 
pel  numero  dei  dischi  e  pel  numero  delle  parti,  nelle  quali  si 
poteva  dividere  la  spirale  secondaria.  Nel  modello  grande  la 
spirale  secondaria  era  fatta  di  quattro  parti  uguali,  collegabili 
a  piacimento  in  tensione  od  in  quantità;  nel  piccolo  modello  la 
spirale  era  formata  di  sole  due  sezioni, 

§  2."    InTENSIT.X     UELLE    correnti     e    DELL.\    MACNEtlZZAZIONE 

Vì-.L  NUCLEO.  —  Sludieremo  dapprima  il  caso  nel  quale  le  spirali 
secondarie  sono,  come  le  primarie,  tutte  riunite  in  un  circuito 
semplice;  potremo  in  seguito,  con  facili  considerazioni,  passare 
al  caso  generale. 

Diciamo  t  la  forza  elettromotrice  della  macchina  dinamo- 
elettrica, ;   r  intensità   della   corrente   primaria,  t'  quella   della 
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corrente  secondaria,  ed  m  l'intensità  della  magnetizzazione  del 
nucleo  di  ferro.  Se  «  è  una  data  funzione  periodica  del  tempo  /, 
le  grandezze  /,  T,  m  sono  esse  pure  funzioni  periodiche  di  /,  ed 
egli  è  evidente  che  l'analisi  dei  fenomeni  che  avvengono  nel 
generatore  secondario  dipende  tutta  dalla  determinazione  di 
queste  funzioni. 

Ora  noi  possiamo  fare  facilmente  tale  determinazione,  se, 
riservandoci  di  verificare  in  seguito  Tammessibilità  dell'ipotesi 
per  mezzo  del  confronto  dei  risultati  della  teoria  con  quelli  degli 
esperimenti,  ritòtuamo  per  ora  che  l'intensità  della  magnetiz* 
zazione  del  nucleo  sia  proporzionale  alla  intensità  della  corrente 
che  la  produce.  Possiamo  poi  semplificare  subito  i  calcoli  os- 
servando che,  in  grazia  della  disposizione  dell'  apparecchio  del 
Gauiard,  le  due  spirali,  primaria  e  secondaria,  sono  identiche 
r  una  all'  altra,  hanno  le  spire  vicinissime  ed  alternate,  e  sono 
ugualmente  collocate  rispetto  al  nucleo  di  ferro.  Queste  osser- 
vazioni infatti  ci  permettono  di  ritenere: 

i.°  Che  i  coefficienti  d'induzione  delle  due  spirali  su  se 
stesse  siano  uguali  tra  di  loro  ed  uguali  entrambi  al  coefficiente 
d' induzione  mutua  dell'  una  sull'  altra. 

2.°  Che  i  coefficienti  d' induzione  del  nucleo  sulle  due 
spirali  siano  uguali. 

3."  Che  l'intensità  m  della  magnetizzazione  sia  dovuta  alla 
somma  /  -+- 1    delle  intensità  delle  due  correnti. 
Fatte  queste  osservazioni,  se  diciamo: 

r  ed  r'  le  resistenze  totali  del  circuito  primario  e  del 
secondario; 

a  e  A  il  coefficiente  di  induzione  del  nucleo  di  ferro  su  di 
una  delle  spirali,  e  quello  di  una  spirale  sull'altra  e  su  se  stessa; 

M  un  coefficiente  dipendente  dalle  dimensioni  e  dalla 
struttura  dell'apparecchio;  abbiamo  per  determinare  le  tre  fun- 
zioni I,  r,  m  le  tre  equazioni  differenziali: 


dm       .(di       di'\ 


r  t^=. 

d  m 


r  t  =^    —a 


I 


(I) 


L'ultima  di  queste  equazioni  d<^ 

dm        ..(ti  i       di" 


dt 


„{di       di'\ 
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e  le  due  prime  danno  per  sottrazione  : 


r  i  —  r  I  =  e  , 


...  Hi         .di'       dt 

e  quindi  r  — r  —r-  =  -;-  . 

^  dt  dt        dt 

Colle  quali  relazioni  si  possono  eliminare  dalla  prima  delle  (i) 

le  derivate  — r-  e  -j-  ,  dalla  seconda  le  derivate  — ;—  e   -7-  ,  e 

ai        ai  dt         dt 

dalla  terza  1  ed  T.  Per  tal  modo  si  possono  trasformare,  con 

semplici  riduzioni,  le  tre  equazioni  (i)  nelle  seguenti: 

dÀ_       I     d^         rr'         1       /  ._      L_\  — f     ^'    V       "- 
dt      r  +  r'  dt  *'  r+r'aM-^-òy     r  -TVV  "" [r  +~r'J  aM^b  ' 

di'  I      di         rr'  1       i  e      \ rr'  e 

dl'^  r  '+V  di'^'  r+  r  a  M  -i- ò  \    *"  r  V?)  ""  (rWry  aM  ^h  ' 

dm         rr'  i  Mr'         e 

dt    '    r-i   r'aM^b  r  +  r'aM+b' 

Se  adunque  poniamo 

;-  r'  1        _ 

/'  1"-;-'    aM-hb"^'  ^^^ 

e  se  diciamo  y  la  funzione  di  /,  che  soddisfa  all'equazione  dif- 
ferenziale 

dy  p 

abbiamo 

.      r'y-Vt  .,       ry-^e 

L'integrale  generale   dell'equazione  (3)  è,  detta  C  una   co- 
stante arbitraria, 


y  =  e-^\^l.j./'di^c]. 


fc  poi  è  una  funzione  periodica  data,  la  quale,  detta  7'  la 
durata  del  perìodo,  ossia  l'intervallo  di  tempo  che  passa  fra 
due  consecutivi  cambiamenti  di  segno  della  forza  elettromotrice 
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della  macchina  dinamoelettrica,  si  può  sempre  mettere  sotto  la 
forma 

*  =  V  £«  sen  1/  +  >«i . 


J 


Quindi  ricordando  che 

2  //  -  2  w  X       2  «  - , 

/ksen     _    (/  +  a.ri—    ^- cos    ^   '/-rjj 
>/2/fr^  ,  /  /  /  pt 

^sen    _,   (/  +  »„irf/=  .    ^  r  , 

p  y* 


ed  osservando  che  affinchè  y  sia,  come  deve  essere,  una  funzione 
periodica,  la  costante  arbitraria  C  dev'essere  posta  uguale  a 
zero,  si  ha 

y=yi ^^^[f'^''    T   ('  +  »«)- "T^^^^s  ^  (/+>.)  j.    (5) 


Questo  valore  di  ,v  si  può  scrivere 

v=3  Av  K  sen '"'!.''(/  +  ««-?«),  (6) 

ove  si  pongano  le  condizioni  : 

1 M  cos  p„  =  n    i  P  f 

T  «       4;/--* 

>^2  O-    ^- 

_,  2//::    .  £,,  2;/- 

y»  sen  B„  = 


'"     />'+*'p'  ' 


O  '^'  > 


dalle  quali  si  ricava 


>^'+  V»  (  (7) 

2  ;i  -  2  ;i  -       \ 

tang     7-    •  "  ~   y^  7^  • 

Se  adesso   portiamo  il  trovato   valore  di  y  nelle  espres- 
sioni (4),  abbiamo  subito  /,  t"  ed  ;//. 
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Il  valore  (5)  portato  nella  prima  delle  (4)  dà 


I 
r-\  r 


i=  ,ZEn 


.2     f 


r  \        2  nn  ^ 

-,  f-  I  4sen  -^   (i  +  ^n) 


f  r 

2«Tt 

T 

2  Wit 

^ 

cos 

T 

(t  + 

ttff) 

P^  + 

e  questa  espressione  di  /  si  può  scrivere  sotto  la  forma 

/  ^  2-  ^«  sen  (/  r  »«  —  '>)  * 

ove  si  pongano  le  condizioni  : 


(8) 


In  COS       ,.,     V" 


En 


r 


2/1  :r 
Jti  sen     „,   Ym 


;''  2  w  7r 
E„      ^T    T 


r  +  r 


P^-V^" 


2^a   ' 

7^2 


2//  7: 


dalle  quali  si  ricavano  per  /«  e  per  tang  •'«  i  valori  : 


/  2  —  /r  2  -^  ... 

"  —     "  /  2    2  \    ' 

,2//7r 

2//  7:  y 

tang  >  = 

Se  in  queste  espressioni   sostituiamo  a  />  il  suo  valore  (2), 
e  se  per  brevità  di  scrittura  poniamo 


Cn  ---  (a  M  -f-  h) 


2  nr: 


(9) 


r 
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otteniamo 


In'—En 


2  »  7 


C*  -h  r  - 


r  *  Cu 


(lo^ 


(ii> 


Anal<^;amente  il  valore  (5)  di  )*  portato  nella  seconda  delle 
forinole  i^)  dà 


=      .2^" 


r  -  r 


p' 


..   •    4"*=* 


2  «  n 

Il  sen     _    (/  +  »,.) 


r    T 


2M7 


^'+         X, 


—    COS      ^^    (/  +  Xh) 


espressione  che  si  può  mettere  sotto  la  forma 

/  =  2-  ^w  s^"     y    (^  "^-  ''w  —  Ym  )  * 


purché  si  ponga  : 


-,  2  II  TT        ^  /111 

/«  COS  --,    >  =       — 
/  /-  -f  r 


•t+%"t 


(I2> 


211:1 


2/1:: 


/„'sen  — — -yh'  =  ^ 


£•. 


r 


r  -^  r^     •       4  " 


a -2  • 


Da  queste  equazioni  di  condizione  ricaviamo 

,2  -2 


In     


4" 


a  .2 


2  //  7: 


tang  V" 


^^  + 


=  -y^ 


y-2 

7' 


2  ;/  ~ 
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Se  come  sopra,  sostituiamo  a  ^  il  suo  valore  (2),  e  poniamo 


T    ' 

le  espressioni  di  /«'•  e  di  tang  —j^  >'  si  trasformano  nelle 
seguenti  : 

C  • 

2  «  IT      ,  r  r'       I  ,     ^ 

tang      ^    v„=-^-^_^^-.  (X4) 

Portando  finalmente  il  valore  (6)  di  v  nella  terza  delle  for- 
inole (4)  otteniamo 

«  =  '^^v  y.scn^- ('  +  »-- W, 
<'  po^amo  mettere  questa  espressione  sotto  la  forma 

jH>nendo  sompliccmenic 


>•» 


j  T  T  jw-r 

« 

\,  *;x^  \*\xr  :tì:  <-  $»f  ixxVJiriv  uso  òrC  scsiftwìo  Cb  fl  cui  signi- 


•   t  " 


:.x  vjL  '         ^  ••  Il^> 


•ti  ^'^rimiMor''    i'    'i-.  laI- 


•Z.isi    lui    .Dinsmu    itilt    -m-h-.c      k 


ritt  a  ''sriiisnu  numiui  i  i»^it!i~:iL  :"-  re*--  .:in.i-'  ti:i.;*«;i:j.  f 
icit:  rat;  urms,  li  ^e^^m  ri  niiisu  '.i-m.ie  rr*  ."ai.*  i»:  .<:» 
-•iiEnziaii  i  Et!  iL"orT.  mi  «  riac.iniani:  :i"^^-:'rn:'ii'.  ;'::.;i::v 
:■  IT  ^ssvt  :::ine  '.irrinu  t*  ntiinsr:;  :  tt  u:?i  ìk\\\:  l\ì\:  •  i'-;*ir 
-r    Itti    naiCienanc    iti     nicie':.    nuiiiia:    s    'ùxwv:    -ì/'ì:.  •.     «:    .-it- 

r-trid   Tr-nx:ii~a  i  i*f.:::n\'.iurii   '.    it*Aù.    ;:i.  :::s*.rii    //    :(;■!.:    ::.i;^-:trc.: 
*-x_*-t-rr!:  Iti:  iiiciiic  s*;nt;  j^mirr^  ;rH:r:<.?i  :;i  j^.p--  ::•;  z-ii'-'*'*  ir:».:  ■«.•'•.- 

^riilii  ri'.ramsL   m£';ni:ni»irr*«:u.    i^firi^mt-t:::  LM-r     ,'«:..:     «.i  :.r 

*:r*crr^ini:c"«r*  j»;ni:oi:a.  .    iti:!;*   ::a».':::..M   ::   m.::-.!:  ','•_:■•: i    >;    .i 
s*tT.'t  -:r-iZir*ztTLttcri'Ji  ::i:    i-^    ?*    ;<;: •".!:•:    .      .L'.r-;    ::        •■;.     :•.■ 

—.■.     l'i'i-rir'i    3»:iii.tc:    .    :tmr..    :■,"" -y.:*: •••:'■:• .      ;.     .■.':.■■■■    j  ; 
--.-—.   T-     7,    i-::.  i.    /     i-:i::*'i    :  >i"-;  v^.     .  -  :■;  ■  .  •  :  :>.; 


i         So.-  — -         t    < 


i;:  =  '.j  ?t" 


I   valori  massimi  /„.  /:  .  f.ì .  y:.:  ;:::x-  J.ii  ^  ::•'••.  xit/.x-  .s-.^-. ,-, 
sioni   di  i\  r,  tu,   sono  proporr :o::.i'.i   .ì".    v.i^'iv'   •.;;.ì«»'ìì:v.v'    ;  ,    .[A 
termine  corrispondente  deli' espivssioiu*  ^ii  i  d  .\  ^c''.\\\w\  \\\\\ 
zimini  delle  resistenze.  Rispetto  poi  ,\\  wviw'ww  lìi      iiiu-lli  x\^\\\ 
spendenti  di  i,  i\  in  presentano  \\\\  rlMrJo.  os^i.»  -\\.\  liiiì.iin  .i 
di  /tìse  V,  y',  ?,  funzione    esso    pun-   Jclli-  resisti  ni-.  k\  i.m,iìi.» 
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un*  idea  chiara  della  cosa,  idea  di  cui  avremo  bisogno  per  inter- 
pretare esattamente  i  risultati  delle  esperienze,  esaminando  come 
variino  /«,  t«,  /»',  \n  ,  Gh,  %,  quando,  rimanendo  costanti  tutte 
le  altre  grandezze,  si  faccia  variare  da  zero  fino  all'  infinito  il 
valore  della  resistenza  r'  del  circuito  secondario. 

Supponiamo  dapprima  che  r'  sia  nullo,  supponiamo  cioè 
che  la  resistenza  propria  della  spirale  secondaria  sia  trascurabile, 
e  che  i  due  capi  della  medesima  sieno  direttamente  congiunti 
insieme  per  mezzo  di  un  conduttore  di  resistenza  anch'essa 
trascurabile. 

Per  r'  =  o  la  (io)  dà 


In  = , 

r 


€  la  (li)  dà 


quindi  la  (8)-: 


ossia 


*'••  —  o  * 


/  =^  —  y  Eu  sen  -^-  (/  +  *„)  , 


. £ 

r 


J*  intensità  e  la  fase  della  corrente  primaria  sono  allora  quelle  che 
si  avrebbero  se  il  generatore  secondario  non  esistesse. 
La  (13)  dà  per  r'.-^o: 


la  (14)  poi  dà 


r 


tang     ^,    v„       o, 


e  siccome  dalla  (12)  si  ricava 


2  «  ::     , 
cos  V"        -  I.  (17) 


così  si  ha 

2  //  TT 


y  ,    ■         i  M 
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ossia 

T 


/D 


Y„'  =  — 

2  // 


Si  ha  adunque 

i   -^  y  In  sen 


'2  UT,  1 


^    _  '2,  UT, 

=  -    2-  -^«  sen     y    (/  -h  a)  , 


ossia 


•r 

/  =  —  /  ; 


il    che  vuol    dire  che  la  cor r etite  secondaria  è  in  ogni  istante 

ugu(de  ed  opposta  alla  corrente  primaria. 

Essendo 

•f 
/  +-  /  =o, 

è  anche 

in  =  M  (i  +  i')  =  o  ; 

dunque  nel  caso  di  r  =  o,  del  quale  ci  occupiamo,  la  magtte- 
ttzzazicme  del  nucleo  dt  ferro  è  nulla. 

Questo  ci  dice  pure  la  (15),  la  quale  per  r'  =  o  dà 

Cm  =:  o . 

La  (16)  dà  per  ;'  =  o  : 


2  «  - ,. 
tang  -  y,    6„ 

-OC, 

^■  =  T. 

4// 

e  quindi 

2//:: 

r 

il  che  vuol  dire  che  se  si  fa  diminuire  la  resistenza  r'  del  cir- 
cuito secondario  fino  a  zero,  la  differenza  di  fase  tra  la  magne- 
tizzazione del  nucleo  e  la  corrente  primaria  tende  verso  ad  un 
valore  uguale  ad  un  quarto  della  durata  del  periodo.  Al  limite 
la  magnetizzazione  è  espressa  dalla  formola 


///  =  X  ^'"  sen 


'2  UT,  T. 
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ossia 

2  «  1: 
///  =  —  >^  Gm  cos  -»^  (/  +  a) . 

2  ff  it 
Se  invece  delle  fasi  y,  y',  P  si  considerano  gli   angoli  -=r^T> 

_   _L  y',  — — -  ,8  corrispondenti,  si  può   dire   concisamente,  che  i 

ed  /'  sono  a  180°  Tuna  dall'altra,  ed  w  è  a  90®  da  entrambe. 

Supponiamo  adesso  che  la  resistenza  r*  del  circuito  secon- 
dario abbia  un  valore  finito  diverso  da  zero. 

In  questo  caso  la  (io),  che  si  può  scrivere 


En 

dimostra  che  /«  è  minore  di  e  diminuisce  di  mano  in  mano 

r 

che  /'   cresce. 

E  intanto  la  (11),  che  si  può  scrivere 


2  //  -  Ci 


I  o 

/'  - 


fa  vedere  che  r  aumento  di  fase  •>.  ^'he  per  r'  =  o  era  nullo, 
assume  un  valore  diverso  da  zero,  il  quale  va  aumentando  di 
mano  in  mano  che  si  fa  crescere  il  valore  di  r'.  Adunque  la 
corrente  primaria  assume  una  intensità  minore  di  quella  che  si 
avrebbe  se  il  generatore  secondario  non  esistesse  od  avesse  una 
resistenza  iiulhi  nel  circuito  secondario,  ed  intanto  essa  subisce 
un  ritardo  7  rispetto  alla  forza  elettromotrice  della  macchina 
iiinamodettrioa,  ritardo,  che.  nullo  per  r  =  o,  va  aumentando 
di  mano  in  mano  ohe  cresce  ;*'. 

La  (13   fa   vedere  che  per  ;'  iliverso  da  zero  anche  /«'  è 

t: 

nìinoio  di        e  ohe  anzi   ò  minore  dì  /«,  e  che  diminuisce  più 
r 

rapidamente  di  /„  quando  si  t*a  crescere  la  resistenza  r\  La  (14) 
intanto  dimostra  ohe  tang  "  '     >    e  sempre   negativa,  e  che  il 
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valore  numerico  della  medesima  cresce  fino  all'infinito  col  ere- 
scere  di  r\  E   siccome  noi  sappiamo  per  la  (12)  che  il  coseno 

di  — =^  v,/  è  sempre  negativo,  così  vediamo  che  l'angolo  — =-'  y„', 

che  per  r'  =  o  era  uguale  a  ■^,  va  diminuendo  di  mano  in  mano 
che  si  fa  crescere  la  resistenza  r\ 

L'intensità  della  magnetizzazione  del  nucleo  di  ferro,  della 
quale  il  valor  massimo  è  espresso  dalla  (15),  ossia  dalla 

Gn^=En^ 


;-«+ 


B7c.- 


prende  per  r'  diverso  da  zero,  un  valore  diverso  da  zero,  il 
quale  aumenta  mentre  cresce  r'. 

La  sua  fase  data  dalla  (16),  intanto,  diminuisce. 

Supponiamo  finalmente  che  la  resistenza  /'  del  circuito  se- 
condario sia  infinita,  o,  ciò  che  vai  lo  stesso,  supponiamo  che 
il  circuito  secondario  sia  rotto. 

Allora  il  valore  (io)  di  /«^  si  riduce  a 

ed  è  questo  il  minimo  corrispondente  al  dato  valore  di  £"«.  La 
(II),  che  dà  la  fase  della  corrente  primaria,  si  riduce  intanto  a 


tang 


2/l7r  Cn 


V 


«  —  ~~~/ 


ed  il  valore  di  •>  dato  da  questa  formola  è  il  massimo  che  si 
possa  avere  per  dati  valori  di  7"  e  di  r. 
Le  (13)  e  (14)  danno  per  r'  =  a  : 


/«'•  =  o, 


tang-i=^Y«  = 


C„  ^nr, 

tang  -™  Th 


quindi  l'intensità  della  corrente  secondaria  si  riduce,  come  era 
evidente,  a  zero,  ed  al  limite,  quando  la  resistenza  r*  sta  per 
diventare  infinita,  l'angolo 
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T 

/  retto,  ossia  st  ha  v,/  —  Ym  =  — . 

4  « 

Finalmente  le  (15)  e  (16)  danno  per  r'  =  «: 

fi  2  —  r  a       ^"    —  4/1  /  9 

r'  +  Cm 


2  W  7C  Cn  2  «  IT 

tang  —  -  -  p,i  =  —  =  tang  — y;-  >  • 

Quindi 

C,  zn^At  Ih      e       B«  — -  vw  • 

Si  ha  per  conseguenza 

^  fi  zz 

fn  =  My.  Ih  sen  —~  (t  +  ««  —  y»)  =  -^^^ 

come  era  naturale  prevedere  sapendo  che  per  r'  =  oc  la  magne- 
tizzazione è*  prodotta  unicamente  dalla  corrente  primaria. 
Il  valore 

(l  2  —  TT  2  _ 

Lr„     _  l^H         ,  _i     i^   a  ' 

che  si  ha  per  ;'  =  oc  corrisponde  alla  massima  intensità  di  ma- 
gnetizzazione che  si  possa  avere  nel  nucleo  coi  dati  valori  di 
Ehì  di  r  e  di  T. 

Così  abbiamo  un'  idea  generale  del  modo  di  variare  delle 
due  correnti  /*  ed  V  e  della  intensità  ///  della  magnetizzazione 
del  nucleo.  Ma  alcune  relazioni  semplici  fra  i  valori  massimi  e 
le  fasi  dei  termini  corrispondenti  di  tali  funzioni  possiamo  de- 
durre dai  valori  (io)  ed  (11),  (13)  e  (14),  (15)  e  (16). 

In  primo  luogo  le  (io)  e  (13),  divise  Tuna  per  Taltra  membro 
a  membro,  danno: 

j  ro     ~  ^  ~^"    r    2   •  (^®) 

Ih  ^h 

Questa  forniola  dimostra  che,  come  già  risultò  dalla  discussione 
precedente,  Lì  è  sempre  minore  di  /«,  ma  va  avvicinandosi  al 
valore  limite  Ih  quando  si  fa  diminuire  fino  a  zero  la  resistenza  r' 
del  circuito  secondario. 

Essa  è  inoltre  importante  perchè,  collegando  con  una  re- 
lazione molto  semplice  grandezze  facilmente  misurabili,  riesce, 
come  vedremo,  utilissima  nelle  verificazioni  sperimentali. 
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Le  medesime  uguaglianze  (io)    e   (13),  sottratte   membro  a 
membro  Tuna  dall'altra,  danno: 


r'« 


/!_  /'i —  ira : . 

"  "    ~    "   r«r'«  +  (r  +  r')«a«' 

o,  se  si  confronta  tale  valore  con  quello  di  Gn  dato  dalla  (15  : 

G  * 

In  In     —  ^a    , 

ossia 

G»«  =  J/M/n*  -/«'*).  (19) 

In  secondo  luogo  dalle  (11)  e  (14)  si  ricava 

zmt ,    ,         .  r'  .     , 

tang  -y-  (r«  —  Y„)  =  —  -^  ;  (20) 

oppure  anche,  avuto  riguardo  alla  (18): 

tang*  -^    (u*  —  >)  =  j Va  ""  ^  • 

2  #1  T 

La  tang— :=^(y«'  —  y»»)  ^  sempre  negativa,  e  ciò  dimostra,  quello 

2  /i  ?7 
che  già  risultò  dalla  discussione  precedente,  che   -=-  (yh  —  Y«)  ^ 

sempre  compreso  fra  —  e  t:.  Variando  ;'  da  o  a  oc,  la  tangente 

^^  ##  fp 

di  — =-  (;«'  —  V")  varia  da  zero   a  —  oc,  ossia  V  angolo   decresce 

<ia  ^  a  —  . 

2 

Se  finalmente  si  confrontano  le  formole  (14)  e  (16),  si  vede  che 

2ftT.  I 

tang  -Y-  •{•' 

n  AJ  f 

-e  da  ciò  si  deduce  che  l'angolo  -        (y,/  —  6„)   r  sempre  retto ^ 

ossia  r/i^,  qualunque  sia  la  resistetiza  r\  si  Zia  sempre 

T 

4« 

§  3.<»  Differenza  di   potenziali  tra   le  estremità   delle 
^piRALL   —  Conoscendo    i    valori    delle   intensità    i  eó  t'  delle 
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correnti  primaria  e  secondaria,  possiamo  trovare  facilmente 
anche  la  differenza  dei  potenziali,  funzioni  periodiche  del  tempo» 
che  si  verificano  sui  morsetti  terminali  delie  due  spirali. 

Spirale  primaria,  —  Cominciando  dalla  spirale  primaria, 
diciamo  p  la  resistenza  di  essa  e  rappresentiamo  con  v  la  dif- 
ferenza di  potenziali  fra  le  sue  estremità.  Possiamo  avere  una 
equazione,  da  cui  si  possa  ricavare  v,  scrivendo  che  nella  re- 
sistenza r  —  p  la  corrente  di  intensità  i  à  prodotta  dalla  forza 
elettromotrice  s  —  v.  Abbiamo  infatti  così: 

e  ne  ricaviamo 

1/  =  5  —  (r  —  p)  /. 

Ponendo  in  questa  uguaglianza  in  luogo  di  s  e  di  /  i  loro 
valori 

i  =  }^E,t  sen  -  ^-  (/  +  ««), 

-,  12  n- 

i  -^  2é  ^"  sen    -       (/  +  «„  -  Y„), 


si  vede  subito  che  si  può  scrivere 

-^  _-  2  ;/  71 

2/  -=  >,  K,  sen  —    -  (/  »  y,i  —  ?„),  (22) 

purché  si  pongano  le  condizioni 

lu  C03  -       -  '1,1  --^  hn  —  (r  —  :)  In  COS  — „-  Y"  p 
ir  2//7r  2/1:1 

Vn  sen  -     -  ©«  =  —  (r  —  p)  /„  sen  —    -  y»  .  (23) 

Da  queste  equazioni  di  condizione  si  deduce 
F„«  =  Eu^  +  (/'  -  .:)2  f,r      'zEn  In  (/•  —  f )  cos  ^-^  Yh  > 


K     T  2  /ITT 

(r  —  :)  /„  sen     ,_   Y" 
2  //  -  / 

tang    -   ,-'v„=z—  -         ; 

^«  -  V  —  f  )  'z'  cos  -  _-  Y»" 
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e  se  in  tali  espressioni  si  sostituiscono  ad  /«,  a  cos  — =-  Yh  ed 

a  sen  —^^„ì  loro  valori  ricavati  dalle  forniole  (io)  ed  (ii)  si 

ottengono,  fatte   alcune    trasformazioni    e    riduzioni,  le  fonnole 
seguenti  : 

r*r*f(r-i-  ry  C«* 
7  f  r  ^    +  (^  -t-  ^  (^  4-  p)  C* 

o  ♦»  7j 

Siccome  il  valore  di  tang  — _     ^h  dato  dalla  (25)   è  sempre 
negativo,  e  siccome   d' altra   parte    la  (23)   dà  sempre  pel  seno 

2  M  TT  2  #f  '*^    *    • 

di  o«  un  valore  negativo,  cosi  si  vede  che  l'angolo  —^    ^n 

è  sempre  compreso  nel  quarto  quadrante,  ossia  che  il  tempo  &« 

rappresenta  un  ritardo  compreso  fra  — e  — ,   o  più    sem- 

4     ;i         « 

plicemente  una  precessione  od  una  afiticipaziofte  minore  di  — . 

4  ^ 
Per  r  =0  la  (24)  dà 


r 


e  la  (25)  dà: 


2;/  ~ 
tang    --    «p„  =  0 ,  5p„  = 


Quindi  si  ha 


r  7  ;* 

Adunque  nel  caso  di  r  =  o,  quando  cioè  la  resistenza  del  cir- 
cuito secondario  è  nulla,  la  differenza  dei  potenziali  fra  i  due 
morsetti  terminali  della  spirale  primaria  è  semplicemente  quella 
dovuta  alla  resistenza  della  spirale  primaria.  La  sua  fase  è  quella 
della  corrente  primaria  /,  che  in  questo  caso  è  quella  stessa  che 
si  avrebbe  se  non  esistesse  il  generatore  secondario. 
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Quando  r'  è  diverso  da  zero,  la  (24),  che  si  può  scrivere 


f7  1  —  p 


dà  evidentemente  per  Vn  un  valore  maggiore  di  En-^,  poiché 

èr>p. 

Quindi  si  ha  anche 


yjx;rf/>^l-j.rf/, 


ossia  la  media  differenza  di  potenziali  fra  i  due  morsetti  della 
spirale  primaria  è  maggiore  di  quelia  dovuta  alla  semplice  re- 
sistenza di  questa.  La  (25)   poi,  la  quale  si  può  anche  scrivere 

tang     j.~^n--  -    "—-r^TZi  o~    ' 

r  -  -t- ; ^ —  Cu 

r  r 

dà  per  V anticipazione  —  ^«  un  valore  diverso  da  zero,  il  quale 
va  aumentando  di  mano  in  mano  che  aumenta  la  resistenza  r^. 
Quando  finalmente  r  è  infinitamente  grande,  vale  a  dire 
([uando  il  circuito  secondario  è  aperto,  l^n  prende  il  massimo 
valore  che  esso  possa  avere  ed  è  dato  dalla 

La  (25)  poi  dà  per  r':~x: 

2  w  ir  (r  —  e)  C 

tang  ■  y,- ?„ :=  - -^-^-^ ; 

e  se,  come  è  nella  pratica,  p  è  molto  piccola  a  fronte  di  r  e 
di  Cf  questo  valore  si  riduce  prossimamente  a 

2  «  7c  ;• 

tang      Y    »„  :r- —. 


sui  generatore  secondario  Ganlard  e  Gibbs.  183 


Se  si  confronta  questo  valore  limite  di  tang  — --  ^„  col  valore  di 

2  #2  "? 
tang —=^  Y„  dato  dalla  (11)  pel  caso  di  r'=i:oc,  valore  che  è 


2  ;i  r  Ci 


tang  ---(n  = 


H 


T    '"         r    ' 

si  vede  che  per  r'=z(Xi  e  per  0  =  0  si  ha 

2  ;/  t:  I 

tang-^=r^.  =  -   — 1^:^   , 


tang 


:tm: 


V. 


rp,  I  M 


il  che  vuol  dire  che  Vango/o 

2;i:r 

è  al/ora  ugnale  a  — ,  ossia  che  la  differenza  di  fase  tra  la  cor- 
rente primaria  e  la  differenza  di  potenziali  at  due  morsetti  della 
spirale  primaria  /•  allora  uguale  ad  un  quarto  della  durata  del 
periodo. 

Questo,  che  sarebbe  assolutamente  esatto  se  fosse  possibile 
avere  una  spirale  primaria  di  resistenza  p  uguale  a  zero,  è  vero 
per  approssimazione  nel  caso  pratico  degli  apparecchi  del  Gaulard, 
nei  quali  la  resistenza  0  è  sempre  molto  piccola. 

Questa  osservazione  è  importante,  e  su  di  essa  dovremo 
ritornare  quando  ci  occuperemo  del  lavoro  assorbito  dal  gene- 
ratore secondario  e  quando  esamineremo  i  metodi  sperimentali 
I>er  la  determinazione  del  rendimento  e  della  efficacia  delPap- 
]>arecchio. 

Intanto  possiamo  servirci  della  osservazione  fatta,  per  scri- 
vere subito,  pel  caso  di  r=  oc  e  di  p  =  o,  il  valore  di  r. 

Portando  infatti  nella  (22)  in  luogo  di  ì^„  il  valore  (26),  e 
facendo 


2  ;i  r  2  ;i  :t 


=  o     e        ^=r-  -«  =     ^   •> , 


abbiamo 
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En 


ossia,  notando  che  per  r'  =  Gc  si  ha  /m  = 


\lr*  +  C„« 


^'  =  2-  ^«  C«  cos  -  -  (/  +  ««  —  Y»)  ; 
ossia  ancora,  ricordando  che  Cu  ^=^(a  M  •{•  b)  —  -  -  : 

v=(aM-\'  b)Y,In   -jA  cos  -y^  (^  +  ««  —  Yh)  ' 
ossia  finalmente  : 

a  t 

In  alcuni  dei  procedimenti  sperimentali,  per  mezzo  dei  quali 
si  è  cercato  di  determinare  il  rendimento  pratico  dei  generatori 
secondari,  si  cerca  di  determinare  la  resistenza  di  un  conduttore 
esente  da  selfinduzione,  il  quale  sostituito  nel  circuito  primario 
al  posto  del  generatore  secondario  produce  sulle  proprie  estremità, 
per  una  medesima  intensità  media  della  corrente,  una  media 
differenza  di  potenziali  uguale  a  quella  che  si  ha  sui  due  morsetti 
terminali  della  spirale  primaria  del  generatore  secondario.  E 
siccome  le  determinazioni  sperimentali  sì  fanno  o  con  elettro- 
metri adoperati  alla  maniera  del  Joubert,  o  con  elettrodinamo- 
metri, o  con  calorimetri,  così  le  medie  intensità  e  le  medie 
differenze  di  potenziali  di  cui  si  intende  allora  di  parlare  sono 
le  radici  quadrate  delle  nìedie  dei  quadrati. 

È  importante  per  noi  di  determinare  la  resistenza  del  filo 
su  nominato,  o,  come  suol  dirsi  impropriamente  dai  pratici,  la 
resistenza  equivalente  al  generatore  secondario. 

Ora  una  tale  determinazione  si  può  fare  facilissimamente  se 
si  ammette  che  la  forza  elettromotrice  £  della  macchina  dinamo- 
elettrica si  possa  esprimere  con  un  solo  termine  della  serie  tri- 
gonometrica, cioè  con 

Questa  supposizione  è  dimostrata  praticamente  ammessibile  dalle 
esperienze  del  Joubert,  e  sarà  del  resto  giustificata  a  posteriori 
dal  ccMifronto  dell'esperienza  coi  risultati  della  teoria.  Noi  abbiamo 
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dimostrato  che  in  questo  caso  tutte  le  altre  grandezze  periodiche 
sono  rappresentabili  in  modo  analogo,  e  che  quindi  si  può  scrivere 

/  =  /sen  -yT  (/  +  «  -  v) , 

v  =z  ^  sen    ^,  (^  -♦-»  —  <?) , 

I  quadrati  dei  valori  medi  di  /  e  di  v  quali  sono  dati  dagli 
strumenti  di  misura  sono  allora  i  seguenti: 


Y  I  /*sen*  — 


2 


ri'" 


y,      /«sen«^(ri  oc   -:j,)rf/z= 


Quindi  la  condizione  a  cui  deve  soddisfare  la  resistenza  f\  che 
noi  cerchiamo  si  riduce  alla  seguente: 

ossia  alla 


r  «  = 


/«    • 


Ora  se  in  questa  espressione  della  resistenza  J'i  sostituiamo  a 
/'-  e  ad  ì'  ì  valori  dati  dalle  formole  (24)  e  (io)  otteniamo  subito 

od  anche 

'i *  "=  ?*  +  -j«  ,  70   ''  C-  ;  (27  I 

ovc  con  C  si  è   rappresentato  il   valore  di  C*  per  //=i,  ossia 
per  l'unico  termine  esistente  della  serie  trigonometrica. 

Vedesi  che  i\-  ha  il  valore  p-  per  r'=o,  come  dovevamo 
asp>ettarci  avendo  già  veduto  che  per  r*  =:  o  il  generatore  se- 
condario non  ha  alcun  effetto  sul  circuito  della  corrente  primaria 
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su  cui  è  inserto.  Per  valori  crescenti  della  resistenza  r  del 
circuito  secondario,  r,*  cresce  e  prende  il  valore  massimo 

ri2  =  p«+CS  (28) 

quando  è  r'  =  or^  ossia  quando  il  circuito  secondario  è  aperto. 
La  (28)  dà 

C«  =  r,«-P*;  (28') 

essa  permette  adunque  di  determinare  sperimentalmente   la  co- 
stante C  per  mezzo  di  una  semplice  misura  di  resistenza. 
Dalla   27')  si  ricava 

r'«         r'  (^  4-  2  f) 

T  -J ::z=. 

e  quindi,  in  grazia  della  (18)  : 

\-T]  -  "T^^p'  •  ^^  ^ 

Questa  relazione,  che  permette  di  calcolare  il  rapporto  delie 
intensità  medie  delle  due  correnti  per  mezzo  delle  sole  resi- 
stenze r'  ed  r^,  è  notevolissima.  Essa  ci  tornerà  utile  nel  calcolo 
delle  esperienze  di  cui  parleremo  nella  seconda  parte  della 
presente  Memoria. 

Spirale  secondaria.  Il  valore  v'  della  differenza  di  potenziali 
fra  i  morsetti  terminali  della  spirale  secondaria  si  determina 
facilmente  per  mezzo  del  valore  che  conosciamo  di  f.  Siccome 
infatti  non  si  hanno  sul  circuito  secondario  altre  forze  elettro- 
motrici che  quella  che  si  produce  nell'interno  dell'apparecchio, 
così,  se  diciamo  p'  la  resistenza  della  spirale  secondaria  e  se, 
per  fare  come  abbiamo  fatto  per  la  spirale  primaria,  conside- 
riamo come  positiva  la  differenza  v'  di  potenziali  quando  il  po- 
tenziale maggiore  si  ha  sul  morsetto  corrispondente  a  quello 
per  cui  entra  la  i  quando  è  positiva,  possiamo  scrivere: 


t/=:-(r'-c')i'. 
Quindi 

t;'  :.=  -  (,-'  -  p')  2  /«'  sen  ?^  (t+rn-  Yk')  ; 
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e  possiamo  scrivere 

x;'  =  2  Fn'  sen^ (/  i-*n-  fnl ,  (a9) 

alla  condizione  di  porre 

yn'  =  (r  -  p')/h'       e      ?.'  =  Y-'  -  —  . 

2  ti 

Ricordando  i  valori  (13)  e  (14)  di  In  e  di  ^n,  abbiamo  adunque: 

2w:r      ,               rr       I 
tang     ^-  ip,.  = —  -yr- .  (31) 

11  valore  di  /'„'*  cresce  da  zero  fino  al  massimo 


17  »2 pi 


2/I7C 


quando  r'  cresce  da  e'  fino  all'infinito  ;  Tangolo ^-  «pn'  intanto, 

il  quale  rappresenta  una  aftticipazione,  cresce  in  valore  assoluto 
da  zero  fino  al  massimo  determinato  dalla 


2  ;i  w     ,  r 

tang      =^-  ^H  —  - 


Merita  di  essere  notato  che  se  nei  valori  (24)  e  (25)  di  Vi? 

01  M  ** 

e  di  tang  —=~  ^n  si  fa  p  =  o,  e  se  similmente  nei  valori  (30)  e  (31) 
relativi  alla  spirale  secondaria  si  suppone  p'   ^  o,  si  ha 

/  '  2  —  pi _  „  " 


2  //  :r  r  r       I 

tang  —  -    o„  z=  =  — —  ;  -—  , 
/  r  4-  r   C 

"    -^"  /-*  r'« -e  (r  4- r')»  a^  ' 


2;i:c     .  rr'      i 


tang  —=,'  (p,/  =  - 


r  ■\-  r   C 
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Nel  caso  adunque  che  le  resistenze  interne  p  e  p'  delle  due 
spirali  fossero  nulle  o  trascurabili,  la  differenza  di  potenziali  v 
fra  i  due  morsetti  terminali  della  spirale  secondaria  sarebbe 
uguale  per  grandezza  e  per  fase  a  quella  che  esiste  fra  i  morsetti 
terminali  della  spirale  primaria.  Nel  caso  reale  della  pratica, 
ove  p  e  p'  non  sono  nulle  ma  sono  piccole,  l'uguaglianza  dei 
valori  massimi  e  medi  e  delle  fasi  delle  differenze  di  potenziali 
^  e  t;'  si  verifica  approssimativamente  alla  sola  condizione  che 
non  sieno  molto  piccole  le  resistènze  r  ed  r\ 

§  4.°  Energia  assorbita  e  restituita  dal  generatore  se- 
condario. —  Il  calcolo  della  quantità  di  energia  che  bisogna 
spendere  nel  circuito  primario  per  far  funzionare  il  generatore 
secondario,  e  di  quella  che  l'apparecchio  restituisce  nel  circuito 
secondario,  si  può  fare  facilmente  se  si  suppone  che  la  somma 
trigonometrica  che  esprime  il  valore  di  e  si  riduca  ad  un  solo 
termine,  nel  qual  caso,  come  abbiamo  dimostrato,  accade  lo  stesso 
per  tutte  le  altre  funzioni  periodiche  del  tempo  che  si  hanno  da 
considerare.  Noi  ci  limiteremo  a  considerare  questo  caso,  salvo 
a  vedere  poi  fino  a  qual  punto  le  esperienze  giustifichino 
l'ipotesi. 

Energia  assorbita  dal  generatore  secondario,'  --  Diciamo  q 
la  media  quantità  di  energia  assorbita  in  ogni  unità  di  tempo 
dal  generatore  secondario.  Possiamo  calcolare  il  valore  di  ^  in 
vari  modi;  fra  i  quali  io  scelgo  il  seguente: 

Il  lavoro  assorbito  dal  generatore  secondario  è  la  differenza 
tra  l'energia  elettrica  prodotta  dalia  macchina  dinamoelettrica  e 
quella  che  si  converte  in  calore  nel  circuito  primario  fuori  del 
generatore  secondario.  Per  un  elemento  di  tempo  di  V  energia 
elettrica  prodotta  dalla  macchina  dinamoelettrica  è  tidt;  quella 
trasformata  in  calore  nel  circuito  primario,  fuori  dell'apparecchio 
Gaulard  è  invece  (r --  ^)i^dt;  abbiamo  quindi 


y(u  -  ('•  - 


f)«J»V/ 


o 


Alla  stessa  espressione  si  arriva  se  si  considera  che  il  lavoro 
speso  nel  tempuscolo  dt  nel  generatore  secondario  vale  vidf, 
e  se  si  ricorda  che  altrove  abbiamo  trovato 

I'  — 2  -  (;■  -  s)/. 
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Se  nella  espressione  dì  q  si  sostituiscono  ad  s  e  ad  1  i  valori 

2  ^ 
1  =  Esen  -yr(/  +  i), 

/  ^r  /sen  —  (/  f  X  —  v)  , 

si  ottiene  la 

w^  ,  rT 

2  7?  .  2  TT 


=  r  J  ^< 


sen-yr  (/  i  a)  sen  -y,  (/  ;-  x  —  v)  f//  _ 


-(''-f)^  lsen2--^(/+x  — 7).//. 


f)^  jsen-  -y 


dalla  quale  si  deduce  subito 

EI  ^T.  ,  /« 

^  =  —  cos  -y  V  --  ('*  —  f)  —  •  (32) 

Possiamo  adesso  sostituire  in  q  ad  /  ed  a  cos  —^  7  i  loro  valori 

ricavati  dalle  formole  (io)  ed  (11),  e  con  alcune   trasformazioni 
e  riduzioni,  che  riescono  facili  se  si  osserva  che 

(O  +  /^  [H  r'^  -f  {r  +  rV  C*|  :==  (r  r'=2  *  (r  -+>  r')  C^)^  +  r'*  T-, 
si  arriva  all'  espressione 

^^^rl^^-V^C^ 

Tale  valore  si  può  anche  scrivere  : 
ossia  in  grazia  delle  (io)  e  (13): 

q  =  -\(i'r-  :  r-c),  (34) 

Tale  uguaglianza  dice  che  l'energia  assorbita  dalFapparecchio  è 
uguale  alla  somma  di  quella  che  viene  restituita  come  calore 
nel  circuito  secondario  e  di  quella  che  si  converte  in  calore 
nella  spirale  primaria.  Noi  avremmo  potuto  scrivere  subito  questa 
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uguaglianza  partendo  dal  principio  della  conservazione  del- 
l'energia e  passare  poi  da  essa  alla  (33)  ;  abbiamo  tuttavia  voluto 
seguire  l'altra  strada,  benché  questa  fosse  meno  facile,  perchè, 
come  avremo  occasione  di  notare  più  sotto,  tutti  quelli  che 
finora  fecero  misure  elettriche  sull'apparecchio  fecero  il  calcolo 
di  q  per  mezzo  di  x^  e  di  /,  ma  sbagliarono  arrivando  senza 
accorgersi  a  valori  incompatibili  col  principio  della  conservazione 
dell'  energìa. 

Le  formole  (33)  e  (34)  fanno  vedere  come  l'energia  assorbita 
dall'apparecchio  varii  col  variare  della  resistenza  del  circuito 
secondario.  Ed  una  cosa  che  dobbiamo  notare  subito  è  che  tanto 
per  r  =  o  quanto  per  r'  =  «x  le  formole  danno 

ossia  dicono  che  Tapparecchio  assorbe  in  entrambi  i  casi  quella 
sola  quantità  di  energia  che  secondo  la  legge  di  Joule  si  tra- 
sforma in  calore  nella  spirale  primaria. 

Energia  restituita  come  calore  nel  circuito  secondario.  —  La 
energia  restituita  dall'apparecchio  è  rappresentata  dal  calore 
svolto  nel  circuito  secondario.  Detta  q'  la  media  quantità  di 
energia  svolta  in  un*  unità  di  tempo,  si  ha  adunque 


/'2    C'  2  7- 

q'  =  '-'  -7^  I  sen^  _  (H-  »  -  v')  ^^ 


ossia 


.       ri" 
ossia  ancora,  ricordando  il  valore  (13)  di  /'-: 

*?  —  2   rsV^  +  lr  +  r'pC^*  ^^^ 

11  rapporto  tra  ^,  che  è  la  totale  quantità  di  energia  svolta 
nell'intiero  circuito  secondario,  e  la  quantità  q  di  energia  spesa 
per  tenere  in  funzione  il  generatore  secondario  si  può  deno- 
minare il  coefficiente  di  rendimento  totale  dell'apparecchio.  Se  noi 
rappresentiamo  tale  coefiìciente  colla  lettera  ;x,  abbiamo  in  virtù 
delle  (33)  e  (35); 

_q___       _  r'  O 
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Sì  vede  che,  essendo  p   piccolo,  a   è   sempre   prossimo  al- 
l'unità. Per  c  =  o  sarebbe  esattamente 

e  ciò  è  naturale,  poiché  in  tutta  la  teoria  da  noi  svolta  è  stata 
fatta  completa  astrazione  dalle  correnti  di  Foucault,  dal  consumo 
di  energia  dovuto  alle  alternative  di  magnetizzazione  e  di  sma- 
gnetizzazione del  nucleo  e  dalle  perdite  dovute  alla  imperfezione 
deir  isolamento. 

Per  r'  =  o  la  (36)  dà  ja  =  o;  per  r'  =  oc  essa  dà  di  nuovo 
u  =  o.  Vi  ha  adunque  tra  o  ed  oc  un  valore  della  resistenza  r 
pel  quale  il  coefficiente  di  rendimento  {a  è  massimo.  Il  valore 
di  r'  a  cui  corrisponde  tale  massimo  è  dato  dall'equazione 


dr" 

=  0, 

ed  è, 

come 

e 

facile 

vedere 

• 

r'  — 

C. 

(36) 

E  degno  di  nota  il  fatto  che  il  valore  di  ;',  a  cui  corrisponde 
il  massimo,  è  indipendente  da  p. 

11  valore  massimo  di  a  si  ha  mettendo  nella  (36)  in  luogo 
di  r'  il  valore  C;  esso  è  per  conseguenza: 

Dalla  quantità  totale  q*  di  energia  prodotta  nel  circuito  se- 
condario soltanto  una  parte  è  utilizzabile  per  le  applicazioni  a 
cui  si  vuole  destinare  l'apparecchio,  ed  è  questa  quella  parte  q*' 
di  q'  che  si  svolge  nel  circuito  esterno.  Se  diciamo  f'  la  resi- 
stenza della  spirale  secondaria,  abbiamo 

n^'        ^'  ^  P'  n' 
q    ^ — -, —  q  . 

q'' 
11  rapporto  -^^— ,  il  rapporto  dell'energia  utilizzabile  nel  cir- 
cuito secondario   esterno   alla   energia  spesa  nel  primario  è  il 
coefficiente  di  rendimento   esterno   od  utile   dell'apparecchio.  Se 
rappresentiamo  con  v  tale  coefficiente,  abbiamo 

(/  -  p')  c« 


p  r' -+- (r  4- p)  e» 
V  non  è  :=  I  se  non  per  s  =  e'  =  o. 


(37) 
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Il  coefficiente  di  rendimento  esterno  v  dato  dalla  (37)  è 
uguale  a  zero  per  r'=p',  ed  è  di  nuovo  uguale  a  zero  per  r' 
infinito.  Vi  ha  tra  zero  e  l'infinito  un  valore  di  r'  per  cui  v  è 
massimo,  e  tale  valore  ò  quello  che  soddisfa  alla  equazione 

77  =  ^' 
ossia,  come  è  facile  vedere; 


■'  =  9'  +  \J?' 


•+-''^^-0.  (37') 


Ksso  dipende,  come  vedesi,  da  p  e  da  p',  ed  è  spmpre  maggiore 
di  quello  che  rende  massimo  ut,  e  che  è  dato  dalla  (36'), 
Il  valpre  massimo  di  v  è 


V'p''  ''-''' 


-    ^ --^  ;  (37') 

e  se,  avuto  riguardo  alla  piccolezza  di  p  e  di  p',  si  trascurano 

.    P*      p'*        PP' 
le  frazioni  -^,  -^  e  —  esso  si  riduce  a 

r 

(37') 


C+3\/p(0  +  p') 

E  se  si  ha  0  =  p'  : 

''-=  ^  - — :-,-  •  (37"^) 

Un  fatto  che  emerge  dalle  formole  precedenti,  e  che  merita 
di  essere  avvertito,  ò  che,  a  parità  delle  altre  circostanze,  i 
coefficienti  di  rendimento  «a  e  v  sono  tanto  più  grandi  quanto 
più  è  grande  la  costante  C;  e  siccome 

così  ad  ottenere  grandi  coefficienti  di  rendimento  giova  adoperare 
macchine  dinamoelettriche  per  le  quali  T  sia  piccolo,  ossia 
macchine  che  diano  in  ogni  unità  di  tempo  un  grande  numero 
di  inversioni  di  correnti.  Il  signor  Gaulard  adopera  attualmente 
macchine  che  danno  da  260  a  300  inversioni  per  minuto  secondo. 
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Per  giudicare  della  potenza  di  un  generatore  secondario  è 
utile  paragonare  le  quantità  di  energia  q'  e  q"  svolte  nel  circuito 
secondario  e  nella  parte  esterna  del  medesimo  colla  media  in- 
tensità -r=  della  corrente  primaria  che  si  adopera  per  far  fun- 
Va 

zionare  l'apparato. 

E  perciò  interessante  trovare  i  valori  delle  resistenze 


e 

9 

[alle  (10)  e  (35): 

q'           r'C* 

q         ir'  -  ?)  C 

(38) 

I  secondi  membri  di  queste  uguaglianze  sono  i  valori  di 
quelle  resistenze  prive  di  selfinduzione,  che  se  venissero  so- 
stituite al  generatore  secondario  trasformerebbero  in  calore 
quantità  di  energia  uguali  a  quelle  che  colla  medesima  intensità 
media  della  corrente  primaria  il  generatore  secondario  genera 
rispettivamente  nel  totale  circondario  secondario  e  nella  sua 
parte  esterna. 

Se  si  vuol  calcolare  l'energia  prodotta  nel  circuito  secondario 
o  nella  parte  esterna  di  esso  quando  il  generatore  secondario 
è  attivato  da  una  corrente  di  data  intensità  media,  basta  molti- 
plicare pel  quadrato  di  tale  intensità  rispettivamente  l'una  o 
Taltra  delle  resistenze  {38).  Le  resistenze  date  dalle  formole  (38) 
si  potrebbero  assai  acconciamente  denominare  equivalenti  al  ge- 
neratore secondario. 

Per  ottenere,  per  mezzo  di  una  corrente  primaria  di  data 
intensità  media,  la   massima   produzione   di   energia   nel  totale 

circuito  secondario  bisogna  rendere  massimo  ^,    .^ .  Ora  la  prima 
delle  (3$  si  può  scrìvere 

9'  =_£'    • 

'    -1 r 

r 

il  massimo  cercato  si  ha  adunque  quando  è  minimo  il  denomi- 

natore  r'  h — r ,  e  siccome  questo  è  la  somma  di  due  grandezze 

C* 
r^  e  —  aventi  un   prodotto  C*   costante,  ed   è   quindi  minimo 

G.  Fntiuus,  Optrtf  Voi.  L  '3 
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quando  tali  due  grandezze  sono  uguali,  così  il  massimo  di  ^  y^ 
si  ha  quando  r'  =  — j- ,  ossia  quando 

r'=C. 

Il  valore  del  massimo  è  7-^^  =  —  . 

Va  i'        2 

La  seconda  delle  (38)  dà  per  -  yà  un  valore  massimo  quando 
r   ha  il  valore 

Essendo  p'  molto   piccolo  a   fronte  di  C,  il  valore  di  r   a  cui 
corrisponde  il  massimo  è  approssimativamente  uguale  a 

Portando  poi  questo  valore  nell'espressione  di  jr-j^  si  ha  un  va- 
lore  approssimativo  del  massimo.  E  questo,  se  si  trascura  -^  è 


2(C+pV 

Energia  assordita  da  un  conduttore  esente  da  sei/induzione^ 
che  sostituito  al  generatore  secondario  produce  la  medesima  media 
differenza  di  potenziale.  Immaginiamo,  come  abbiamo  già  fatto 
in  altra  occasione,  di  togliere  dal  circuito  della  corrente  primaria 
il  generatore  secondario,  e  di  sostituire  in  sua  vece  un  semplice 
conduttore  privo  di  selfinduzione  e  di  tale  resistenza  da  produrre 
fra  le  sue  due  estremità,  per  una  medesima  intensità  media 
della  corrente,  una  media  differenza  di  potenziali  uguale  a  quella 
che  si  aveva  fra  i  due  morsetti  terminali  della  spirale  primaria 
deir  apparecchio. 

Noi  abbiamo  già  veduto  come  si  possa  calcolare  la  resi- 
stenza r^  di  un  tale  conduttore,  e  abbiamo  a  tal  uopo  dimostrato 
la  formola  (27),  che  qui  trascriviamo: 


r^«  = 


r'^+  C* 
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Ora  è  importante  conoscere  la  quantità  di  energia  che  si 
converte  in  calore  neUa  resistenza  Tj,  ed  il  rapporto  di  essa 
colla  q'  che  si  spendeva,  a  parità  di  intensità  della  corrente, 
nel  generatore  secondario. 

Diciamo  Q  la  quantità  di  enei^a  cercata,  la  quale  si  svolge  # 

per  ima  corrente  di  data  intensità  media  -=,  sul  conduttore  di 

Va 
resistenza  r^  ;  abbiamo 

P 
e  sostituendo  ad  r,  e  ad  /^  i  valori  (27)  e  (io): 


£_  V(r'*-K:--)[^'>^*-(^-«-r-)«Cn 
^       2  r*  r'* -r  (r -r  r-)»  C»  *  '^' 

Ora  è  facile  trasformare  tale  espressione  in  quest'altra 

^~  2  r-V* -r  (r  -  r')»  C» 

la  quale  in  grazia  delle  (33»,  (35)  e  (36),  si  può  scrivere 

Q  =  ^9'-[^9')\  (-10) 

oppure 

Se  si  rappresenta  con  m  il  rapporto  tra  la  quantità  di 
energia  q^  svolta  nel  totale  circuito  secondario  e  la  O  che  si 
spenderebbe  nel  circuito  primario  se  al  generatore  secondario 
fosse  sostituito  il  conduttore  di  resistenza  r^,  se  cioè  si  pone 

r 

w  =  -^  ,  (4^) 

si  ha 

m=  '^  (43) 


\/-(f')" 
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Da  questa  poi  si  ricava 

m 


a. 


\/-(4'«)' 


(44) 


Devesi  notare  che  essendosi  posto 

P 


Q  =  y\ 


2    ' 


ed  essendosi  calcolata  la  resistenza  Vy  per  mezzo  della  condizione 

r,  1=  V, 

si  ha 

V       I 


^-    ^2       \/2    ' 


ossia  Q  rappresenta  anche  il  prodotto  della  media  differenza 
di  potenziali  fra  i  due  morsetti  terminali  della  spirale  primaria 
per  la  media  intensità  della  corrente  primaria,  quando  colla 
parola  media  si  intenda  la  radice  quadrata  della  media  dei  qua- 
drati, ossia  quella  media  che  viene  indicata  dagli  strumenti  di 
misura  che  si  adoperano  per  le  correnti  alternative. 

Le  formole  (40)  e  (41)  danno  la  relazione  che  passa  tra  il 
detto  prodotto  di  medie  che  dagli  sperimentatori  che  prima  d'ora 
si  occuparono  dell'  apparecchio  Gaulard  venne  ordinariamente 
considerato  come  equivalente  alla  quantità  di  energia  spesa  per 
tenere  in  funzione  V  apparecchio,  e  la  vera  energia  consumata 
dall'apparecchio,  che  è  ^.  E  le  formole  (43)  e  (44)  danno  la  re- 
lazione che  passa  tra  il  vero  coefficiente  di  rendimento  totale  {x 
del  generatore  secondario  ed  il  rapporto  m  tra  l'energia  q'  della 
corrente  secondaria  ed  il  prodotto  Q,  rapporto  che  finora  gli 
sperimentatori  hanno  confuso  col  coefficiente  di  rendimento  a 
medesimo. 

Su  queste  relazioni  torneremo  più  sotto  quando  ci  occupe- 
remo delle  ricerche  sperimentali.  Intanto  però  notiamo  le  grandi 
differenze  che  possono  sussistere  tra  i  valori  di  jQ  e  di  ^  e  tra 
i  valori  di  m  e  di  «jl. 

Mentre  1'  energia  Q  calcolata  col  prodotto  della  media  dif- 
ferenza di  potenziali  per  la  media    intensità  della  corrente,  col 
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crescere  di  r  da  zero  fino  all'  infinito  cresce  continuamente  dal 

1  E- 

valore z  fino  al  valore  massimo 

2  r-  • 

2    r*  -r  C'  ' 

e,  come  mostra  la  formola  (39),  prende  questo  valore  massimo 
appunto  per  r  =  ^c  ;  il  vero  valore  q  dell'energia  assorbita  dal 
generatore  secondario,  il  quale  è  espresso  dalla  (33),  col  variare 
di  r   da  zero  all'  infinito,  comincia  a  crescere  dal  minimo 

I    E' 


2   r^     ' 


corrispondente  a  r'  =  o  fino  ad  un  massimo  che  esso  raggiunge 
per  un  valore  finito  di  r  e  poi  diminuisce  di  nuovo  fino  a  ri- 
dursi per  r  =y^,  ad 

E^        z 


s 


2    r^  -  C 

e  quindi  a  quasi  zero  se  p,  come  è  nel  fatto,  è  molto  piccola. 
Mentre  nella  realtà  il  lavoro  assorbito  e  trasformato  dal- 
l'apparecchio  è  quasi  nullo  tanto  quando  il  circuito  secondaria 
ha  una  minima  resistenza,  quanto  quando  il  circuito  secondario 
è  aperto,  l'energia  Q  calcolata  moltiplicando  le  medie  di  v  e  di  / 
ha  il  massimo  suo  valore  quando  l' apparecchio,  avendo  il  cir- 
cuito secondario  rotto,  non  produce  alcun  effetto  utile.  La  causa 
di  questa  differenza  sta  nel  fatto  che  quando  la  resistenza  r  è 
diversa  da  zero,  esiste  tra  1*  intensità  /  della  corrente  primaria 
e  la  differenza  di  potenziali  v  alle  estremità  della  spirale  primaria 

T 
una  differenza  di  fase  •;  —  o  che  va  aumentando  fino  a  circa  — 

4 

quando  r'  cresce  da  zero  fino  all'infinito.  Ora  l'energia  assorbita 

dall'apparecchio  vale 


n  r 


sen  -j^it—  X  —  •;)  sen  ^  (/  -:-  x  —  t)  <//, 


ossia 


JV 


o  — 


cos  — (V  -  ^). 

'^  1 

e  si  riduce  a  zero  quando  essendo  V  —  ^  =r         è     — r;  —  i)  =  — , 
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T 

Quando  y  —  o  =  —  Y  intensità  1  ha  il  valore  massimo   nei  mo- 

4 
menti  in  cui  la  differenza   di   potenziali  v  ha  il   valore  zero,  e 

viceversa  v  è  massimo  quando  1  è  nuUo^  e  la  somma  dei  lavori 

vidt  si  compone  di  parti  positive  e  di  parti  negative  di  cui  la 

somma  algebrica  è  uguale  a  zero. 

Del  resto  che  l'energia  assorbita  dal  generatore  secondario 
quando  questo  non  produce  alcuna  corrente  secondaria  sia 
massima  è  una  assurdità,  perchè  ripugna  col  principio  della 
conservazione  dell*  energia. 

La  (43)  poi  fa  vedere  che  mentre  il  vero  coefficiente  di 
rendimento  interno  {a  ha,  come  abbiamo  veduto,  un  massimo 
per  r'  -=  C,  il  rapporto  ;;/,  invece,  è  massimo  per  un  valore  di  r' 
molto  più  piccolo.  Ed  è  questo  il  fatto  che  hanno  costantemente 
trovato  gli  sperimentatori  che  confusero  nt  col  coefficiente  di 
rendimento. 

§  5.®  Caso  del  generatore  secondàrio  colle  spirali  in- 
dotte    COLLEGATE    IN    CIRCUITI    MULTIPLI.    —     DopO    quello    che    SÌ 

disse  sul  caso  di  un  generatore  secondario  colle  spirali  secon- 
darie riunite  in  circuito  semplice  bastano  poche  parole  per  far 
vedere  come  si  possa  trattare  anche  V  altro  caso,  nel  quale  le 
spirali  secondarie  sono    tra   loro  collegate  in  circuito  multiplo. 

A  noi  basta  considerare  il  caso  in  cui  le  spirali  secondarie 
sono  tutte  identiche  ed  ugualmente  collocate  rispetto  ai  nuclei. 
In  questo  caso  le  spirali  secondarie  sono  percorse  da  correnti 
aventi  tutte,  in  qualunque  istante,  una  medesima  intensità  ed  il 
loro  effetto  complessivo  sulla  spirale  primaria  e  sul  nucleo 
è  identico  a  quello  che  sarebbe  prodotto  da  un'unica  corrente 
che  le  percorresse  tutte  qualora  fossero  riunite  in  tensione.  Se 
quindi  diciamo  C  V  intensità  di  una  delle  correnti  che  si  hanno 
nelle  singole  spirali  secondarie,  la  prima  e  la  terza  delle  equa- 
zioni differenziali  (i)  sussistono,  come  nel  caso  che  abbiamo  già 
trattato,  anche  nel  caso  attuale. 

Invece  la  seconda  equazione  dovrà  essere  modificata.  Se 
infatti  i  coefficienti  di  induzione  a  ^  b  che  figurano  nella  prima 
equazione  differenziale  si  riferiscono  all'  intiero  sistema  delle 
spirali,  quelli  che  debbono  figurare  in  loro  vece  nella  seconda 
equazione  si  riferiscono  soltanto  ad  una  delle  singole  spirali 
secondarie.  Se  si  denomina  A^  il  numero  delle  spirali  secondarie 

riunite  in  circuito   multiplo,  tali    coefficienti   debbono  essere  — 
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b 
e  -zrz .  Intanto  V  intensità  totale  della  corrente  secondaria,  vale 
N 

Nf,  e  se  si  continua  a  rappresentare  con  r'  la  resistenza  totale 
del  circuito  secondario,  la  forza  elettromotrice  necessaria  per 
produrre  in  questo  la  corrente  Nt'  è  r*  Nt^.  Quindi  alla  se- 
conda delle  equazioni  differenziali  (x)  bisogna  sostituire  que- 
st'altra 

dm      Jdi    ,   di\ 


N^r'i'=-a 


Vedesi  adunque  che  la  sola  modificazione  che  bisogna  in- 
trodurre^nelle  equazioni  differenziali  fondamentali  per  passare 
dal  caso  già  trattato  al  caso  di  cui  adesso  ci  occupiamo  consiste 
nel  sostituire  alla  resistenza  totale  r'  del  circuito  secondario  la 
resistenza  più  grande  N*  r'.  Quindi  facendo  la  stessa  sostituzione 
nelle  espressioni  (io),  (11),  {13),  (14),  (15)  e  (16),  si  possono  avere 
subito  i  valori  di 

/»»,  tang  -y-  >,  In  -,  tang  —  -  y«  ,  Gr?  e  tang  —   -  8„ , 

valevoli  pel  caso  attuale.  L*  intensità  della  corrente  secondaria 
nel  circuito  unico  esterno  al  generatore  secondario  si  ottiene 
poi  moltiplicando  T  per  N]  detta  cioè  /  V  intensità  della  cor- 
rente estema  ed  Jn  il  coefficiente  del  termine  n*^^  della  serie 
trigonometrica  che  la  rappresenta,  è 

Noi  ci  limitiamo  a  registrare  qui  i  valori  che  si  ottengono 
per  In^  ed  /«'•.  Essi  sono  i  seguenti: 

«   ^4  r*  r'*-\-(r  +  N*  r')«  C„*  ' 
/  't  __  r  1 •"    '^" 


Se  ne  deduce 


e  quindi 


/ 


^<N. 
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È  adunque  inesatto  dire  che  colle  spirali  secondarie  collegate 
in  quantità  il  generatore  secondario  moltiplica  l'intensità  della 
corrente  nel  rapporto  di  uno  al  numero  delle  spirali  secondarie; 
tale  proposizione  si  verifica  solamente  per  approssimazione 
quando  è  molto  grande  C  e  piccolissima  la  resistenza  r'  com- 
plessiva del  circuito  secondario. 

Dai  valori  di  /,  f,/  si  possono  poi  ricavare,  ripetendo  con 
facili  modificazioni  le  considerazioni  svolte  nei  paragrafi  prece- 
denti, tutte  le  altre  grandezze  periodiche  che  si  presentano  nel 
funzionamento  dell'apparecchio.  Fra  queste  interessano  in  modo 
speciale  la  Vn  e  la  Vn  .  La  prima  è  data  dalla 

t;  =  £  -  (r  -  p)  / , 

e  siccome  qui  non  figura  oltre  la  /  altra  grandezza  che  dipenda 
dai  circuiti  secondari,  cosi  essa  si  ottiene  subito  dalla  (24)  so- 
stituendovi N^r'  ad  r\  Si  ha  così 

"   A'*  r'-  r'«  +  (r  +  .V''  r')>  C»  * 
L'altra  si  deduce  dalla 

ove  p'  rappresenta  la  resistenza  complessiva  delle  iV  spirali 
collegate  in  circuito  multiplo,  ossia  la  iV"**»  parte  della  resistenza 
di  una  di  esse.  Da  tale  relazione  si  ricava: 

ir  —  c'X'  V*  C  2 

*  n  ~ J—n'    -Tt 


,V« ,-:.'  r'2  +  (r  +  ,V*  r'f  C„^ 

Da  questi  valori  di   Vn  e  di   V,,'  si  deduce: 

V,r'  ^  (;-'  -  f ')-  A'»  C„*     _ 

Vj  ~  >7==  r'-  +  (7+  N'-  r'Y  C„^  ' 

forinola  clic  per  p  =  :'  =  o  dà 

Vn'  I 


/'„       A 


;  J 


(45) 


essendo  in  pratica  p  e  p'  piccolissimi,  la  (45)  è  sempre  appros- 
simativamente verificata;  quindi  si  può  dire  che  effettivamente 
un  generatore  secondario  colle  spirali  secondarie  collegate  in 
derivazione  fa  diminuire  la  caduta  di  potenziali  approssimativa- 
mente nel  rapporto  di  X  ad  1. 
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PARTE  I!. 


RICERCHE   SPERIMENTALI. 


§  6.»  Cenxo  bui  procedimenti  già  tentati  per  la  determi- 
?fAZioxE  DAL  coEFTicrESTE  DI  RENDIMENTO.  —  Per  determinare  il 
coefficiente  di  rendimento  del  generatori  secondari  erano  stati 
tentati  prima  d'ora  vari  procedimenti.  ■* 

In  alcuni  di  questi,  aventi  in  mira  non  già  una  vera  misura 
del  coefficiente  di  rendimento,  ma  una  determinazione,  sufficiente 
dal  punto  di  vista  industriale,  del  suo  ordine  di  grandezza,  si 
apprezzava  la  quantità  di  energia  ottenuta  con  effetto  utile  nel 
circuito  secondario  per  mezzo  di  lampade  elettriche  collocnle 
sul  circuito  medesimo.  Per  valutare  poi  il  valore  dell'  energia 
spesa  nel  circuito  primario  per  far  funzionare  il  trasformatore. 
si  procedeva  in  uno  dei  due  modi  seguenti: 

1."  Letta  su  di  un  elettrodinamometro  inserito  sul  circuito 
primario  la  deviazione  prodotta  dalla  corrente  mentre  funzionava 
il  generatore  secondario,  si  escludeva  quest'  ultimo  dal  e 
e  gli  si  sostituiva  una  semplice  resistenza  priva  di  selfinduzione, 
dalla  quale  si  faceva  variare  il  valore  fino  a  ridurre  la  devia- 
zione dell'elettrodinamometro  al  suo  valore  primitivo.  Si  rite- 
neva allora  clia  il  calore  svolto  nella  resistenza  aggiunta  equi- 
valesse alla  energia  consumata  dal  generatore  secondano.  Una 
esperienza  di  questa  natura  era,  per  esempio,  quella  citata  dal 
Gaiilard  nella  seduta  del  6  febbraio  1884  della  Società  inter- 
nazionale degli  elettricisti  di  Parigi.  In  tale  esperienza  si  ave- 
vano nel  circuito  secondario  lampade  consumanti  approssìn 
tivamente  3710  voltampère  per  minuto  secondo,  con  una  cor- 
rente primaria  di  11  ampère,  Secondo  l'asserzione  del  Gaulard. 
si  era  trovato  che,  tolto  dal  circuito  il  generatore  secondario, 
si  doveva,  per  ripristinare  la  intensità  della  conente, 
durre  nel  circuito  una  resistenza  di  25  ohm.  Si  deduceva  in 
ciò  che  l'energia  consumata  dal  generatore  secondario  era 
di  1 1*  V  25,  ossia  di  3025  voltampère  per  minuto  secondo.  Quindi 
risultava,  secondo  il  descritto  modo  di  interpretare  l"  esperi- 
mento, un  coefficiente  di  rendimento  uguale  a  -'  -,  ossia  a' 

3025 
per  cento. 
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2.0  Messo  in  funzione  il  generatore  secondario,  si  misura 
con  un  elettrodinamometro  l'intensità  della  corrente  principal 
Si  determinava  poi  approssimativamente  la  differenza  di  potenzia 
tra  i  due  morsetti  terminali  della  spirale  primaria  col  cercar^ 
quante  lampade  ad  incandescenza  poste  in  tensione  su  di  un 
circuito  derivato  dai  morsetti  medesimi  potessero  essere  portate 
alla  intensità  luminosa  normale.  Si  moltiplicava  finalmente  la 
differenza  di  potenziali  così  valutata  per  l'intensità  della  corrente, 
e  si  riteneva  che  il  prodotto  rappresentasse  V  energia  spesa. 
Per  esempio,  operando  col  generatore  secondario  della  esperienza 
testé  citata;  si  era  trovato  che  si  potevano  attivare  tre  lampade 
Swan  poste  in  un  unico  circuito  derivato  dai  morsetti  della 
spirale  primaria.  Siccome  le  lampade  richiedevano  ciascuna  una 
caduta  di  potenziali  uguale  a  98  volt,  così  si  riteneva  che  la 
media  differenza  di  potenziali  fra  i  due  morsetti  fosse  di  3  x  98, 
ossia  di  294  volt,  e  che  quindi  l'energia  spesa  fosse  di  11  x  294, 
ossia  di  circa  3230  voltampère  per  minuto  secondo.  Si  credeva 
adunque  di  poter  conchiudere  che  il  coefficiente  di  rendimento 

^         2710  .    ^ 

fosse ,  ossia  84  circa  per  cento. 

3230 

Per  dare  alle  misure  un  carattere  più  scientifico  e  di  mag- 
giore precisione,  altri  ricorsero  all'uso  dell'elettrometro,  ed 
escludendo  completamente  V  impiego  delle  lampade  elettriche, 
fecero  tutte  le  determinazioni,  tanto  sul  circuito  secondario 
quanto  sul  primario,  per  mezzo  del  detto  strumento,  od  almeno 
con  esso  e  coli*  elettrodinamometro.  Il  procedimento  seguito  da 
tali  esperimenti  è  semplicissimo  ;  esso  è,  nella  sostanza,  il 
seguente. 

Per  mezzo  dell'elettrometro  a  quadranti  di  Mascart,  ado- 
perato alla  maniera  del  Joubert,  ^  si  determinano  la  media  dif- 
ferenza di  potenziali  fra  i  due  morsetti  terminali  della  spirale 
primaria  e  quella  fra  i  due  morsetti  terminali  della  spirale  se- 
condaria.   Per   mezzo    del   medesimo   strumento    collegato    alle 


'  J.  JouHBRT,  Etudes  sur  les  machines  magtìéto-iUctriques,  —  Annales  de 
l'Kcole  normale  supérieure.  a.*  Sèrie,  Tome  X,  Mai  1881.  Paris  1881. 

*  HoPKiNsoN  fece  le  sue  misure  verso  la  metà  di  marzo  1884,  con  un 
generatore  del  piccolo  modello,  e  precisamente  sul  primo  costrutto  colle  forme 
sotto  cui  figurarono  nel  maggio  successivo,  per  la  prima  volta  in  pubblico,  e 
con  due  grandezze,  alla  Esposizione  di  Torino.  (Vedi  L'ÉUctricien,  revut  gini^ 
rate  d'iUctrìcité;  n.  73;  15  aprile  1884,  pag.  314.) 
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estremità  di  una  resistenza  nota,  oppure,  meno  esattamente, 
per  mezzo  di  un  elettrodinamometro,  si  misurano  le  intensità 
della  corrente  primaria  e  della  secondaria.  Si  fa  per  ciascun 
circuito  il  prodotto  della  intensità  della  corrente  per  la  differenza 
dei  potenziali  misurata,  e  si  ritiene  che  i  due  prodotti  rappre- 
sentino l'energia  impiegata  e  quella  restituita  dall'apparecchio. 
Il  quoziente  del  prodotto  relativo  al  circuito  secondario  per 
quello  relativo  al  circuito  primario  si  assume  allora  come  uguale 
al  coefficiente  di  rendimento. 

Sono  noti  i  risultati  ottenuti  con  tale  metodo  di  misura  dal 
Dott.  Hopkinso)!,  "  i  quali,  interpretati  nel  modo  ora  detto,  fecero 
credere  che  il  coefficiente  di  rendimento  fosse  uguale  a  0,86. 

Una  serie  più  completa  di  misure  così  fatte  venne  eseguita 
nella  Esposizione  di  Torino  dal  signor  Uzel,  elettricista  della 
Casa  Sautter-Lemonier  e  Comp.  di  Parigi,  il  quale  è  un  intelli- 
gente ed  abile  sperimentatore.  Ed  io  non  credo  inutile  di  riferire 
qui  almeno  una  parte  dei  risultati  dal  medesimo  ottenuti,  sia 
l>erchè  le  esperienze  del  signor  Uzel  sono  le  più  complete  che 
fino  ad  ora  si  avessero,  sia  perchè  essendo  una  parte  di  essi 
stati  ottenuti  con  un  generatore  secondario  poco  diverso  da 
quello  sul  quale  io  ebbi  in  seguito  a  sperimentare,  possono  dar 
luogo  a  confronti  istruttivi. 

ESPERIENZE  DEL  SIGNOR  UZEL 


PRIMARIO 
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1             1 

(Segue.) 
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12.13 

n 
n 

n 


PRIMARIO 


SECONDARIO 


V 


l  V 


V 


r  v' 


PICCOLA   COLONNA    IN    QUANTITÀ   PER   DUE. 

23  .  4  .  283  .  84  !!  24  .  05   9  .  70  I  233  .  28  I  o  .  40 

48.    582 . 24 il  19  .  68  22.151  435.91  |l  1 .  12 

!J 

63   .  764   .    19   I       15    .   46  29    .  60  467    .62  I    .   90 

I  '  '  I 

72.6  880.64'       13.    II  35.  458.85'!  2.60 

I  I 

80.        970  .40'' IO.  19  ì  39.40    401.49:  3.80 


GRANDE    COLONNA   COLLEGATA   IN   TENSIONE. 


.13 

23 

•4 

283.84 

12  .02 

15. 

!  180.30 

1 .24 

n 

31- 

4 

380.88 

12. 

1 

24. 

.  288. 

2 . 

n 

53 

642 .  89 

'11.83 
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» 
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n 
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GRANDE   COLONNA    IN   QUANTITÀ   PER   DUE. 


^2.13'  43. 

,   52.16 
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„  1  88. 

106  .  74 

22.47 

114- 

138  .  28 

21.97 

n       ,  149  . 

180  .  74 
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„    168. 

,  203  .  78 
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17.      '399-5 
40.         898.8 

54.        1186.4 

70  .  40  1383  . 4 

80  .  50  1368.  5 


_     I 


o.  72 
1.80 
2 .  40 

3.50 
4.70 


I'-  - 


In  questa  tabella  /,  v  rappresentano  i  valori  medi  in 
eii  in  volt  della  intensità  della  corrente  primaria  e  del 
renza  di  potenziali  sui  due  morsetti  della  spirale  prima 
surati  coir  elettrometro  di  Mascart  e  coirelettrodinamor 
Siemens  ed  Halske;  /',  v'  rappresentano  le  medesime  gr 
misurate  nel  medesimo  modo  sul  circuito  secondario;  / 
la  resistenza,  in  ohm,  della  parte  esterna  del  circuito  sec 

Le  considerazioni  teoriche  svolte  nella  prima  parte 
sente  lavoro  fanno  evidente  che  tutti    i   descrìtti    proce 
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:o  quelli  fondati  sull'uso  dell'elettrometro  e  dell'elettrodinamo- 
metro, quanto  quelli  più  grossolani,  che  abbiamo  denominalo 
procedimenti  industriali,  furono  studiate  partendo  da  una  idea 
inesatta,  e  vennero  quindi  malamente  interpretati. 

Risulta  infatti  dalia  nostra  teoria  che  il  prodotto  della  media 
intensità  della  corrente,  misurata  coll'elettrodinamometro  o  con 
altri  strumenti,  per  la  media  differenza  di  potenziali  misurata 
coli* elettrometro  a  quadranti,  od  altrimenti,  non  rappresenta 
r  energia  impiegata,  per  mezzo  della  corrente  primaria,  per  far 
Tunzionare  il  generatore  secondario.  Tale  prodotto  sarebbe 
uguale  alla  energia  impiegata  solamente  quando  la  resistenza  1' 
del  circuito  secondario  fosse  uguale  a  zero;  in  tutti  gli  altri 
casi .  nei  casi  reali,  pratici,  r/iifl  prodotto  ha  un  valore  maggiore 
*'*  quello  dfll'encrgia  che  si  vuol  misurare.  Se  si  riflette  che  gli 
stnamenti  di  misura  adoperati  per  le  correnti  alternative  danno 
indicazioni  proporzionali  alle  medie  dei  quadrati  delle  grandezze 
variabili  che  si  vogliono  misurare,  si  vede  che  tanto  il  prodotto 
'  ^  ottenuto  colle  esperienze  del  signor  UzeI  o  con  quelle  di 
■lopkinson,  quanto  l'energia  calcolata  per  mezzo  della  resistenza 
**>stituite  al  generatore  secondario  o  delle  lampade  elettriche 
poste  in  tensione  fra  ì  morsetti  del  primario  nelle  esperienze 
■odustriali,  rappresentano  invece  dell'energia  veramente  assorbita 
dal  generatore  secondario  quella  energ'ia  che  noi  abbiamo  de- 
nominato Q  ne!  §  4.^  della  prima  parte  del  nostro  lavoro  ed 
'Riparato  a  calcolare  colle  formole  (39),  (40)  e  (41). 

L'errore  dipende  dal  non  avere  riflettuto  alla  differenza  di 
fase  tra  la  corrente  primaria  ed  i  potenziali  sui  morsetti  della 
spirale  primaria,  differenza  che  esiste  sempre  quando  la  resi- 
^'«^nza  del  circuito  secondarlo  non  è  uguale  a  zero,  e  che  cresce 
"•lo  ad  un  massimo  assai  prossimo  ad  un  quarto  di  periodo  se 
*'  fa  crescere  fino  all'  infinito  quella  resistenza.  Ora,  per  dati 
valoj-j  medi  della  intensità  delia  corrente  e  della  differenza  di 
P'^tenziali  l'energia  assorbita  effettivamente  dall'apparecchio  di- 
'^^nde  da  quella  differenza  di  fase,  diminuisce  col  crescere  della 
""^desima  e  si  annulla  quando  essa  raggiunge  un  valore  uguale 
***  Un  quarto  di  periodo;  mentre  invece  il  prodotto  che  gli 
*P«rimentalori  scambiarono  coli' energia  assorbita,  è  1' energia 
"^  si  avrebbe  quando  la  differenza  di  fase  fosse  nulla,  e  cresce 
'*o  ad  un  massimo  quando  si  fa  crescere  la  resistenza  r"  fino 
'rifinito.  L'errore  commesso  per  tale  inavvertenza  cresce  col 
di  r' ;  il  rapporto  tra  la  quantità  scambiata  coH'energia 
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assorbita  ed  il  vero  valore  di  questa  cresce  con  r'  e  diventa 
grandissimo  per  r'  infinito. 

Scambiando  per  tal  modo  la  quantità  O  con  la  quantità  di 
energia  veramente  assorbita,  che  noi  abbiamo  rappresentato  al 
con  la  lettera  q,  e  che  si  calcola  colla  formola  (33),  gli 
sperimentatori  hanno  scambiato  col  coefficiente  di  rendimento 
totale  quel  rapporto  che  noi  nel  §  sovracìtato  abbiamo  rappre- 
sentato con  HI  e  che  non  è  uguale  al  coefficiente  di  rendimento 
totale  li  se  non  nel  caso  limite  di  r'  =  o. 

E  scambiando  col  coefficiente  di  rendimento  totale  1»  il 
rapporto  wi,  che  secondo  la  formola  (43)  vale 


\/-(^ 


i  hanno  calcolato  come  coefficiente  di  rendimento  esterno  od 
utile  non  già  il  vero  coefficiente  di  rendimento  *,  ma  il  rapporto 


i'-m 


il  quale  non  solo  è  sempre  minore  di  esso,  ma  varia,  col  va- 
riare di  r,  seguendo  una  legge  completamente  diversa. 

Bastano  queste  considerazioni  per  dimostrare  che  le  espe- 
rienze che  noi  abbiamo  classificato  col  nome  di  esperienze  in- 
dustriali, nelle  quali  si  cerca  di  calcolare  il  coefficiente  di 
rendimento  per  mezzo  di  una  o  di  poche  determinazioni  latte 
con  lampade  elettriche,  non  solo  sono  grossolane,  ma  sono  as- 
solutamente prive  di  valore  e  di  significalo.  Esse  possono 
somministrare  un  valore  approssimativo  del  rapporto  m,  ma 
i  possono  servire  a  determinare  con  sufficiente  sicurezza 
nessuna  delle  altre  grandezze  che  bisognerebbe  conoscere  oltre 
alla  m  per  passare  da  questa  al  vero  valore  di  ciò  che  sì 
cerca. 

Le  altre  esperienze,  quelle  basate  sull'uso  dì  strumenti  di 
misura  come  l'elettrometro  e  l'elettrodinamometro,  benché,  male 
interpretate,  abbiano  condotto  i  loro  autori  e  Io  stesso  inventore 
del  generatore  secondario  a  idee  erronee  sul  valore  del  coeffi- 
ciente di  rendimento  e  sulla  legge  delle  sue  variazioni,  potrebbero 
tuttavia  bastare  a  risolvere  completamente  il  problema  quando 
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formassero  una  serie  abbastanza  estesa  per  dare  con  qualche 
sicurezza  oltre  al  valore  di  m  quello  delle  altre  grandezze  che 
figurano  nelle  formole  teoriche  e  che  servono  con  m  al  calcolo 
di  t).  Le  esperienze  del  signor  Uzel,  di  cui  ho  riferilo  qui  sopra 
i  risultati,  soddisfano  a  questa  condizione,  e  sarebbero  vera- 
mente importanti  se  tutte  le  resistenze  r'  colle  quali  si  esperi- 
mento fossero  state,  invece  che  calcolate  per  mezzo  di  v'  e  di  (", 
direttamtfnte  ed  accuratamente  misurate. 

Io  potrei  servirmi  dei  numeri  trovati  dal  signor  Uzel  per 
verificare  le  conclusioni  della  nostra  teoria  e  per  determinare 
l'efficacia  effettiva  del  generatore  secondario.  Siccome  però,  in- 
dipendentemente dalle  considerazioni  teoriche  di  cui  abbiamo 
parlato,  sussìstono  serie  obbiezioni  contro  l'impiego  dell'elettro- 
dinamometro nella  misura  delle  correnti  alternative,  e  siccome  si 
sollevarono  eziandio  obbiezioni  sull'uso  dell'elettrometro  a  qua- 
dranti per  la  misura  delle  differenze  di  potenziali  alternative, 
così  è  più  conveniente  che  io  mi  serva  dapprima,  per  confron- 
tare la  teoria  coU'esperlenza,  di  determinazioni  nelle  quali  non 
si  sia  fatto  uso  di  tali  strumenti  di  misura. 

Per  tale  motivo  io  descriverò  alcune  mie  esperienze  calo- 
rimetriche  e  mi  servirò  dei  risultati  di  esse: 

i."  Per   verificare   l'attendibilità   delle   misure  fatte  col- 
Te  lettro  metro. 

2."  Per  controllare  l'esattezza  delle  conclusioni  della  teoria 
che  ho  esposto  nella  prima  parte  di  questo  lavoro. 

3,°  Per  determinare  1'  effettivo  coefficiente  di  rendimento 
del  generatore  secondario. 

§  7."  Descrizione  delle  nuove  esperie.nze  fatte  per  hezeo 
DEL  CALORIMETRO.  —  Fcci  le  mie  esperienze  dall'  11  al  16  di 
novembre  1884  nei  locali  dell'Esposizione  di  Torino  sugli  ap- 
parecchi ivi  esposti  dalla  National  Society  for  the  distribulion  of 
fUctricity  by  Sccundary  Gcnitra/ors  di  Londra,  e,  come  ho  detto 
or  ora,  le  feci  collo  scopo  principale  di  controllare  i  risultati  già 
Ottenuti  col  l'elettrometro  e  col  l'elettrodinamometro  per  mezzo  di 
quelli  ricavali  con  un  metodo  nuovo  nel  quale  tali  apparecchi 
non  fossero  adoperati  come  strumenti  di  misura.  Assecondando 
un  desiderio  de'  miei  colleghi  della  Giuria  internazionale,  io  mi 
studiai  di  far  servire  alle  determinazioni,  come  unico  strumento 
di  misura,  un  calorimetro,  strumento  contro  II  quale  non  esi- 
stevano le  obbiezioni  che  si  potevano  sollevare  e  si  erano  sol- 
levate contro  l'uso  degli  strumenti  suaccennati. 


aoS 
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E  non  potendo  escludere  completamente  l' uso  dell' elettio- 
metro  e  dell'  elettrodinamometro,  disposi  però  le  cose  in  modo 
che  tali  strumenti  non  dovessero  servire  direttamente  a  fare 
misure,  ma  servissero  unicamente  quali  mezzi  per  riconoscere 
la  costanza  di  una  media  diflferenza  di  potenziale  e  del  medio 
valore  della  intensità  di  una  corrente. 

Questa  di  non  richiedere  l'uso  di  altro  strumento  di  misura 
che  di  un  calorimetro  è  la  principale  particolarità  del  nuovo 
metodo,  e  se  si  fa  astrazione  dalle  modificazioni  che  l' impiego 
del  nuovo  strumento  di  misura  doveva  inevitabilmente  introdurre 
nella  condotta  delle  esperienze,  il  metodo  si  riduce,  nel  principio, 
ad  uno  di  quelli  di  cui  abbiamo  dianzi  parlato. 

Nella  sostanza  esso  e  il  seguente:  si  misura  per  mezzo  di 
un  calorimetro  la  media  dei   quadrati   della  intensità  della  cor- 
rente secondaria,  media    che   moltiplicata  per  la  resistenza  mi< 
surata  del  circuito  secondario,  dà  la  quantità  di   energia  svolta 
nell'unità  di  tempo  nel  circuito  secondario  medesimo.  Tolto  allora 
dal  circuito  l'apparecchio  di  Gauiard,  gli  si  sostituisce  una  resi- 
stenza priva  di  sellinduzione,  della  quale  si  fa  variare  il  valore 
lino  a  tanto  che  si  abbia  fra  le  sue  due  estremità,  con  una  me- 
desima intensità  di  corrente,  una  media  differenza  di  potenziali 
uguale  a  quella  che  prima  si  aveva  fra  le  estremità  della  spirale 
primaria;    con    una  misura  calorimetrica  fatta  col  medesimo  ca- 
lorimetro dianzi   adoperato   si    determina    allora   la    media   dd 
quadrati  della  intensità  della  corrente  primaria,  media  che,  : 
tiplicata  per  la  resistenza  misurata,  dà  Ìl  valore  dell'energia  < 
questa  trasforma   in  calore.  La    resistenza   inserita  nel  circuita 
primario  al  posto  del  generatore  secondario  é  quella  che  nelU 
teoria  abbiamo   detto  r, ,  e   quindi   la   quantità   dì    energia  caLfl 
colata  nel  modo  su  detto  lì   quella  che  dicevamo  Q.  Dividendi 
per  questa  l'energia  misurata  nel   circuito  secondario  si  ha  t 
dividendo  l'elevazione  di  temperatura  del  calorimetro  nel  priin 
esperimento  per   quella    ottenuta  nel  secondo  si  ha  il  rapport 
•Jeì  medi  quadrati  della   intensità  delle  due  correnti:  e  siccom 
si  hanno  anche  le  resistenze  r'  del  secondario,  ed  j\  sostituita 
al  primario,  cosi  si  posseggono  tutte  le  grandezze  che  figura 
nelle  nostre   equazioni,  e   si   ha   quindi  quanto    basta  per  i 
studio  completo  dell'apparecchio. 

Quando  io  intraprendeva  le  mie  esperienze  non  avevf 
ancora  pensato  a  svolgere  le  considerazioni  teoriche  che  ì 
esposto  in  questo  lavoro.  Quindi  il  mio  plano  mirava  esscnzia 
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mente  alla  determinazione  di  iw.  Tuttavia  si  vedrà  che  le  espe- 
rienze [>05sono  effetti  va  mente  somministrare  tutti  i  dati  di  cui 
si  può  avere  bisogno;  ed  io  penso  che  i  miglioramenti,  che 
sono  parecchi  ed  importanti,  che  altri  potranno  inlroduire  in 
esse,  consisteranno  nei  particolari  degli  strumenti  e  non  nel 
principio. 

Un  procedimento  radicalmente  diverso  si  potrebbe  avere 
soltanto  quando  si  ricorresse  ad  una  misura  diretta  dinamo- 
roetrìca  del  lavoro  assorbito  dal  generatore  secondario.  Ont  uni 
tale  misura  non  si  può  sempre  eseguire  colla  voluta  esattezxa 
e  non  si  sarebbe  per  esempio  potuto  eseguire  nel  caso  delle 
mie  esperienze  ove  la  macchina  dinamoelettrica  servente  ai  ge- 
neratori secondari  era  di  tale  potenza  da  poter  assorbire  sessAnu 
■  cavalli,  e  riceveva  Ìl  movimento  da  una  motrice  a  vapore  di 
oltre  i  140  cavalli,  la  quale  attivava  contemporaneamente  molte 
altre  macchine. 

Descrizione  delle  nsfierienze.  —  L"  apparato  calorimclrico  ' 
consiste  essenzialmente  in  una  spirale  di  filo  di  argentana  del 
diametro  di  0,4  millimetri  e  della  lunghezza  di  circa  3,40  metri, 
avvolta  su  di  un  disco  di  ebanite,  coperta  di  una  spalmatura 
di  gomma  lacca,  ed  immersa  nell'acqua  dì  un  calorimetro  di 
rame  argentato,  chiuso,  de!  diajnetro  di  circa  13  centimetri  e 
dell'altezia  dì  ao  centimetri.  Il  calorimetro  è  protetto  nel  modo 
solito  da  un  recipiente  cilindrico  di  ottone,  chiuso,  il  quale  a 
sua  volta  è  protetto  da  una  cassa  di  legno.  Il  termometro,  che 
passa  in  un  foro  centrale  esistente  nel  disco  di  ebanite,  ù  tenuto 
^da  ila  tappo  forato  in  una  tubolatura  esìstente  nel  centro  del 
Beoperchio.  Esso  ha  una  graduazione  in  decimi  di  grado,  ed  ù 
|(  osservato  per  mezzo  di  un  cannocchiale  col  quale  si  apprezzano 
con  sicurezza  ì  quinti  di  divisione,  ossia  ì  cinquantesimi  di  grado. 
Due  fori  praticali  nel  coperchio  e  muniti  di  tubetti  di  caoutchouc 
indurito  lasciano  passare  liberamente  due  fili  di  rame  di  1,1 
millimetri  di  diametro  attaccati  inferiormente  alle  estremità  della 
spirale  e  portanti  superiormente  i  morsetti  per  la  inserzione  nei 
circuiti.  Per  mezzo  di  questi  fili  si  può  far  passare  la  corrente 


'  n  csloritnetra  era  sialo  preparalo,  in  parte,  da  una  Commissione  no- 
mioata  datla  Giuria,  e  composta  dei  Prof.  H.  E.  Weber  dì  Zurigo,  E.  Volt  di 
Monaco,  A.  Roiti  ài  Firenze  e  dell'autore  della  presente  Memoria.  Esso  doveva 
servire  per  esperienre  da  farsi  (Jalla  Giuri»;  esperienie  che   poi   non  poterono 


nella  spirale.  Una  traversa  di  ebanite  collega  esternamente  ì 
due  fili  ed  è  attaccata  ad  un  cordoncino  passante  su  di  una 
carrucola,  per  mezzo  del  quale  si  può  imprimere  alla  spirale  un 
regolare  moto  di  saliscendi  dell'ampiezza  di  circa  3  centimetri, 
il  quale  serve  a  rinnovare  l'acqua  in  contatto  del  filo  ed  s 
rendere  uniforme  la  temperatura  nel  calorimetro. 

Adoperando,  come  ìo  feci,  un  medesimo  calorimetro,  tant(| 
per  !a  misura  sul  circuito  secondario,  quanto  per  quella  s 
culto  primario,  si  evitano  le  diiììcoltà  delie  misure  assolute;  i 
evita  anzi  il  bisogno  di  determinare  la  costante  del  calorimetii 
e  la  resistenza  della  spirale,  costante  e  resistenza  che  sconnp] 
riscono  nei  quozienti  che  si  hanno  a  calcolare. 

La  costanza  della  intensità  media  della  corrente  primaria 
si  ottiene  per  mezzo  del  regolatore  della  corrente  eccitatria 
della  macchina  dinamoelettrica,  e  sì  constata  per  mezzo  di  1 
elettrodinamometro  di  Siemens  inserto  nel  circuito.  La  costami 
della  media  differenza  di  potenziali  fra  i  due  morsetti  terminal 
della  spirale  primaria  del  trasformatore,  o  tra  le  estremità  delll 
resistenza  che  nella  seconda  parte  dell'esperimento  viene  sost 
tuita  all'apparecchio,  si  ottiene  col  far  variare  questa  resistenzi 
e  si  constata  con  un  elettrometro  di  Mascari  adoperato 
metodo  di  Joubert.  Quando  la  differenza  di  potenziali  è  supcrioiH 
a  quello  per  cui  1'  elettrometro  è  servibile,  si  uniscono  i  diH 
punti,  pei  quali  si  vuole  constatare  la  costanza  della  media  e 
ferenza  di  potenziali,  con  un  circuito  derivato  di  grandissìia 
resistenza  fatto  con  lampade  ad  incandescenza  riunite  in  tensione] 
e  si  attaccano  i  fili  dell'elettrometro  a  due  punti  convenienti  1 
detto  circuito.  Siccome  non  si  hanno  a  fare  misure,  ma  s 
plicemente  si  vuole  constatare  la  costanza  dei  potenziali,  coi 
non  importa  conoscere  le  resistenze  delle  lampade  né  verìfìcact 
la  loro  uguaglianza;  unicamente  è  necessario  che  la  resistenzt 
sia  grandissima  acciocché  la  derivazione  non  disturbi  sensibitjl 
mente  i  fenomeni  che  avvengono  nel  generatore  secondai 
Nelle  mie  esperienze  sì  adoperarono  ordinariamente  dodid 
lampade  Edison,  delle  quali  si  comprendeva  fra  g!i  attacchi  dd 
fili  dell'  elettrometro  un  numero  che  si  faceva  variare  da  espe- 
rienza ad  esperienza,  in    modo    da  avere  nell'elettrometro  una 


deviazione    compresa 
grande. 

La  disposizione   per  le  esperienze   è  schei 
presentata  nella  fig.  2. 


della    scala,  ma  sempre  molto 


lematicamente  rap^^| 


sul  geueratore  secondano  Ganlard  e  Gibbs, 


2ir 


I  due  reofori,  che  vengono  dalla  macchina  dinamoelettrica, 
entrano  nel  laboratorio  *  in  u4  ed  in  Z.  Il  reoforo  A  viene  ad 
un  commutatore  a  due  contatti  B^  i",  per  mezzo  del  quale, 
senza  rompere  mai  il  circuito 
(il  che  colla  macchina  a  cor- 
rente alternativa  di  Siemens 
che  può  assumere  una  forza 
elettromotrice  di  più  di  3000 
volt  potrebbe  arrecare  gravi 
inconvenienti),  si  può  a  piaci- 
mento inviare  la  corrente,  pel 
contatto  B^  agli  apparecchi  di 
misura,  oppure  farla  passare, 
pel  filo  Y Xf  direttamente  col 
reoforo  Z,  escludendo  così  dal 
circuito  l'intero  laboratorio. 

Dal  contatto  B^  pel  filo  J/, 
la  corrente  viene  ad  un  elet- 
trodinamometro di  Siemens  5 
destinato  a  constatare  la  co- 
stanza della  sua  intensità;  e 
dall'elettrodinamometro  passa 
ad  un  secondo  commutatore 
Cahy  il  quale  la  fa  passare 
al    generatore   secondario    G 


Fifr.  a. 


quando  il  contatto  è  stabilito  su  a,  oppure  la  manda  nella  resi- 
stenza variabile  r  e  nel  calorimetro  O  quando  il  contatto  viene 
stabilito  su  b. 

Il  generatore  secondario  è  rappresentato  in  proiezione 
orizzontale  in  G;  le  due  croci  /,  q  rappresentano  i  due  morsetti 
terminali  della  spirale  primaria;  i  due  circoletti  5,  /  rappresentano 
invece  i  morsetti  terminali  della  spirale  secondaria.  Il  capo  p 
della  spirale  primaria  comunica  per  mezzo  di  un  filo  col  con- 
tatto a  del  commutatore  Cab  che  abbiamo  nominato  poc'anzi; 
l'altro  capo  q  comunica  con  due  fili  D  ed  //,  dei  quali  il  primo 
viene  ad  unirsi  al  reoforo  Z,  e  1'  altro  conduce  ad  un  commu- 
tatore a  spina,  a  due  vie,  x  ^^J,  di  cui  si  dirà  fra  poco.  La  spirale 


*  Serviva  da  laboratorio  una  stanza  situata  nell' edilìzio  dell'Esposizione 
a  circa  180  metri  di  distanza  dalla  dinamo.  Il  filo  collegante  la  dinamo  col 
laboratorìo  misurava  una  lunghezza  di  circa  600  metri. 
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secondaria  ha  una  delle  sue  estremità  5  in  comunicazione  con 
una  resistenza  senza  soUinduzione  r'  il  cui  valore  si  può  far 
variare  a  piacimento  da  una  esperienza  all'altra,  e  per  mezzo 
del  filo  L  col  commutatore  n  p  testé  nominato.  L'altra  estre- 
mità /  comunica  invece  colla  estremità  i  di  uno  dei  fili  di  rame 
del  calorimetro. 

Il  calorimetro  è  rappresentato  schematicamente  in  Q,  ove 
i  circoietti  i  e  2  figurano  i  morsetti  terminali  dei  fili  di  rame 
che  inferiormente  vanno  ad  unirsi  alle  due  estremità  della  spi- 
rale dì  argentana  immersa  nell'acqua.  Ad  uno  di  questi  morsetti, 
al  morsetto  i,  sono  attaccati  il  filo  F  che  viene  dalla  resistenza 
variabile  r,  il  filo  1 1  che  viene  dalla  spirale  secondaria  del  gè- 
neratore  secondario  G,  ed  un  terzo  filo  V  il  quale  conduce  ad 
una  resistenza  R. 

L'altro  morsetto,  il  morsetto  a,  dei  calorimetro  e  l'altra 
estremità  della  resistenza  R  sono  congiunte  coi  due  contatti  mi 
ed  «  di  un  commutatore  a  strisciamento  o  m  ti,  per  mezzo  del 
quale,  senza  interrompere  mai  il  circuito,  si  può  far  passare  la 
corrente  attraverso  al  calorimetro,  oppure  attraverso  alia  resi- 
stenza R.  La  resistenza  R  V  è  esente  da  selfinduzione,  ed  è 
uguale  a  quella  del  calorimetro.  L'uguaglianza  ottenuta  con 
molta  cura  prima  di  incominciare  le  esperienze  veniva  di  quando 
in  quando  verificata  nel  corso  delle  esperienze  medesime. 

Il  commutatore  a^  è  destinato  a  inserire  il  calorimetro,  a 
piacimento,  nel  circuito  secondario  oppure  nel  circuito  primarìol 
ove  sta  la  resistenza  variabile 

Questo  commutatore  è,  come  si  è  già  detto,  a  spina  ed  a 
due  vie;  quando  la  spina  è  in  n  esso  chiude  il  circuito  secon- 
dario sr'  Laoil  inserendovi  il  calorimetro  o  la  resistenza  la. 
terale  R;  quando  invece  la  spina  è  in  |i  il  circuito  secondario 
è  rotto,  ma  si  può  far  passare  pel  calorimetro  o  per  R  la  cor- 
rente primaria  secondo  il  percorso  A BM SCbrFio^Hq DZ. 
La  spina  deve  trovarsi  in  [J  tutte  le  volte  che  il  commutatore 
Cab  la  contatto  su  b,  perchè  altrimenti  il  circuito  primario 
sarebbe  rotto;  e  siccome  colla  macchina  dinamoelettrica  che  Ìo 
adoperava  nella  Esposizione,  comandata  da  un  motore  di  grande 
potenza,  una  rottura  del  circuito  primario  avrebbe  potuto  pre- 
sentare inconvenienti  e  pericoli  gravissimi,  cosi  io  prima  di 
manovrare  i  commutatori  Cab  ed  >  [i  poneva  sempre  il  com- 
mutatore ^S  y  sul  contatto  Y,  escludendo  per  tal  modo  dal 
circuito  l'intiero  laboratorio. 
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lo 
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L'elettrometro  a  quadranti  di  Mascart  è  schematicamente 
rappresentalo  in  E.  Esso  è  collegato  ai  punti  C  e  q.  Per  mag- 
giore chiarezza  si  è  supposto  nella  figura  che  ìl  collegamento  sia 
fatto  direttamente  con  due  semplici  fili  7',  U;  nella  realtà  però, 
e  per  le  ragioni  dette  più  sopra,  i  due  punti  C  e  7  erano,  nelle 
mìe  esperienze,  congiunti  l'uno  all'altro  per  mezzo  di  un  con- 
duttore di  grandissima  resistenza  l'ormato  con  una  serie  di  12 
lampade  Edison  da  16  candele  messe  in  tensione,  il  filo  7"  era 
attaccato  in  C  ed  il  filo  U  era  attaccato  ad  un  punto  del  detto 
conduttore  preso  dopo  un  numero  di  lampade  che  si  faceva 
variare  da  esperienza  ad  esperienza,  secondo  ìl  bisogno. 

Quando  col  commutatore  Ca  b  era  stabilita  la  comunicazione 
Ira  C  ed  (i  l'elettrometro  indicava  la  media  caduta  di  potenziali 
tra  le  due  estremità  p  e  q  della  spirale  primaria  dell'apparecchio 
Gaulard;  quando  invece  col  commutatore  Cab  era  stabilita  la 
comunicazione  di  C  con  b  Y  elettrometro  indicava  la  caduta  di 
potenziali  Ira  le  estremità  A  e  7  del  conduttore  b  rFi  o^  Mq 
il  quale  comprendeva  il  calorimetro  oppure  la  resistenza  laterale 
uguale  R,  e  comprendeva  inoltre  la  resistenza  r  che  si  poteva 
far  variare  a  piacimento,  onde  ottenere  nell'elettrometro  una 
deviazione  uguale  a  quella  dovuta  ai  generatore  secondario, 

La  resistenza  r.  come  la  r,  è  ottenuta  per  mezzo  di  una 
spirale  di  grosso  filo  di  argentana  doppio  avvolta  a  larghe  spire 
su  di  un  grande  telaio  di  listelli  di  legno.  Per  evitare  gli  effetti 
della  selfinduzione  la  spirale  era  avvolta  in  modo  che  la  cor- 
rente discendesse  per  le  spire  d'ordine  Ìmpari  e  risalisse  per  le 
spire  d' ordine  pari.  La  spirale  completa  aveva  una  resistenza 
di  circa  16  ohm.  Per  far  variare  comodamente  la  resistenza  r 
senza  interrompere  mai  il  circuito  il  commutatore  Cai/  invece 
di  avere,  come  per  semplicità  si  è  supposto  nella  figura,  due 
soli  contatti  a  e  ò,  ne  aveva  dieci;  il  primo  di  questi  comunicava 
come  Va  della  figura  col  morsetto/  del  generatore  secondario; 
gli  altri  comunicavano  per  mezzo  di  altrettanti  fili  di  rame  con 
diversi  punti  della  spirale  r.  Le  piccole  variazioni  poi  della  re- 
sistenza r  si  ottenevano  per  mezzo  dt  un  filo  di  rame  </  saldato 
in  t,  all'  origine  della  spirale  r,  del  quale  l'  estremità  e  poteva 
farsi  scorrere  lungo  la  spirale  medesima  e  fissarsi  in  una  posi- 
zione qualunque. 

La  resistenza  del  conduttore  CbrFio^Hq  si  misurava 
.ìtntnediatamente  dopo  di  ciascun  esperimento  per  mezzo  di  un 
liponte  di  resistenza  a  ciò  predisposto,  che  si  collegava  coi  punti 
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C  e  q.  Subito  dopo  si  misurava  col  medesimo  ponte  la 
del  circuito  secondano  completo,  tra  i  punti  a  ed  o. 

Ora  ecco  con  quale  ordine  si  procedeva  in  ciascun  espei 
mento.  Messa  nel  circuito  secondario  una  certa  resistenza  r" 
misurata,  si  collocava  nel  commutatore  •  ?  la  spina  in  »,  e  col. 
commutatore  Cai  sì  faceva  contatto  su  a;  il  commutatore  owim 
del  calorimetro  si  disponeva  col  contatto  su  ii  m  modo  da 
escludere  il  calorimetro  e  inserire  in  sua  vece  nel  circuito  la 
resistenza  uguale  VR.  Ciò  fatto,  si  faceva  col  commutatore  ABY 
contatto  su  fl  e  si  faceva  con  ciò  arrivare  la  corrente  nel  la- 
boratorio. La  corrente  primaria  passava  allora  per  B  M  S  Gap 
Gt]  D  X Z  e  faceva  così  funzionare  il  generatore  secondario  G, 
producendo  una  corrente  secondaria  la  quale  partendo  da  * 
passava  per  r'  LronR  Vii.  Un  osservatore  leggeva  le  de- 
viazioni dell' elettrodinamometro  5  e  dell'elettrometro  E,  ne 
constatava  la  costanza,  e  le  registrava.  Intanto  un  altro  osser< 
valore  leggeva  la  temperatura  dei  calorimetro. 

Ad  un  segnale  del  primo  osservatore  il  secondo  girava  il 
commutatore  omii  del  calorimetro  facendo  contatto  su  m  ctj 
inviando  la  corrente  secondaria  per  tiiz  nel  calorimetro. 

Dopo  un  minuto,  ad  un  secondo  segnale,  l'osservatore  ap- 
plicato al  calorimetro  rimetteva  il  commutatore  su  ii  e  leggeva 
la  nuova  temperatura.  Durante  l'osservazione  un  aiutante  teneva 
in  moto  la  spirale  del  calorimetro  per  rinnovare  l'acqua  in  con- 
tatto de!  filo  e  rendere  uniforme  la  temperatura.  Cosi  era  fatta-' 
la  prima  parte  dell'esperimento. 

Posto  il  commutatore  AB  1' sul  contatto  V  per  escludere 
dal  circuito  il  laboratorio,  e  poter  maneggiare  senza  pericoli  i 
commutatori,  si  toglieva  la  spina  del  commutatore  i  ^  da  x  e 
la  si  collocava  in  tì;  e  si  girava  il  commutatore  Cab  in  modo 
da  separare  C  da  a  e  stabilire  il  contatto  fra  C  e  It.  Si  girava 
quindi  il  commutatore  A  B  Y  sul  contatto  S  e  si  faceva  così 
rientrare  la  corrente.  La  corrente  primaria  percorreva  allora  il 
circuito  B  M  S  C  br  Fi  V  Rno'f  Hq  D  Z  senza  passare  pel 
generatore  secondario,  e  passando  invece  per  la  resistenza  va- 
riabile r  e  per  la  resistenza  laterale  R  dell'apparecchio  calori- 
metrico.  Le  indicazioni  dell'elettrodinamometro  6'  e  dell'elettro- 
metro E  si  trovano  allora,  in  generale,  diverse  da  quelle  della 
prima  parte  dell'esperi  merlo;  ma  la  variazione  della  deviazione 
dell'elettrodinamometro  S,  sempre  assai  piccola,  veniva  tosto 
corretta  dall'operatore  applicato  alla  macchina  dinamoelettrica. 
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it  quale  si  serviva  a  quest'uopo  di  un  altro  elettrodinamomeiro 
e  del  regolatore  della  corrente  eccitatrice;  e  la  deviazione  del- 
l'elettrometro, la  quale  in  generale  aveva  variato  notevolmente, 
sì  riduceva  al  valore  primitivo,  che  si  era  trovalo  nel  primo 
esperimento,  facendo  variare  per  tentativi  la  resistenza  r.  Quando 
l'elettrometro  e  l'elettrodinamometro  davano  indicazioni  costanti 
ed  uguali  a  quelle  del  primo  esperimento,  sì  faceva  girare  il 
commutatore  omn,  mandando  per  tal  modo  nel  calorimetro  la 
corrente  primaria.  Come  nel  primo  esperimento  si  lasciava  tra- 
scorrere un  minuto,  dopo  del  quale,  ad  un  segnale  dell'osservatore 
addetto  all'elettrometro,  si  escludeva  nuovamente  dal  circuito  it 
calorimetro  sostituendogli  la  resistenza  R,  e  si  leggeva  sul 
termometro  l'elevazione  della  temperatura. 

Appena  finito  l'esperimento  si  escludeva  nuovamente  il  la- 
boratorio dai  circuito  per  mezzo  del  commutatore  A  B  Y\  sì 
attaccava  il  ponte  di  resistenza  ai  punti  C  e  q,  distaccando  per 
ma^ìor  precauzione  il  filo  D,  e  si  misurava  cosi  la  resistenza 
del  conduttore  Co  r  Fi  o  8  y  che  nel  secondo  esperimento  aveva 
rimpiazzato  il  generatore  secondario. 

Si  misurava  finalmente  la  resistenza  del  circuito  secondario. 

§  8.°  Risultati  delle  esperienze.  —  Riunisco  qui  sotto  i 
principali  dati  relativi  al  generatore  secondario,  sul  quale  si 
sono  eseguite  le  misure,  i  risultali  di  queste,  e  le  ossei^azioni 
che  ad  esse  si  riferiscono. 

Da/i  re/alivi  ai  getieralore  sfcoiidario.  11  generatore  secon- 
dario sperimentato  è  uno  dì  quelli  che  il  Gaulard  destina  ad 
iorbire  e  trasformare   l'energìa  di   circa  i,8  cavalli  dinamici. 

Esso  ha  le  dimensioni  di  quello  indicato  nella  tabella  delle 
(erienze  del  signor  Uzel  col  nome  dì  grande  colonna,  dal 
ale  differisce  unicamente  pel  modo  con  cui  è  fatto  il  nucleo 
ferro.  Mentre  il  nucleo  dell'apparecchio  sperimentato  dal 
[HOT  Uzel  era    intieramente   costituito   da  un  fascio  di  fili  di 

I,  quello  del  generatore  secondariOj  su  cui  si  fecero  le  misure 
torimetriche,  è  fatto  con  un  bastone  cilindrico  di  legno  ri- 
terto  da  uno  strato  dì  circa  quattro  millimetri  di  tilt  dì  ferro. 

incipali  dati  su  tale  generatore  sono  i  seguenti: 


)  dei  dischi 
Id. 

mebx)  dei  dischi  .    .    . 
del  foro  centrale 


pirale  primaria    . 
secondaria . 


455 
455 
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Grossezza  dei  dischi  di  rame 0,25  nim. 

Altezza  della  colonna 610  mm. 

Peso  complessivo  dei  rame  dei  dischi    ....   18280  grammi 

Peso  totale  dell'apparato circa    20  chilogr. 

Numero  delle  parti  uguali  in  cui  la  spirale  se- 
condaria è  divisa 4 

Resistenza  della  spirale  primaria  alla  tempera- 
tura di  13  gradi 0,276  ohm. 

Resistenza  della  spirale  secondaria  alla  medesima 
temperatura  quando  le  quattro  partì  sono  col- 
legate  in  circuito  semplice 0,285  ohm. 

Intensità  della  corrente  primaria  colla  quale  l'ap- 
parecchio è  destinato  a  funzionare  abitualmente 
e  colla  quale  funzionò  durante  le  esperienze  circa     12  ampère. 

In  tutte  le  esperienze  le  quattro  parti,  in  cui  si  può  dividere 
la  spirale  secondaria,  furono  riunite  in  circuito  semplice,  ossia 
ili  tensione.  Siccome -il  calorimetro  presentava  una  resistenza 
considerevole,  cosi  se  si  fossero  collegate  le  spirali  secondarie  iti 
circuito  multiplo,  ossia  in  quantità,  si  sarebbe  sperimentato  in 
condizioni  sempre  molto  diverse  da  quelle  nelle  quali  il  Caulard 
è  solito  a  far  funzionare  il  suo  apparato. 

Nelle  prime  7  esperienze  registrate  nella  tabella  riportata 
qui  contro  la  spirale  del  calorimetro  aveva  una  resistenza  di 
4,18  ohm;  nelle  esperienze  successive  la  spirale  fu  cambiata 
con  un'altra  di  resistenza  uguale  a  3,97  ohm. 

La  macchina  dinamoelettrica  di  Siemens,  che  somministrava 
la  corrente  primaria,  faceva  durante  le  esperienze,  in  media, 
670  giri  per  minuto.  Le  spirali  mobili  della  macchina  erano  24; 
quindi  si  avevano  16080  inversioni  di  corrente  al  minuto,  ossia 
368  al  minuto  secondo.  La  macchina  era  comandata,  come  si  è 
già  avuto  occasione  di  notare,  da  una  motrice  a  vapore  di  oltre 
a  140  cavalli,  la  quale  attivava  contemporaneamente  altre  mac- 
chine. Ciò  dava  luogo  spesso  a  variazioni  sensibili  nella  velocità, 
che  non  si  poterono  mai  evitare  completamente,  e  delle  quali 
noi  dovremo  tener  conto  in  seguito,  quando  si  tratterà  di  sce- 
gliere, fra  i  vari  possibili,  ìl  modo  di  calcolare  le  esperienze. 

Nelle  misure  compendiate  nella  tabella  seguente  sì  faceva 
variare  da  esperienza  ad  esperienza  il  valore  della  resistenza  r' 
de!  circuito  secondario.  La  prima  esperienza  (n."  i)  è  fatta  col 
circuito  secondario   conlenente    la   sola  resistenza  della  .spirale 
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indotta,  del  calorimetro  e  dei  fili  d' unione.  U  ultima  (n.®  14)  è 

Atta  col  circuito  secondario  rotto,  ossia  con  una  resistenza  r  =  «. 

I  risultati  di  tutte  le  misure  sono  compendiati  nel  seguente 

7uadro,  nel  quale   le   lettere,  con    cui   sono   intestate   le    varie 

finche,  hanno  i  seguenti  significati: 

/^'  e  /'  rappresentano   le   temperature  del  calorimetro  al 
ncipio  ed  alla  fine  dell'esperimento  calorimetrico  sul  circuito 
ndario  (prima  parte  dell'esperienza). 

/o  e  /  sono  le  temperature  del  calorimetro  lette  al  prin- 
►  ed  alla  fine  dell'esperimento  calorimetrico  sul  circuito  pri- 
o  (seconda  parte  dell'esperienza). 

Tj  è  la  resistenza  del  conduttore  br Fio^  Hq  (fig.  2), 
cH^  nella  seconda  parte  dell'esperienza  rimpiazza  il  generatore 
^^<^o  ndario. 

r'  finalmente  è  la  resistenza  totale  del  circuito  secon- 
^i"io  xLr'  stio. 


CI 
DI 


RISULTATI   DELLE   ESPERIENZE 


^Seguite  nei  giorni  11,  12,  13,  14,  15  e  16  novembre  1884. 


CALORIMETRO 
NEL  SECONDARIO 


'.' 


10,60 
8,90 

15.50 

14.96 

11,28 

9,10 

8,90 

17.65 

16,45 

9.05 
14,20 

18,35 
16,64 


/ 


16,95 
15,00 

21,00 

20,32 

17.29 
13,80 

13.90 
22,00 

20,20 

13,00 

17,98 
22,02 

19,92 


CALORIMETRO 
NEL    PRIMARIO 


/. 


16,18 
14,98 
19,90 
24,70 
16,05 
13,60 

13.70 
21,62 
19,92 

12,75 
16,68 

21J0 

19,48 

14.50 


22,80 

21.55 
26,00 

30,70 

22,90 

19.50 
19.70 

27.42 
25J0 
19,00 
22,26 
27,90 

25^42 
20,20 


RESISTENZE 


4,80 
5.18 
6,10 

6,73 

7,50 

9.17 

9Ó3 
10,72 

12,55 
14,70 

15.14 

^5.35 
16,17 

22,36 


4.70 

5.09 
6,10 

6,80 
7'73 

]0,02 

10,02 
12,12 

15.43 
I7JO 

17.73 
19,80 

21,50 
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§  9.°  Calcolo  delle  esperienze.  —  Osservazioni  prel»us 
—  Diciamo  p  la  costante  del  calorimetro,  R  la  resistenza  éL* 
spirale  immersa  nel  medesimo;  rappresentiamo   poi  con  im^ 
i„t'^  le  medie  dei  quadrati  delle  intensità  delle  due  correnti 
maria  e  secondaria  durante  gli  esperimenti;  abbiamo: 

e  quindi 

Questo  valore  è  indipendente  da  p;  e  quindi  se  noi  avr 
cura  di  far  servire  ai   nostri  calcoli  formole  nelle  quali  no 
gurino  i   valori    assoluti   delle   intensità   medie  im  ed  im'  d 
due  correnti  primaria  e  secondaria,  ma  figuri  invece  solame 
il  loro  rapporto,  noi  potremo  fare  tutte  le  determinazioni  se 
andare  incontro  alle  difficoltà  inerenti  alle  misure  calorimetri 
assolute.  Egli  è   appunto   per   questo    scopo    che  il  piano  d 
esperienze  è  stato  studiato  in  modo  da  far  servire  un  medesi 
calorimetro  tanto  per  le  misure  da  farsi  sul  circuito  seconda 
quanto  per  quelle  che  si  hanno  da  fare  sul  circuito  primario 

È  necessario  però  per  la  esattezza  delle  determinazio 
che  per  tutta  la  durata  di  ciascun  esperimento  rimangano 
variate  la  costante  del  calorimetro  e  la  resistenza  R  del  me 
simo.  Ora  se  la  prima  condizione  si  può  assicurare  senza  d 
tìcoltà,  la  seconda  invece  non  può  mai  essere  soddisfatta 
modo  rigoroso,  in  causa  dell*  ineguale  riscaldamento  a  cui 
spirale  va  soggetta  nelle  due  parti  dell'  esperimento.  Se,  co 
accade  in  generale,  le  elevazioni  di  temperatura  t  —  t^  e  /'  —  /, 
ottenute  nel  calorimetro  rispettivamente  quando  esso  è  inserit 
nel  circuito  primario  e  quando  è  inserito  nel  secondario,  som 
diverse,  ciò  significa  che  nel  medesimo  tempo,  in  un  minut 
la  spirale  cede  all'acqua  del  calorimetro  quantità  di  calore  divers 
e  ciò,  a  sua  volta,  dimostra  che  la  temperatura  della  spirale  h 
valori  diversi  nei  due  casi.  Alla  differenza  delle  temperaCur 
della  spirale  nelle    due   parti  dell'esperimento   corrisponde  un 

differenza  di  resistenza,  in  grazia  della  quale  il  valore  di  |-rvl 

calcolato  colla  (46)  può  essere  affetto  da  un  errore.  È  necessario^ 
prima  di  intraprendere  i  calcoli,  rendersi  conto  dell'ordine  d 
grandezza  di  tale  errore. 


ed 

Iti' 


sul  geiìtralore  secondario  Gaulard  e  Giòbs.  a  19 

Dioamo,  a  quest'uopo,  A  il  coefficiente  di  conduttività  ter- 
mica estema  del  filo  del  calorimetro  quando  è  immerso  nell'acqua, 
J^  la  superficie  del  filo  in  metri  quadrati,  .r  la  media  differenza 
dì  temperatura  tra  il  filo  e  l'acqua  durante  una  misura  calori- 
metrica  nel  circuito  primario;   Ìl  numero   di  calorie   trasmesso 

fifx 
dal  fi!o  all'acqua  in  un'ora  è  /iFx,  e  in  un  minuto:  -v—  -  D'altra 

parte  questo  numero  di  calorie  fa  elevare  l'acqua  dalla  tempe- 
fatura  t^  alla  temperatura  /;  e  siccome  in  media,  nelle  mìe 
csi>erienze,  la  costante  del  calorimetro  era  circa  1,3,  così  tale 
numero  di  calorie  vale  1,3  {t  — /„). 

Si  ha  adunque  per  determinare  .v  l'equazione 
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**ve    /;  si  deve  intendere  riferito  alla  caloria  per  ora  e  per  metro 
quadrato. 

Nei  mìei  esperimenti  si  aveva  /" ^  2,40  >:  0,001  ^0,0024. 
"^f  calcolare  A  con  esattezza  mancano  i  dati;  si  può  tuttavia 
valutare  per  A  un  valore  certamente  minore  del  vero,  col  quale 
^'  possa  calcolare,  se  non  i(  valore  esatto  di  x,  almeno  un  valore 
•^«rtamente  più  grande  del  vero,  dal  quale  si  possa  dedurre  al- 
'•*^no  un  limite  superiore  dell'errore  che  si  commette  facendo 
**«o  della  formola  (46).  Gli  ingegneri  sanno  che  un  tubo  metallico, 
'P;   *.  di  rame,  di  piccolo  diametro  immerso   nell'acqua  e  pieno 

*  Vapore  può  condensare  in  un'ora,  per  ogni  metro  quadrato 
_  *  Superficie  e  per  ogni  grado  di  differenza  di  temperatura  tra 
*.  Vapore  e  l'acqua,  2,5  chilogrammi  di  vapore  se  l'acqua  é  in 
^Poso  e  fino  a  io  chilogrammi  se  l'acqua  bolle.  Certamente  il 
P*ao  di  vapore  condensato  sarebbe  più  grande  ancora  se  l'acqua 

*lvece  di  rinnovarsi  in  contatto  del  tubo  unicamente  in  grazia 

?_*  moti  idrostatici,  fosse  rinnovata  art ìfizial mente  con  un  agitatore. 

siccome  si  sa  pure  che  il  coeflìciente  di  conduttività  esterna 

•■^sce  col    diminuire    del    diametro    del    tubo,  cosi  è  certo  che 

^*®o  sarebbe  assai  maggiore  di  quello  che  corrisponde  alla  con- 

^^'^sazione  di  io   chilogrammi  di  vapore,  quando  invece  di  un 

"**  si  avesse  un  semplice  filo  sottile.  Noi  faremo  adunque  un 

V'^fe  in  meno  nel  valore  di  fi  ed  un  errore  in  più  nel  calcolo 
■*■  se  faremo  l' ipolesi  che,  pel  nostro  filo,  h  sia  quello  che 
'"'"'Sponde   alla   condensazione   di    io    chilogrammi  di  vapore 
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Avremo  per  cons^uenza  un  limite  dell'errore  che  si  tratta 
di  apprezzare,  limite  molto  superiore  al  vero,  ponendo 

/i  =  IO  X  537  =  5370. 

Posto  questo  valore,  abbiamo 

La  temperatura  del  filo  del  calorìmetro  durante  l'esperì- 
mento  sarà  in  media  x  -\ ossia,  con  un  sicuro  errore  in  più: 

6,o5(/-g  +  ^^; 

quindi  la  resistenza  sarà  aumentata,  rispetto  a  quella  corrìspon- 
dente  a  o^  nel  rapporto  di  uno  a 

I  +  0,00044  I  6,05  \f  —  t.)  +  -y^J  . 

Similmente  durante  l'esperienza  col  calorìmetro  nel  circuito 
secondario  la  resistenza  sarà  quella  corrìspondente  a  o^  molti- 
plicata per 

I   f  0,00044  f  6,05  (/•- /o')  +  ''^l  . 

Quindi  il  valore  di  I  -?^  j  calcolato  colla  formola  (46)  dovrà 
essere  moltiplicato  per 

I  +  0,00044  [0,05  (/'  -  /o')  +  ^-~-^] 

I  +  0,00044   6,05  (/  —  /o)  -\ ^  j 

ossia,  approssimativamente,  per 

e  =  I  -  0,00044  [6,05  (/  +  /',  -t,^t)  4,(±/o-^-Vj  ^ 

In  causa  deirincertezza  del  valore  h  di  cui  ci  siamo  serviti, 
questa  formola  non  potrebbe  servire  a  fare  effettivamente  la  cor- 
rezione di  cui  si  tratta  ;  ma  siccome  siamo  certi  che  la  correzione 
fatta  con  questa  formola  sarebbe  certamente  eccessiva,  così  questa 
è  utile  per  darci  un'idea  dei  limiti  degli  errori  che  possano  deri- 
vare dal  far  uso  della  formola  (46)  senza  alcuna  correzione. 


A  quest'uopo  ci  basta  calcolare  colla  formola  trovata  l'errore 
l  caso  della  prima  e  per  quello  dell'ultima  delle  nostre  espe- 
mze,  giacché  per  tutte  le  altre  esso  avrà  un  valore  intermedio. 
i  per  la  esperienza  n.°  i  abbiamo 


(+/.'- 


-/„  = 


o°,27  . 


=5'.7'; 


Per  la  penultima  esperienza,   ossia  per  l'esperienza  n.°  13, 
Tore  di  cui  si  tratta  è  massimo,  abbiamo 


'  +  '.'-'0- 


:aIcolo  di  (y  Y  < 


Si  vede  quindi  che  l'errore  che  si  fa  nel  e 

Kttendo  la  correzione  pel  riscaldamento  del  filo  é,  nei  limiti 

ille  nostre  esperienze,  minore  del   3  per   mille  se  si  tratta  di 

{ccole  resistenze   r';   minore  del   9    per   mille   se  si  tratta  di 

uidi  resistenze.  E    siccome    il    calcolo    che    abbiamo    fatto    è 

su  di  un  valore  di  A  molto   probabilmente  assai   minore 

■o,  cosi  è  da  credere  che  nella  realtà  l'errore  commesso 

itìa  notevolmente  al  di  sotto  del  limite  ora  calcolato.  D'altronde 

F  risultali  delle  esperienze  adoperati  nei  calcoli,  come   fra  poco 

vedremo,  non  danno  alcun  indizio  di  un  errore  sistematico  nel 


valore  di 


-'e 


,  errore  che,  sapendosi  crescente  con  r"  e  sempre 


del  medesimo  segno,  sarebbe  facile  a  riconoscersi  qualora  su- 
perasse l'ordine  di  grandezza  degli  errori  accidentali  di  osser- 
vazione. Se  quindi  si  osserva  che  per  la  natura  stessa  de' nostri 
esperimenti  non  si  potrà  contare  con  sicurezza  più  che  sulla 
seconda  cifra  decimale  nei  valori  dei  risultati,  si  è  autorizzati 
a  non  tenere  nessun  conto  del  riscaldamento  del  filo  e  ad  ado- 
perare senza  alcuna  correzione  la  formola  {46). 

Premesse  queste  osservazioni,  possiamo  servirci  dei  risultati 

delle  esperienze  raccolti  nella  tabella  che  abbiamo  dato  qui  sopra. 

§  IO,"  Vai-ORI   bei   rapporti  hi  e  g.  —  Possiamo  innanzi 

pto  calcolare  coi   dati  delle   esperienze   i   valori  del  rapporto 
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che  tutti  gli  sperimentatori  scambiarono  finora  col  coefticiente  di 
rendimento  totale,  e  Taltro 


r'  —  s' 


(47) 


che  venne  finora  scambiato  col  coefficiente  di  rendimento  esterno 
od  utile.  —  Abbiamo  infatti 


Q=p(t-Q^-,        q'=p^f-tJ)J-, 


e  quindi 


;;i  = 


/'  -  io'  il 


(48) 


Avuto  m  si  calcola  subito  anche  g, 

Raccoghamo  nello  specchietto  seguente,  d' accanto  alla  in- 
dicazione del  numero  d'  ordine  delle  esperienze  ed  ai  valori  di 
r'  alle  medesime  relativi,  i  valori  di  m  calcolati  colla  (48)  e  coi 
numeri  registrati  nel  quadro  dei  risultati  delle  esperienze,  ed 
i  valori  di  g  calcolati  colla  (47)  nella  quale  si  è  posto  p'  =  0,285. 
Le  colonne  ove  sono  registrati  i  valori  di  w  e  di  ^  dedotti 
direttamente  dalle  esperienze  sono  intestate  m  e  g.  D*  accanto  a 
questi  sono  registrati  in  altre  due  colonne  intestate  (;w)  e  (g)  ì  va- 
lori di  ;;/  e  di  ^  calcolati  con  una  formola  empirica  di  cui  diremo. 

Valori  di  ;;/  e  di  g. 


I 


N.o 
I  d'ordine 

I 

I 

2 

,       3 

I       4 

5 
6 

7 
8 

9 

i       IO 

II 
12 

13 


../ 


4»7o 

5,^ 
6,10 

6,80 

7i73 
10,02 

10,02 

12.12 

1543 

17J0 

17»  73 
19,80 

21,50 


;;/ 

0,94 
0,91 

0,90 

0,90 

0,90 

0,87 

0,88 

0,85 

0,80 

0,76 

0;79 

0,76 
0.73 


0,93 
0,92 

0,91 

0,90 

0,89 

0,87 

0,87 

0,84 

0,8 1 

0,78 

0,78 

0,76 

OJ4 


r. 


g 


f  0,01 

—  0,01 

—  0,01 
O 

r  0,01 

o 
+  0,01 
r  0,01 

—  0,01 

—  0,02 
■   0,01 

o 

—  0^01 


I 


0,87 
0,86 
0,86 
0,86 
0,87 
0,85 
0,85 
0,83 

0;79 
0;75 

0,78 

0,72 


ig) 

0,87 

0,87 
0,87 

0,86 
0,86 
0,84 

0,84 

0,82 

0,79 
0,77 

0;77 
Or75 

0,73 


o 

—  0,01 

—  0,01 
o 

-4-  0,01 

4-  0,01 

H-  0,01 

•4-  0,01 

o 

—  0,02 
+  0,0  r 

o 

—  0,01 


I. 
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I  valori  di  m  e  di  ^  registrati  in  questa  tabella  lianno, 
come  vedesi,  l'andamento  che  si  era  trovato  per  mezzo  di  misure 
fatte  coll'elettrometro  e  coirelettrodinamometro.  Nei  limiti  delle 
nostre  esperienze  il  valore  di  m  diminuisce  di  mano  in  mano 
che  cresce  r';  ed  il  valore  di  g  dopo  di  essere  rimasto  sensi- 
bilmente costante  per  r'  compreso  fra  4,70  e  7,73  ohm,  diminuisce 
anch'esso  gradatamente  quando  si  danno  ad  r'  valori  più  grandi. 
Se  su  di  un  disegno  si  portano  come  ascisse  i  valori  di  r'  e 
si  pigliano  come  ordinate  i  valori  del  rapporto  ;//,  si  trovano 
punti  che  stanno  sensibilmente  su  di  una  linea  retta  inclinata, 
la  quale  discende  verso  Tasse  delle  ascisse  per  valori  crescenti 
di  r'.  L'equazione  di  una  tale  retta,  trovata  coi  dati  delle  nostre 
esperienze  mediante  il  metodo  dei  minimi  quadrati,  è 

m  =  0,977  -  0,01 1  r' .  (49) 

Prolungata,  essa  andrebbe  a  tagliare  l' asse  delle  ordinate 
nel  punto  di  ordinata  0,977  ^  ^*  ^sse  delle  ascisse  nel  punto  di 
ascissa  88,8. 

La  linea  le  cui  ordinate  rappresentano,  entro  i  limiti  delle 
nostre  esperienze,  i  valori  di  g,  si  può  dedurre  da  quella  che 
dà  i  valori  di  m  per  mezzo  della  relazione  (47).  Sostituendo 
infatti  nella  formola  (47)  ad  ;;/  il  suo  valore  ricavato  dalla  (49), 
e  ricordando  che  e'  vale  0,285  ohm,  si  ottiene  Tequazìone 

^  =  0,980  -  0,011  r ,  - ,  (50) 

ed  è  questa  l'equazione  della  linea  che  rappresenta  l'andamento 
dei  valori  di  g. 

Questa  equazione  fa  vedere  che  il  valore  di  ^  è  massimo 
per  r'  =  5,o3. 

Nelle  colonne  dello  specchietto  precedente,  le  quali  sono 
intestate  (m)  e  {g)f  sono  registrati  i  valori  di  ;;/  e  di  ^  calcolati 
per  mezzo  delle  due  equazioni  empiriche  ora  date.  Le  colonne 
intestate  3  contengono  le  differenze  tra  i  valori  ricavati  diret- 
tamente dalle  singole  esperienze  e  quelli  calcolati. 

Basta  ora  confrontare  i  risultati  precedenti  con  quelli  trovati 
per  mezzo  dell'elettrometro  e  dell'elettrodinamometro,  per  vedere 
subito  che  1'  andamento  dei  valori  di  g,  e  quindi  anche  quello 
di  m,  è,  per  resistenze  comprese  nei  limiti  fra  i  quali  si  estesero 
le  nostre  esperienze,  approssimativamente  lo  stesso  nelle  due 
serie  di  esperienze.  Per  rendere  più  chiaro  il  confronto  possiamo 
calcolare  per  mezzo  della  equazione  (50)  i  valori   di  g  che  le 
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nostre  esperienze  calorimetriche  avrebbero  dato  corrìspondem 
temente  a  valori  di  r'  uguali  a  quelli  con  cui  sperimentò  il 
signor  Uzel,  e  confrontare  coi  numeri  trovati  da  questo  speri- 
mentatore quelli  calcolati.  Fra  le  esperienze  del  signor  Uzel  sul 
generatore  secondario  grande  disposto  in  tensione  .sono  com- 
prese nei  limiti  fra  cui  si  aggirarono  le  misure  calorimetriche 
le  cinque  ultime;  noi  facciamo  quindi  il  confronto  per  queste: 
calcoliamo  colla  (50)  i  valori  di  g  corrispondenti  ai  valori  5,50, 
7;53;  9iOo»  10,60,  12,60  di  r'  —  p'  e  li  scriviamo  di  fronte  a 
quelli  trovati  dal  signor  Uzel  pei  medesimi  valori  di  r'  —  e'. 
Abbiamo  così  il  quadro  seguente: 


5ÓO 

7o3 
9,00 

10,60 

12,60 


g 

1      (g) 

> 

A 

Uzel 

.  Calcolato  1 
0,868 

0 

0,898 

j 

0,030 

'      0,893 

0,859     ' 

0,034 

0,889 

0,848 

0,041 

0,867 

0,835 

0,032 

;    0,854 

0,817 

0,037 

1 

Media 

0,035 

1 

il  quale  fa  vedere  che,  a  meno  di  una  differenza  sensibilmente 
costante  ed  uguale  in  media  a  0,035,  i  valori  di  g  trovati  per 
mezzo  deirelettrometro  e  dell'elettrodinamometro  seguono  l'an- 
damento di  quelli  trovati  colle  misure  calorimetriche.  Le  espe- 
rienze elettrometriche  del  signor  Uzel,  come  tutte  quelle  finora 
eseguite,  si  accordano  colle  misure  calorimetriche  nell*  indicare 
r  esistenza  di  un  massimo  di  g  per  un  valore  di  r'  compreso 
tra  5  e  6  ohm;  e  ciò  aveva  fatto  credere  che  a  tale  valore  di 
r'  corrispondesse  il  massimo  di  rendimento. 

Ma  risulta  dalle    considerazioni  teoriche    che  noi  abbiamo 
premesso,  che  la   frazione  g  non  rappresenta  in  nessun  modo- 
il  coefficiente  di  rendimento  del   generatore   secondario;  coeffi^ 
ciente  che  noi  dobbiamo  ancora  determinare,  e  che  varia,  come 
vedremo,  secondo  una  legge  completamente  diversa. 

La  differenza  0,035  esistente  fra  i  valori  di  g  ricavati  dalle 
esperienze  di  Uzel  e  quelli  calcolati  per  mezzo  delle  esperienze 
calorimetriche  dipende  essenzialmente  dalla  diversità  fra  i  nuclei 
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dei  due  apparecchi  su  cui  sì  fecero  le  esperienze,  uno  dei  quali 
è,  come  si  è  detto,  tutto  di  ferro  e  l'altro  è  di  legno  ricoperto 
di  uno  strato  di  fili  di  ferro.  Tale  differenza  tra  i  valori  di  g 
fion  implica  necessariamente  una  differenza  nei  valori  del  coef- 
ficiente di  rendimento,  valori  che  noi  saremo  condotti  a  rico- 
noscere esattamente  uguali. 

§  ri."  Coefficiente  di  rendimento.  —  Il  calcolo  che  abbiamo 
fatto  dei  valori  di  tn  e  di  ^  ed  i  confronti  ai  quali  esso  ha  dato 
occasione  hanno  unicamente  lo  scopo  di  fare  un  primo  confronto 
fra  i  risultati  delle  esperienze  calorimetriche  e  quelli  delle  espe- 
rienze anteriori.  Per  lo  studio  dell' efficacia  del  generatore  se- 
condario esso  ha  poca  importanza,  giacché  i  rapporti  ni  e  g  non 
rappresentano  né  il  coefficiente  di  rendimento,  né  qualche  altra 
grandezza  che  per  l'uso  pratico  dell'apparato  importi  conoscere. 
La  questione  che  veramente  ci  interessa  ed  alla  soluzione  della 
quale  dobbiamo  far  servire  i  risultati  delle  nostre  esperienze  è 
quella  di  sapere  quale  sia  il  rapporto  tra  il  coefficiente  di  ren- 
dimento effettivo,  pratico,  dell'apparecchio  ed  il  coefficiente  di 
rendimento  teorico,  che  abbiamo  imparato  a  calcolare  colle  for- 
mose (36)  e  (37)  nella  prima  parte  della  presente  Memoria. 

Un  modo  di  risolvere  tale  questione  consiste  nel  calcolare 
per  mezzo  dei  valori  di  m  or  ora  trovati  e  coll'aiuto  della  for- 
inola (44).  ossia  della 

(44') 


V--(- 


ì  valori  corrispondenti  del  coefficiente  di  rendimento  ■',  e  poi 
paragonare  i  valori  di  a  cosi  dedotti  dalle  esperienze  con  quelli 
calcolati  colla  formola  teorica  (36).  Alla  determinazione  del 
valore  di  C,  che  bisogna  conoscere  per  far  uso  della  formola, 
può  servire  la  (18I,  oppure  la  {27),  oppure  ancora,  e  più  co- 
modamente, la  (28'),  la  quale  sussiste  quando  si  esperimenta 
coi  circuito  secondario  aperto.  E  di  questo  procedimento  noi 
ci  serviremo  più  avanti. 

Ma  pel  calcolo  delle  nostre  esperienze  calorimetriche  tale 
procedimento,  benché,  come  vedremo,  sia  perfettamente  ser- 
vibile, non  è  il  più  conveniente.  Bisognerà  infatti  ricordare  una 
osservazione  che  abbiamo  dovuto  fare  nel  descrivere  le  espe- 
rienze. Abbiamo  notato  nel  descrivere  le  esperienze,  che  il 
motore  che  metteva  in  movimento  la  macchina  dinamoelettrica 
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dì  Siemens,  la  quale  generava  la  corrente  primaria,  metteva  ia'1 
movimento  contemporaneamente  molte  altre  macchine  diaama- 
elettriche,  le  quali  Tunzionavano  nella  galleria  della  Esposizione. 
E  siccome  tali  macchine,  funzionanti  davanti  al  pubblico,  ora 
erano  attive,  ed  ora  venivano  fermate,  cosi  il  lavoro  assorbito 
dal  loro  complesso  variava  continuamente.  Conseguenza  ine- 
vitabile di  questo  fatto  era  che  la  velocità  della  dinamo  e  quindi 
i  valori  dì  T,  di  Ce  di  in  subivano  variazioni  repentine  e  talora 
piuttosto  grandi.  L'inconveniente  si  è  notato  specialmente  nelle 
esperienze  dei  giorni  15  e  16  novembre,  giacche  essendo  quelli 
gli  ultimi  giorni  della  Esposizione  non  si  sarebbero  potuti  ob- 
bligare i  vari  espositori,  che  ricevevano  la  forza  motrice  dalla 
nostra  macchina  a  vapore,  a  tenere  inoperosi  ì  loro  apparati. 
Lo  stesso  espositore  dei  generatori  secondari  utilizzava,  in 
quei  giorni,  mentre  si  facevano  le  esperienze,  la  sua  macchina 
dinamoelettrica,  la  quale,  come  abbiam  detto,  poteva  assorbire 
sessanta  cavalli,  a  far  funzionare  altri  generatori  secondari. 
Siccome  adunque  per  evitare  le  difficoltà  delle  misure  calori- 
metriche  assolute  si  facevano  le  misure  sul  circuito  secondario 
e  sul  primario  in  due  esperienze  successive,  cosi  poteva  ac- 
cadere che  i  valori  di  i'«  e  di  r^  misurati  non  fossero  esatta- 
mente quelli  che  si  sarebbero  trovati,  se  si  fossero  potuti  de- 
terminare nel  momento  in  cui  si  faceva  la  misura  calorimetrica 
sul  circuito  secondario.  Quindi  un  errore,  che,  sebbene  cogli 
artifizi  che  abbiamo  descritto  più  sopra  si  cercasse  di  rendere 
minimo,  non  sarebbe  stato  possìbile  evitare  completamente. 

Ora  un  errore  fatto  nella  determinazione  dì  ;'„,  si  riproduce, 
collo  stesso  valore  relativo,  nel  valore  di  m  dedotto  dalie  espe- 
rienze, e  quindi,  come  mostra  la  formola  (44),  dà  luogo  nel 
calcolo  di  fi  ad  un  errore  relativo  ancora  più  grande.  Al  quale 
errore  sì  sovrappone  quello  che  per  la  variazione  di  /  e  dì  T 
si  fa  nella  determinazione  della  costante  C,  errore  che.  come 
vedremo,  è  ordinariamente  considerevole. 

Conviene  adunque  che  noi  non  ci  serviamo  del  descritto 
procedimento  se  non  dopo  di  aver  risolto  la  questione  con  un 
metodo,  nel  caso  attuale,  migliore. 

Noi  possiamo  risolvere  meglio  la  questione  servendoci  di 
una  formola  nella  quale  ligurano  tutte  le  grandezze  misurate  in 
ciascun  esperimento  e  vi  figurano  combinate  in  modo  che  gli 
errori  dovuti  ad  una  eventuale  variazione  della  intensità  *„  sì 
compensano  quasi  completamente. 


J 
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Poniamo,  adottando  le  solite  notazioni, 

l*m^=— .  (51) 

2 

Se  nell'apparecchio  non  avesse  luogo  perdita  alcuna  di  energia, 
la  corrente  primaria   tm  genererebbe   una   corrente  secondaria 

della  quale  il  quadrato  della  intensità  media  sarebbe  — ,  ed  /' 

avrebbe  quel  valore  che,  pel  dato  valore  di  /,  si  può  deter- 
minare colle  formole  che  abbiamo  stabilito  nello  studio  teorico 
suesposto.  Se  invece  c'è,  come  dobbiamo  sospettare,  una  perdita 
di  energia,  al  valore  dato  di  l'm,  o,  ciò  che  vai  lo  stesso,  al 
valore  dato  di  /  corrisponde  un  valore  minore  di  Im';  e  se 
con  /'  seguitiamo  a  rappresentare  il  valore  teorico  corrispon- 
dente al  dato  /,  abbiamo 

/•„,'«  =  «  — ,  (52) 

2 

ove  u  è  una  frazione.  Il  problema  nostro  si  riduce  a  determinare 
questa  frazione. 

Ora  le  uguaglianze  (51)  e  (52)  danno 


\Z)-  ti[r)'' 


e  quindi  la  (46) 


Intanto  1-,  |  si  può  pure  esprimere  in  funzione  delle  resistenze 
per  mezzo  della  fonnola  (27*)  che  qui  trascriviamo: 

e  se  uguagliamo  questi  due  valori,  noi  otteniamo  l'equazione 

la  quale  non  contiene  altro  che  l'incognita  u  colle  temperature 
e  colle  resistenze  misurate  nelle  esperienze.  Essa  ci  dà: 

r' {r' +  2  .)  t  -  t,' 
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od  anche 


formola  comoda  pei  calcoli  coi  logaritmi. 

Ora  io  dico  che  il  valore  di  u  così  calcolato  varia  pochis* 
Simo  anche  quando  tra  una  parte  e  l'altra  dell'esperimento 
l'intensità  media  im  della  corrente  primaria  varia  visibilmente. 

Supponiamo  infatti  che  l' intensità  media  della  corrente 
primaria,  la  quale  durante  la  prima  parte  dell'esperienza,  vale 
a  dire  durante  la  misura  di  /'  —  /'o,  era  im»  abbia  variato  tra 
la  prima  e  la  seconda  parte  dell'esperienza,  ed  abbia  preso  il 
valore  k  im  quando  si  fanno  le  misure  di  /  —  /©  ^  dì  ^i  sul  cir- 
cuito primario.  Vediamo  come  in  questo  caso  si  debba  modificare 
la  (54)  acciocché  essa  dia  ancora  il  vero  valore  di  u. 

Se  con  una  corrente  di  intensità  media  k  im  si  è  letta  nel 
calorimetro  una  variazione  di  temperatura  t  —  t^,  con  una  cor- 
rente di  intensità  media  uguale  ad  tm,  quale  si  aveva  durante 
la  prima  parte  dell'esperienza,  si  sarebbe  ottenuta  evidentemente 

una  differenza  di    temperatura    uguale   a  ^ .  E  se  con  una 

corrente  di  intensità  media  k  tm  è  stata  necessaria  una  resistenza 

Vm 

Tj  =  -r--  per  ottenere  una  media  caduta  di  potenziali  Vm,  sa- 

^  tm 

rebbe  stata  necessaria  una  resistenza   r,  =  —  =  ^  r^    quando 

l'intensità  media  della  corrente  avesse  avuto  il  valore  im. 

Da  ciò  si  deduce  che  per  calcolare  in  questo  caso  u  colla 

formola  (54)  bisogna  in  essa  sostituire  a  /  —  /©  e  ^  r^  ad 

r^.  Fatta  tale  sostituzione,  la  formola  diventa 

r'(r'  +  M.,^-'.' 
ossia 

La  quale  formola  dimostra  che  la  correzione  da  farsi  al 
valore  (54)  quando  k  non  è  uguale  all'unità,  si  riduce  e  dividere 
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per  k*  il  termine  p*  del  denominatore;  e  siccome  negli  appa-* 
recchi  del  Gaulard  p  è  molto  piccola,  così  la  correzione  è  minima. 
Nel  caso  delle  nostre  esperienze  si  aveva  p*  =  0,078,  mentre  il 
minimo  valore  che  si  sia  dato  ad  rj'  è  stato  (4,8)*,  ossia  23,04; 
quindi  il  termine  su  cui  cade  la  correzione  non  era  mai,  nem- 
meno nel  caso  più  sfavorevole,  maggiore  di del   totale  de- 

300 

nominatore.  La  correzione  diventava  adunque  assolutamente 
trascurabile  se,  come  si  faceva  effettivamente,  si  aveva  cura  di 
fare  in  modo  che  k  fosse  sempre,  per  quanto  era  possibile, 
prossimo  all'unità. 

Ora  ecco  i  valori  di  u  che  si  trovano  portando  nella  for- 
moli (55)  ì  valori  di  r',  ;\,  /,  /q,  /',  /'q  ricavati  dalle  nostre 
esperienze  calorimetriche  : 


N.o 
d'ordine 

1 

r 

H 

0 

ò« 

I 

4»7o 

i»o3 

+  0,04 

0,0016 

2 

5»09 

!        i>oo 

-4-  0,01 

0,0001 

3 

6,10 

0,98 

-0,01 

0,0001 

4 

6,80 

0,99 

0 

0, 

7J3 

1,00 

+  0,01 

0,0001 

6 

10,02 

1,00 

4-  0,01 

0,0001 

7 

10,02 

0,97 

—  0,02 

0,0004 

8 

12,12 

1,01 

-t-  0,02 

0,0004 

9 

15^3 

1,02 

+  0,03 

0,0009 

IO 

17,70 

0,95 

-0,04 

0,0016 

II 

I7J3 

0.96 

-0,03 

0,0009 

12 

19,80 

1,01 

-+-  0,02 

0,0004 

13 

21.50 

i 
1 

Media  =: 

1,00 

1 

+  0,01 

va»  — 

0,0001    , 

.  _         _  .| 

0,0067     ; 

1 
0,99 

La  media  dei  valori  di  u  registrati  in  questa  tabella  è 

u  =  0,99 . 


(5^) 


Per  vedere  quale  sia  l'errore  probabile  di  tale  determinazione, 
si  sono  calcolate  le  differenze  ò  tra  i  singoli  valori  di  ti  ricavati 
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dalle  esperienze  e  la  media,  ed  i  quadrati  delle  differenze  stesse. 
La  somma  dei  quadrati  delle  differenze  risulta 

-ò*  =  0,0067, 

e  quindi  si  deduce  che   V  errore   medio   delle   singole  determi- 
nazioni è 


quello  del  medio: 


0,0067 


12 


=  0,02 , 


0,0067 

-  =  0,006 , 

12  X  13 


e  quindi  Terrore  probabile  del  medio: 

0,004. 

Possiamo  adunque  conchiudere  che  la  cifra  dei  centesimi, 
ossia  la  seconda  cifra  del  valore  (56)  di  u,  è  sicura.  * 

Possiamo  adesso  calcolare  i  coefficienti  di  rendimento  pra- 
tici. A  quest'uopo  basta  calcolare  i  coefficienti  di  rendimento 
teorici  per  mezzo  delle  formole  (36)  e  (37),  e  poi  moltiplicarli 
per  0,99. 

Ma  per  fare  questo  calcolo  è  necessario  avere  determinato 
prima  la  costante  C. 

In  causa  delle  variazioni  di  velocità  della  macchina  dinamo- 
elettrica e  di  intensità  della  corrente  primaria,  variazioni  che, 
come  abbiamo  osservato  più  sopra,  non  si  poterono  nelle  nostre 
esperienze  evitare  completamente,  la  determinazione  di  C  non 
si  può  fare,  coi  dati  delle  esperienze  calorimetriche,  con  sicu- 
rezza uguale  a  quella  con  cui  si  è  calcolato  u.  Ma  si  vedrà  che 


*  Circa  al  rapporto  u  del  quale  abbiamo  così  trovato  un  valore,  importa 
notare  che  esso  dipende  certamente  del  valore  di  T,  Secondo  alcune  esperienze 
che  io  feci  nel  mio  laboratorio  per  mezzo  di  una  macchina  dinamoelettrica,  la 
quale  dava  solamente  5120  inversioni  al  minuto  primo  (per  la  quale  quindi  T 
era  circa  triplo  di  quello  con  cui  furono  eseguite  le  esperienze  descritte  nella 
presente  Memoria>,  il  valore  di  u  risulterebbe  sensibilmente  inferiore  a  quello 
or  ora  trovato,  e  sarebbe  uguale  a  circa  0,94.  D'altra  parte  alcune  esperienze 
fatte  dal  Gaulard  nella  Esposizione  di  Torino  fanno  credere  che  il  rendimento 
diminuisce  anche  quando  si  fa  T  più  piccolo  di  quello  con  cui  noi  abbiamo 
sperimentato.  £  probabile  che  il  valore  di  T  col  quale  si  sono  fatte  tutte  le 
esperienze  descritte  in  questa  Memoria,  valore  che  è  anche  quello  abitualmente 
adoperato  dal  Gaulard,  sia  uguale  o  prossimo  a  quello  a  cui  corrisponde  il 
massimo  effetto  utile  dell'apparecchio. 


sui  generatore  secondario  Gauiard  e  Gtbbs.  231 


un  errore  nel  valore  di  C  dà  luogo  ad  un  errore  minimo  nel 
valore  dei  coefficienti  di  rendimento  u  e  v;  e  che  quindi  la 
circostanza  notata  non  nuocerà  alla  sicurezza  della  determina* 
zione  del  rendimento  pratico  del  generatore  secondario. 

Per   determinare  C  per   mezzo    dei   risultati   delle    nostre 
esperienze  p>ossiamo  procedere  in  tre  modi  diversi: 

I.**  Possiamo  servirci  della  formola  (18)  la  quale  si  può 
scrivere 


t- 

■  V 

1  + 

r'2 
C'  ' 

a= 

r'2 

-to'~ 

• 
-    I 

e  dà 

(58) 


2."^  Possiamo  far  uso  della  formola  (27)  la  quale  ci  dà  il 
valore  di  C  in  funzione  delle  sole  resistenze  misurate  nelle 
esperienze.  Da  tale  formola  si  ricava  infatti 


od  anche 


formola  più  comoda  pel  calcolo  coi  logaritmi. 

3.**  Possiamo  finalmente  adoperare  la  formola  {28'),  ossia  la 


0  =  r  «- 


•> 


la  quale  dà  il  valore  di  C  per  mezzo  della  sola  resistenza  r^ 
misurata  nell'esperimento  col  circuito  secondario  aperto. 

Le  considerazioni  però,  che  abbiamo  dovuto  fare  sugli 
errori  che  possono  essere  causati  dalle  variazioni  accidentali  e 
talora  considerevoli,  che  tra  la  prima  e  la  seconda  parte  di  un 
medesimo  esperimento  potevano  subire  l'intensità  della  corrente 
primaria  e  la  durata  T  del  periodo,  ci  fanno  prevedere  che  le 
due  prime  maniere  non  possono  condurre  ad  una  determinazione 
sicura  ed  esatta  del  valore  di  C. 

Inoltre  la  forma  stessa  delle  formole  (58)  e  (59)  è  tale  che 
un  errore  di   osservazione   commesso    nella   determinazione  di 
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t-i. 


r      -,  oppure  di    f\    può   produrre    errori    enormi  nel   valore 
t       (f 

dì  C.  E  infatti  nella  prima  delle  nostre  esperienze  si  ha: 


^,--,^,  =  1.043,       «^T^-,--,- 1=0,032; 

il  che   vuol    dire    che    un    errore   di nel    valore  di    ,        ^ 

ICQ  t   —  t^ 

produce  un   errore    di  —    nel    valore    del    denominatore     del- 

3 

l' espressione  di  C  e   quindi   in  C  stesso  ;    un    errore  di  , 

100 

uguale  al  medio  che   si  ebbe  nelle  nostre   misure,  produrrebbe 

da  sé  un  errore  in  C  uguale  a  più  di  -  -  del  valore  di  C  stesso. 

3 
Se  poi  si  differenzia  la  (59)  rispetto  ad  r,,  si  trova 


-■   _  =  2  r,  r' 


e  quindi  un  errore    A  r^  commesso   nella  determinazione  di  r^ 
trae  seco  un  errore  A  (C^  di  C  dato  dalla 

ossia  dalia 

C    ~('^.- -?')>"' +  F)--r7-ì   r,    ' 
il  che  vuol  dire  che 

A  (C)       2  r'  (r'  +  2  f)    Ar, 

Ora  se  si  pongono  in  questa  formola  i  valori 

r'  =  4,7o,        /■i=4,8o,        p  =  o,a8, 
che  si  avevano  nella  prima  esperienza,  se  ne  deduce 

•^  (Ci  ^       A  r, 


Un  errore  relativi 


-  commesso  nella  misura  di  r^,  errore 


probabile  nelle  nostre  esperienze  e  non  superiore  a  quello 
dovuto  alle  variazioni  accidentali  della  corrente  primaria,  trar- 
rebbe seco   come   conseguenza  un  errore  relativo  maggiore  di 

nel  calcolo  del  valore  di  C. 

loo 

La  terza  maniera  invece,  quella  basata  sull'uso  della  formola 

C'=;-.'-r,  (28-1 

può  offrire  una  sicurezza  molto  maggiore.  L'uso  della  for- 
mola (28')  non  permette  di  utilizzare  se  non  i  risultati  di  un 
solo  esperimento,  ma  tale  esperimento  consiste  nel  leggere  le 
deviazioni  dell'elettrometro  e  dell'elettrodinamometro,  mentre 
funziona  il  generatore  secondario  col  circuito  secondario  aperto, 
e  poi  nel  sostituire  al  generatore  secondario  la  resistenza  >-, . 

Trovata  tale  resistenza  in  modo  che  la  deviazione  del- 
l'elettrometro abbia  il  valore  primitivo,  si  può  con  un  semplice 
giro  del  commutatore  riprovare  coi  generatore  secondario,  e 
così  verificare  in  un  tempo  brevissimOj  molte  volte,  la  perfetta 
costanza  della  deviazione  dell'elettrometro.  In  questo  modo 
riesce  completamente  escluso  il  dubbio  che  la  misura  sia  tra- 
visata da  una  accidentale  variazione  della  intensità  della  corrente. 

Siccome  poi  :  è  piccolo,  cosi  1'  errore  relativo  nel  valore 
di  C  calcolato  colla  {28')  è  approssimativamente  uguale  a  quello 
che  si  fa  nella  misura  di  r,  ;  e  l'errore  relativo  nel  valore  di  C* 
*  semplicemente  doppio  di  questo. 

Noi  ci  serviremo  adunque  di  questo  procedimento  per  de- 
terminare il  valore  di  C  di  cui  abbiamo  bisogno  per  l'uso  delle 
nostre  formole. 

Portando  nella  (28)  in  luogo  di  :  il  valore  0,28,  ed  in  luogo 
di  r,   il  valore 

r,  -  22,36. 

trovato  nell'esperienza  n."  14  fatta  col  circuito  secondario 
aperto,  otteniamo  : 

0-500,1;  (60) 

ed  e  questo  il  valore  di  cui  ci  serviremo. 

Merita  di  essere  notato  che  tale  valore  differisce  poco  dalla 
media  aritmetica  dei  valori  medi  calcolati  grossolanamente  colle 
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formole  (58)  e  (59);  la  media  dei  valori  ottenuti  colla  (58)  è  512, 
quella  dei  valori  dati  dalla  (59)  è  477,  la  media  delle  due  medie  è  494. 

Bisogna  f)oi  osservare  che  un  errore,  ancorché  grande, 
commesso  nella  determinazione  della  costante  C,  introdurrebbe, 
in  ogni  caso,  un  errore  minimo  nel  calcolo  dei  coefficienti  di 
rendimento  sì  teorici  che  pratici.  Per  rimanere  convinti  di  ciò 
basta  osservare  che  facendo  variare  il  valore  di  C*  da  460  a 
500,  i  valori  del  coefficiente  di  rendimento  teorico  jx  calcolati 
colla  formola  (36)  non  variano,  nei  limiti  delle  nostre  esperienze, 
nemmeno  di  un  millesimo. 

Siccome  è  assolutamente  impossibile  che  il  valore  (60)  di  C* 
che  noi  abbiamo  determinato  per  mezzo  della  formola  (28')  sia 
affetto  da  un  errore  dell'  ordine  di  grandezza  della  differenza 
fra  460  e  500,  così  possiamo  ritenere  come  sicuro,  che  se  cal- 
coliamo i  coefficienti  di  rendimento  effettivi  col  moltiplicare 
per  ti  i  coefficienti  di  rendimento  teorici,  otteniamo  risultati, 
dei  quali  T  errore  relativo  probabile  è  uguale  a  quello  che  può 
esistere  nel  medio  valore  di  u  dianzi  determinato.  Il  procedi- 
mento è  adunque  veramente,  come  avevamo  asserito,  suscettibile 
di  una  grande  precisione. 

Nella  tabella  seguente  raccogliamo  i  coefficienti  di  rendi- 
mento teorici  ed  il  coefficiente  di  rendimento  esterno  pratico, 
effettivo  calcolato  nel  detto  modo  per  una  serie  di  valori  della 
resistenza  del  circuito  secondario. 

In  tale  tabella  sono  registrati: 

Nella  finca  intestata  r'  i  valori,  varianti  di  due  in  due  ohm 
da  0,28  fino  a  40,  della  resistenza  totale  del  circuito  secondario. 

Nella  colonna  intestata  a  i  valori  teorici  del  coefficiente  di 
rendimento  totale  calcolati  per  mezzo  della  formola  (36). 

Nella  colonna  intestata  v  i  valori  del  coefficiente  di  rendi- 
mento esterno  teorico  calcolato  colla  formola  (37). 

Nella  colonna  intestata  (v)  i  valori  del  coefficiente  di  ren- 
dimento esterno  pratico  od  effettivo  calcolato  moltiplicando  il 
coefficiente  teorico  v  per  il  numero  11  che  abbiamo  ricavato 
dalle  esperienze. 

A  base  dei  calcoli  si  sono  posti  i  dati 

C2  =  5oo,        «  =  0,99. 

I  coefficienti  di  rendimento  teorici  sono  dati  con  tre  cifre 
decimali  collo    scopo    di   far    vedere    meglio    come  variino  tali 
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grandezze  nelle  vicinanze  dei  loro  massimi.  Invece  i  coefficienti 
di  rendimento  pratici  (v),  i  quali,  come  il  rapporto  «,  che  ha 
servito  a  calcolarli,  f)ossono  presentare  un  'errore  probabile  di 
circa  0,004  sono  dati  solamente  con  due  cifre. 

COEFFICIENTI   DI   RENDIMENTO   TEORICI   E   PRATICI 


DEL   GENERATORE   SECONDARIO   COLLEGATO    IN   TENSIONE. 


r' 

a 

• 

V 

0,000 

.1 

(v)       i| 

0,00 

r 

1 

^ 

(') 

0,28 

1 

0,500 

22 

0,976  , 

0,963 

0.95 

2 

0,876  , 

0,753 

0,74 

24 

1    0,976 

0,964 

0.95 

4 

0,933 

.0.867 

0,86  1 

26 

0,975 

0,964 

o»95 

6 

0,956 

0,911 

0,90 

28 

0,975 

0,965 

o»95 

8 

0,962 

0,928 

0,92 

]  1 

30 

0,975  1 

0,966 

0,96 

IO 

0,967 

0,940 

0,93 

32 

0,974 

0,966 

0,96 

12 

0,971 

0,948 

0,94 

34 

;  0,973 

0,965 

0,95 

14 

0,973 

0,954 

0,94 

36 

0,973 

0,965 

,    0,95 

16 

0,974 

0,957 

0,95 

38 

0,972 

0,965 

0,95 

1  ^^ 

0,975 

0,959 

0,95 

40 

0,971 

0,964 

0,95 

20 

0,975  ' 

0,961 

0,95 

i 

Nella  parte  teorica  di  questo  lavoro  abbiamo  dimostrato 
che  i  coefficienti  di  rendimento  totale  ed  esterno  u  e  v  hanno 
un  valore  massimo  per  determinati  valori  della  resistenza  r' 
del  circuito  secondario;  ed  abbiamo  veduto  che  si  possono 
calcolare  tali  valori  della  resistenza  ed  i  valori  massimi,  che 
loro  corrisf)ondono,  per  mezzo  delle  formole  (36'),  (36*)  e  (37'), 
(37"").  Ora  coi  risultati  delle  nostre  esperienze  possiamo  trovare 
tali  valori  pel  caso  del  generatore  secondario  da  noi  studiato. 

La  (36')  dice  che  la  r  che  rende  massimo  il  coefficiente  di 
rendimento  totale  jx  è 

r=^C. 

Per  l'apparecchio  sperimentato  il  massimo  del  rendimento 
totale  corrisponde  adunque  alla  resistenza  r  =--  \/500^  ossia  a 

r'«=  22,36. 
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Il  valore  del  massimo  poi  è,  secondo  la  formola  (36") 

_       C 

Hw  —  vr  ,  f 

C-r2p 

quindi  per  l'apparecchio  sperimentato 

__        22,36 
22,36  -r  0,56 

ossia 

Vm  ■—  0,976. 

Così  pure  la    (37')   dice    che   il  massimo  del  coefficiente  di 
rendimento  esterno  v  corrisponde  a 


r-  =  p'  +  Jp's  +  l±l  C*  ; 


nel  caso  nostro  adunque,  nel  quale  si  ha 

p  =  p'=o,28      e       C*  =  5oo, 

esso  corrisponde  a 

r'  =  0,28  +  ^1000,08 , 

ossia  ad 

^'  =  3^»oo  ohm. 

Ed  il  valore  del  massimo,  che  secondo  la  (37"')  è 

_  C 

Vw  —  ---  -        -, 

C-r-2?\f2 

è  nel  caso  nostro 

__        22,36 

~  22,36  +  0,79  ' 

ossia 

v/;i  =  0,966. 

Questo  è  il  massimo  teorico;  il  massimo  pratico  è 

(vm)  "  0,99  vm  =  0,96. 

La  tabella   dei    valori  di  a  e    di  v  fa   vedere^    che    per   un 
lungo  tratto,  in  vicinanza  dei  valori  di  r'  cosi  calcolati,  ì  coef- 
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fìcìentì  di  rendimento  variano  assai  lentamente  e  si  conservano 
praticamente  sensibilmente  uguali  ai  loro  massimi  rispettivi. 

§  12.*  Altra    determinazione   del   coefficiente  di   rendi- 
mento PRATICO.  —  11  metodo  che  abbiamo  seguito  nel  precedente 
paragrafo   pel   calcolo   dei   coefficienti    di   rendimento  è,  come 
abbiamo  dimostrato,  il   migliore,  che,  tenuto   conio  delle  circo- 
stanze speciali,  in  cui  vennero  eseguite  le  nostre  esperienze,  e 
delle  cause  di  errore  che  possono  avere  influito  su   di  queste, 
,  potesse    seguire.    Ma    adesso    che    abbiamo    determinato    il 
•lore  più  probabile  di  tali  coefficienti   non  è  inutile  vedere  a 
iultati  conduca  l'altro  metodo  al  quale  abbiamo  pìù  sopra 
Ito  allusione.  Sarà   questo  un  modo    di  controllare  coU'espe- 
■tiza  l'esattezza  della  teoria. 

Il  procedimento  al  quale  abbiamo  fatto  allusione,  e  che  adesso 
igliamo  adoperare,  consiste  nel  dedurre  i  valori  dì  ^  da  quelli 
I  m  per  mezzo  della  formola  (44),  ossia  della 


\/'-m" 


{44') 


Noi  metteremo  in  questa  formola  al  posto  di  C*  il  valore 
>  che  abbiamo  determinato  ed  adoperalo  nel  paragrafo  pre- 
sdente,  ed  al  posto  di  r  e  di  m  successivamente  i  valori  re- 
btrati  nella  tabella  del  §  io.  Calcolato  cosi  per  ogni  singola 
za  il  coefficiente  di  rendimento  totale  effettivo,  coeffi- 
iente  che,  per  distinguerlo  dal  teorico,  diremo  {<i),  calcoleremo 
r  ciascun  esperimento  il  valore  teorico  di  a  dato  dalla  for- 
lOla  (36),  ossia  dalla 


r-C* 


Detto  u.  il  valore  così  calcolato,  faremo  il  quoziente 


(36'» 


ed  avremo  cosi  per  ciascun  esperimento  il  rapporto  tra  il  COe(- 
Bcìente  di  rendimento  effettivo  e  quello  teorico.  Potremo  poi 
&re  la  media  dei  valori  di  n  e  confrontarla  con  quella  ottenuta 
col  metodo  migliore  seguito  nel  paragrafo  precedente. 


38                       Rkerclie  leorkhe  e  sptriuifnlah       ^^^^^^^^^^B 

I  risultati  di   un    tale   calcolo   sono  registrati   nella  tabella  ^| 

^^H                     seguente,  nella  quale  la  prima  colonna  contiene  i  numeri  d'or-    "■ 

^^H                      dbe    delle    esperienze,  la    seconda  le   resistenze  r'  del  circuito         ' 

^^^1                    secondario,  la  terza  i  coeflìcicnti  di  rendimento  teorici  u  calcolati 

^^^B                      colla  (36),  la  quarta    ì  coefììcienti    di  rendimento  pratici  (it)  cai- 

^^M                   colati  colla  (4^).  la  quinta  i  rapporti  m  =  ^.  la  sesia  le   diffe-H 

^^^H                   renze  ^  tra  i  singoli   valori  di  »  e  la  loro  media  aritmetica,  a  ^M 

^^^B                      la  settima  i  quadrati  i''  delle  dette  difTerenze.                                      ^M 

^^H  .                                       CONFRONTO   FRA   I   COEFriClEKTI  DI  RENDIMENTO   PRATICI                  H 

CALCOLATI    COLLA   (44.)    ED    I   TEORICI    CALCOLATI   COLLA   (36).            H 

delle 

r' 

!* 

(!*) 

« 

"M 

I 

4.70 

0.94 

0,96 

1,02 

+  0,02 

o.«H    M 

2 

5,09 

0.94 

0.93 

0,98 

—  0,02 

*  1 

3 

6,10 

0,95 

0.93 

0.97 

-0.03 

9  m 

4 

6,80 

0,96 

0,94 

0,98 ,  -0,02     4  im 

5 

7.73 

0,96 

°m 

0,98 

-  D,02    1              4     M 

6 

10,02 

0,97 

0,95 

0,98 

-0,02                 4     |fl 

7 

10,02 

0.97 

D.96   !    0.99 

I  ^m 

8         ia,i2     ;     0,97     1     0,96     1     0,99 

-              I  ^1 

9 

15.43     1     0-97     ,     0,96          0,99 

I  |H 

IO 

17.70     1     0,97 

0.95       0-97 

-  0'03              9    »H 

II 

17-73 

0,98 

1,01   1    1,04 

+  0,04        16  u^H 

12 

19,80 

0,98 

1-03 

1,05 

1 0.05 

>3    H 

13 

21,50 

0,98 

1,02 

1,05 

+  0,05 

''1 

«  =  13 

Media  = 

1,00 

SB«  — 

0,0107  IH 

'■ 

^B                                                \^~i=°'°3 

0,008.           B 

^^M                                 Risulterebbe    adunque    11  -  i,  ma    con  un   errore  probabile  V 

^^B                      maggiore  di  0,005.  E  siccome  tale  errore  é  certamente  in  pia, 

^^H                      cosi  l'unica  cosa  che  si  potrebbe  conchiudere  da  questo  calcolo 

^^H                      è  che  M   è   compreso   fra   0,99   ed  i.  Ma   bisogna   noUre   che 
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nemmeno  questa  condusione  sarebbe  sicura.  Infatti  H  valore  ele- 
vato del  medio  u  è  dovuto  alle  tre  ultime  esperienze,  sulle  quali 
ha  certamente  influito  qualche  causa  speciale  di  errore.  Sono 
queste  le  esperienze  eseguite  nell'ultimo  giorno,  nel  quale,  come 
abbiamo  fatto  notare,  fu  impossibile  evitare  notevoli  variazioni 
della  intensità  della  corrente  primaria.  Le  differenze  5  hanno 
per  queste  tre  esperienze  valori  molto  più  grandi  che  per  tutte 
le  altre,  e  siccome  sono  tutte  tre  positive,  cosi  devesi  a  loro 
se  tutte  le  altre,  tranne  solo  la  prima,  sono  negative.  11  fatto 
che  la  massima  parte  delle  differenze  sono  negative,  e  che  le 
differenze  positive  non  sono  alternate  colle  negative,  fa  pensare 
che  il  medio  ti,  in  base  al  quale  le  differenze  sono  state  cal- 
colate, sia  risultato  maggiore  de!  vero,  in  causa  di  un  errore 
grossolano  nelle  poche  esperienze  che  han  dato  differenze 
positive. 

Il  valore  più  probabile  di  m  risulterebbe  per  tal  modo  non 
uguale,  ma  alquanto  inferiore  alla  media  su  calcolata. 

Con  questa  osservazione  la  concordanza  tra  la  conclusione, 
che  si  può  ricavare  dal  calcolo  attuale  con  quella  a  cui  ci  ha 
condotto  il  metodo,  visibilmente  migliore,  che  abbiamo  seguito 
nel  paragrafo  precedente,  apparisce  più  completa. 

Intanto  questi  risultati,  mentre  colle  divergenze  che  pre- 
sentano, divergenze  che  avevamo  preveduto,  giustificano  la 
scelta  che  abbiamo  latto  del  primo  metodo,  sono  nel  tempo 
stesso  abbastanza  concordanti  per  provare  la  validità  pratica 
delle  formole  somministrate  dalla  teoria. 

§  13."  Calcoli  coi  risultati  delle  ksperienze  fatte  col- 
l'elettrometro  e  coll'elettrodljìamometro.  —  Ho  detto  che  il 
motivo  principale  per  cui  ho  voluto  eseguire  esperienze  nelle 
quali  il  solo  apparecchio  adoperato  come  strumento  di  misura 
fosse  un  calorimetro  è  stato  il  desiderio  di  controllare  con  un 
metodo  nuovo  le  esperienze  che  altri  avevano  eseguite  adope- 
rando come  strumenti  di  misura  l'elettrometro  di  Mascart  e 
l'elettrodinamometro  di  Siemens,  È  adunque  importante  che  io 
rifaccia  coi  risultati  di  alcune  delle  esperienze  elettro  metri  che 
del  signor  UzeI  i  calcoli  che  ho  fatto  coi  risultati  delle  espe- 
rienze calorimetri  e  he. 

Le  esperienze  del  signor  UzeI  che  meglio  conviene  calcolare 
sono  quelle  relative  al  generatore  secondario,  che  nel  quadro 
dei  risultati  delle  sue  misure  il  signor  UzeI  ha  denominato 
t  colonna.  Questo  apparato,  infatti,  non  differiva  da  quello 
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su  cui  io  feci  più  tardi  le  misure  calorimetriche,  se  non  per 
avere  il  nucleo  completamente  di  ferro.  Interessano  poi  sovra- 
tutto,  pel  confronto  che  si  vuole  fare,  le  esperienze  fatte  colle 
spirali  secondarie  disposte  in  tensione,  essendo  questo  anche  il 
caso  studiato  col  calorimetro. 

Io  prendo  adunque  dal  quadro  delle  esperienze  del  sig.  Uzel 
(§  6.°)  i  numeri  relativi  alla  grande  colonna  collegata  in  tensione 
e  calcolo  coi  medesimi  il  rapporto  u  tra  i  coefficienti  di  rendi- 
mento pratici  ed  i  coefficienti  di  rendimento  teorici  corrispon- 
denti, servendomi  della  formola  (55). 

Per  fare  uso  di  questa  formola  nel  calcolo  delle  esperienze 

t'  —  f 

elettrometriche   bisogna    osservare    in  primo  luogo  che 

t         »o 

rappresenta  in  essa  il  rapporto  tra  le  medie  dei  quadrati  delle 
intensità  delle  correnti  primaria  e  secondaria,  talché  se,  come 
si  è  fatto  neir  intestare  le  finche  della  tabella  delle  esperienze 
del  signor  Uzel,  si  rappresentano  con  /  e  con  /'  le  intensità 
indicate  dall*  elettrodinamometro,  si  deve  porre 


Bisogna  osservare  in  secondo  luogo  che  se,  come  si  è  fatto 
neir intestare  le  colonne  della  tabella  medesima,  si  rappresenta 
con  v^  la  media  dei  quadrati  della  differenza  di  potenziali  fra  i 
due  morsetti  della  spirale  primaria,  e  con  1/^  la  stessa  media 
per  la  spirale  secondaria,  si  ha 

r^i  =  v,       (r  —  ^.)t  =^v' . 

Se  quindi  si  fa  0  =  p',  come  è  effettivamente  con  grandis- 
sima approssimazione,  la  formola  (55)  si  può  scrivere 

u  =  ^^  '   3  P  i')   (V  -f  p  i') 

(V  }-pO   (v-^,i)     •  ^^^^ 

Così  la  formola  non  contiene  che  le  grandezze  registrate 
nella  tabella  delle  esperienze  e  si  calcola  inoltre  comodamente 
coi  logaritmi. 

Il  valore  della  resistenza  p  delle  spirali  del  generatore  se- 
condario su  cui  il  signor  Uzel  ha  sperimentato  non  è  indicato 
nel  quadro  riassumente  le  esperienze.  Ma  siccome,  fatta  astra- 
zione dal  nucleo,  il  generatore  secondario  sperimentato  era  del 
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tipo  e  delle  dimensioni  di  quello  sul  quale  io  feci  le  misure 
calori  metriche,  e  pel  quale  io  trovai  in  media  ^  —  o,a8;  s 
inoltre  il  Gauiard  mi  ha  più  volte  dichiarato  che  la  resistenza 
di  ciascuna  spirale  era,  in  tutti  i  generatori  di  quel  tipo,  uguale 
circa  ad  un  terzo  di  ohm,  così  non  si  farà  certamente  ( 
apprezzabile  ponendo  /i  —  f'  —  0,30. 

Adottando  questo  valore  di  f,  ho  portato  nella  formola  (55') 
ì  valori  di  v,  v' ,  i,  T  registrati  nella  tabella  delle  esperienze  del 
signor  Uzel  (§  6.*),  ed  ho  trovato  i  valori  di  u  compendiati 
nella  tabella  seguente. 

Per  facilitare  i  confronti  colle  esperienze  già  discusse  ho 
registrato  nella  tabella,  per  ciascuna  esperienza,  il  valore  della 
resistenza  esterna  r  —  f'  del  circuito  secondario  e  quelli  della 
resstenza  totale  r*  del  circuito  medesimo.  Ho  poi  indicati  d'ac- 
canto ad  ogni  valore  di  u  la  sua  ditferenza  ò  rispetto  al  medio, 
ed  il  quadrato  S*  della  medesima. 


RAPPORTO  TRA   IL  RENDIMENTO   EFFETTIVO   ED   IL   TEORICO 
DEDOTTO    DALLE    ESPERIENZE  ELETTRO»ETRICHE  DEL  SIC.   VZ£L 


r' 

r'-p' 

" 

i 

!» 

1.54 

1.24 

0,90 

-0,09 

0,0081 

«,30 

2 

0.99 

0 

0 

4.10 

3.80 

0,96 

-0,03 

0,0009 

5.80 

5.50 

1,06 

+  0.07 

49 

7^3 

J.53 

1,02 

+  0,03 

9 

9.30 

9 

1,03 

+  0,04, 

16 

loflo 

10,60 

0.99 

0 

0 

13,90 

n  =  e 

ia,6o 
Medio  = 

0.99 

0 

0 

Ofl9 

0,0164 

^^i- 


Errore  probabile  del  medio  :^  0,01 . 

Fatta  adunque  astrazione  dalia  grandezza  degli  errori  pro- 

i  delle   singole   osservazioni    e   del    medio,  grandezze  che 
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risultano  maggiori  nelle  esperienze  elettrometriche  che  nelle 
calorimetriche,  ritroviamo  esattamente  Ìl  risultato  a  cui  ci  avevano 
condotto  le  misure  calorimetriche:  il  rapporto  tra  i  coefficienti 
di  rendiiìienlo  pratici,  e^eltim  ed  t  coefficienti  di  rendimento 
teorici  e 


=  0,99. 


t- 
ero  ^1 

;ole^ 

tro-^H 

■  ;  e     I 


La  maggiore  grandezza  dell'errore  medio  delle  osservazioni  1 
attuali  paragonata  con  quella  degli  errori  delle  osservazioni  ca- 
lorimetriche è  molto  probabilmente  dovuta  all'impiego  dell'elet- 
trodinamometro; ed  è  a  credere  che  se  tutte  le  misure  si  fossero 
fatte  per  mezzo  dell'elettrometro  l'errore  medio  delle  singoleJ 
osservazioni  non  sarebbe  risultato  maggiore  di  quello  che  s 
ebbe  nelle  misure  fatte  col  calorimetro.  L'impiego  dell' elettro-^ 
metro  per  questa  specie  di  misure  è  adunque  giustifìcato 
siccome  l'uso  di  tale  strumento  riesce  comodissimo  e  permette 
di  fare  rapidamente  molte  determinazioni,  così  esso  è  non  solo 
ammessibile,  ma  raccomandabile. 

§  14.°  Coefficiente  di  rendimento  quando  le  spirali  se- 
condarie SONO  COLLEGATE  IN  QUANTITÀ.  —  Il  generatore  se- 
condario sul  quale  furono  eseguite  dal  signor  Uzel  le  esperienze, 
che  abbiamo  or  ora  calcolato  fu  pure  sperimentato  colla  spiraln 
secondaria  divisa  in  due  porzioni  uguali  e  collegate  in  quautilàl 
I  risultati  delle  esperienze  fatte  in  questo  caso  sono  registrata 
nell'ultima  parte  della  tabella  del  signor  Uzel  (§  6,°),  sotto  l'inJ 
testazione:  '^  grande  colonna  in  quantità  per  due  „.  E  siccome  i 
generatore  secondario  ha  lo  scopo  principale  di  produrre  coiV 
remi  secondarie  di  intensità  maggiore  della  primaria,  ed  è  perciq 
destinato  a  funzionare  normalmente  colle  spirali  accoppiate  ÌIB 
quantità,  così  è  importante  che  noi  ci  serviamo  delle  esperienzi 
del  signor  Uzel  per  applicare  le  nostre  formole  anche  in  questa 

Determineremo,  come  abbiamo  fatto  pel  caso  già  studiato. 
il  rapporto  h  tra  il  coefficiente  di  rendimento  effettivo  ed  j 
coefficiente  di  rendimento  teorico. 

Nel  §  5.°  abbiamo  dimostrato  che  se  con  /'  si  rappresenta 
il  valor  massimo  teorico  dell'  intensità  di  una  delle  corrcn^ 
indotte  parziali  che  si  hanno  nelle  singole  spirali  secondariey 
le  formole  che  danno  le  intensità  delle  correnti  primarie  e  s 
-condarie  nel  caso  del  generatore  disposto  in  tensione  servor«^ 
eziandio  pel  caso  del  generatore  secondario   con  N  spirali  s 
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condarìe  collegate  in  quantità,  alla  sola  condizione  di  cambiare 
r'  in  iVr'.  In  grazia  di  questa  proposizione  la  formola  (27')  si 
deve  cambiare,  pel  caso  attuale,  in  quest'altra: 

Ora  diciamo  1  la  media  intensità  della  corrente  misurata 
coll'elettrometro  o  coU'elettrodinamometro  nel  circuito  primario, 
ossia  la  radice  quadrata  della  media  dei  quadrati  della  intensità 
variabile;  diciamo  similmentev  T  la  media  intensità  misurata 
nello  stesso  modo  sul  circuito  secondario  esterno;  abbiamo 

2  2 

quindi  la  (27*)  dà: 

Questa  formola  che  rimpiazza  pel  caso  attuale  la  (55),  la 
comprende  come  caso  particolare. 

Per  farla  servire  al  calcolo  delle  esperienze  fatte  coli*  elet- 
trometro, possiamo  eliminare  da  essa  le  resistenze  r'  ed  r^ , 
introducendovi  invece  le  medie  differenze  di  potenziali  v  q  v' 
misurate  coll'elettrometro  fra  i  due  morsetti  della  spirale  pri- 
maria e  fra  quelli  della  spirale  secondaria.  Abbiamo  infatti 

p 
ossia  notando  che  0'  =  -—-  : 

Sostituendo  nella  (55*)  otteniamo  quindi: 

Nelle  esperienze  del  signor  Uzel,  alle  quali  vogliamo  ap- 
plicare la  formola,  era  iV  =  2  ;  dunque 


u  •=■ 


(V  +  p  t)  (V  -  p  I ) 
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e  sostituendo  subito  a  p  il  suo  valore  0,30: 

(4  V  +  0,9  l'O  {v'  4-  0,075  '"') 


u=  —, 


(v  +  0,30 1)  (v  -  0,30  I ) 


(ss") 


Coi  valori  di  /,  v,  t^,  v'  trovati  dal  signor  Uzel  e  registrati 
nella  tabella  data  al  §  6,°,  questa  formola  dà  i  valori  di  u  che 
riuniamo  nel  seguente  specchietto: 


VALORI   DI   U   PEL  GENERATORE  SECONDARIO 


CON   LA   SPIRALE   SECONDARIA    DIVISA  IN  DUE   PARTI 


COLLEGATE   IN   QUANTITÀ. 


• 

1 

1 

V 

43 

;    /•■ 

1 

t/ 

u 

0 

5« 
0,0036 

1 12,13 

1 

23»5o 

17 

0,91 

—  0,06 

1 

88 

i     22,47 

40 

0,98 

-♦-  0,01 

I 

n 

114 

i     21,97 

54 

1,01 

-h  0,04 

16 

n 

149 

,     19.65 

70>4 

o»97 

0 

0 

T» 

168 

17,00 

1 

80,5 
Media  = 

0,98 
0,97 

■4-   0,01 

I 

1 

0,0054 

J. 

fi-        \l- 

^5^      __ 

rOOTQ  . 

Errore  probabile  del  medio  =0,01, 

Si  trova  COSÌ,  con  un  errore  probabile  di  circa  un  centesimo, 

il  valore 

u  =  0,97 . 

Questo  valore  è  di  circa  2  per  cento  inferiore  a  quello  che 
tanto  colle  nostre  esperienze  calorimetriche  quanto  colle  misure 
elettrometriche  del  signor  Uzel  abbiamo  trovato  pel  generatore 
secondario  colle  spirali  secondarie  collegate  in  circuito  semplice, 
o  come  si  suol  dire:  in  tensione. 

È  tacile  intravedere  la  ragione  di  un  tale  fatto.  Il  fatto  è 
dovuto,  molto  probabilmente,  alla  non  perfetta  uguaglianza  delle 
forze  elettromotrici  nelle  due  parti  della  spirale  secondaria.  Si 
può  infatti  dimostrare  che,   data  la  quantità  di  energia  svolta  e 
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trasformata  in  calore  nel  totale  circuito  secondano,  la  propor- 
zione nella  quale  questa  energia  si  divide  fra  il  circuito  esterno 
ed  il  complesso  delle  due  spirali  indotte  varia  col  variare  del 
rapporto  fra  le  due  forze  elettromotrici  agenti  su  tali  spirali,  e 
che  della  energia  totale  si  manifesta  e  si  trasforma  in  calore 
nel  circuito  esterno  una  frazione  tanto  più  grande  quanto  più 
quelle  due  forze  elettromotrici  ■sono  prossime  ad  essere  uguali. 
In  altri  termini:  il  rapporto  tra  l'energia  svolta  nel  circuito 
esterno  e  l'energia  totale  svolta  nel  complesso  dei  circuiti  se- 
condari è  massimo  quando  le  forze  elettromotrici  nelle  due  spirali 
secondarie  riunite  in  quantità  sono  esattamente  uguali;  ha  un 
valore  minore  se  esiste  fra  le  due  forze  elettromotrici  una  diffe- 
renza. 

I  fenomeni,  che  si  presentano  quando  le  forze  elettromotrici 
nelle  due  spirali  secondarie  sono  differenti,  sono  nella  realtà 
molto  complicati.  Ma  dell'influenza  che  la  differenza  delle  iorzc 
elettromotrici  può  avere  sulla  distribuzione  dell'  energia  fra  le 
due  parti  del  circuito  secondario  possiamo  farci  una  idea  vedendo 
che  cosa  accadrebbe  nel  caso  più  facile  a  trattarsi  nel  quale  sì 
avessero  correnti  costanti.  In  questo  caso,  supposte  le  due  spirali 
secondarie  perfettamente  uguali,  e  detta  p  la  loro  resistenza 
comune,  diciamo  R  la  resistenza  del  circuito  secondario  esterno, 
*,  ed  e,  le  forze  elettromotrici  agenti  sulle  due  spirali,  i,  ed  /, 
le  intensità  delle  correnti  nelle  medesime,  ed  i  l' intensità  nel 
circuito  esterno.  Abbiamo: 

?/.  +  «.  =  ',, 


Detto  poi  X  il  rapporto  tra  I'  energia  trasformata  in  calore 
nel  circuito  esterno  e  la  totale  energia  svolta  nel  circuito  se- 
contjario,  abbiamo 

_  Ri' 

'~. =  ('■,' +  '.'I  +  K'^' 
Da  queste  quattro   equazioni   è  facile 


R? 


(«■i  ■ 


',)' 


'sR  +  f  ■R(«,-r,|'+?K'+»,1' 


e  se  poniamo 
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possiamo  scrivere  anche 


2     /?  (I  -)&)«  + p  (I  ^>i«)  ' 

ove 

La  derivata  di  ^  rispetto  aie 

=  2/cp 


dk  ^[/?(l->^)«-|-p(l+**)]*' 

ed  è  =  o  per  ^  =  i.  Il  rapporto  x  è  adunque  massimo,  ossia  è 
massima  quella  frazione  dell'energia  totale  che  si  trasforma  in 
calore  nel  circuito  esterno  quando  e^  =^g.  In  questo  caso  è 

x^X) 

in  tutti  gli  altri  casi  x  è  uguale  al  valor  massimo  X  moltiplicato 
per  la  frazione 

P  (I  +  k)^ 


2  /?(i_^)2+p(n-^2)  • 

Per  farci  un'  idea  dei    valori  che  può  prendere  questa  frazione 
quando  k  è  diverso   da  i,  diamo    successivamente  b,  k  ì  valori 

0,99»        0;98>        Oi95i        0,90; 
troviamo  che  la  detta  frazione  diventa  successivamente: 

0;933»        0,930,        0,908,        0,839. 

Ciò  dimostra  che  basta  che  le  due  forze  elettromotrici 
agenti  sulle  due  spirali  secondarie  presentino  l'una  rispetto 
air  altra  una  differenza  dell'  uno,  del  due,  del  cinque,  del  dieci 
per  cento  per  fare  che  il  rapporto  dell'energia  esterna  utilizzabile 
all'  energia  totale  si  abbassi  del  6,7,  del  7,  del  9,  del  16  per 
cento  al  disotto  del  suo  valore  massimo. 

Ora  se,  come  nelle  esperienze  eseguite  coli'  elettrometro  o 
col  calorimetro,  si  valuta  1'  energia  prodotta  nel  circuito  secon- 
dario deducendola  da  quella  svolta  nel  circuito  esterno,  che  è 
la  sola  che  si  possa  misurare,  il  coefficiente  di  rendimento  deve 
trovarsi  diminuito  nel  rapporto  di  X  ad  x. 


Siccome  il  calcolo  che  abbiamo  fatto  sì  riferisce  al  caso  di 
correnti  continue,  così  noi  non  possiamo  asserire  che  effettiva- 
mente la  perdita  dì  effetto  utile  che  può  aver  luogo  nel  gene- 
ratore secondario  in  causa  della  ineguaglianza  delle  condizioni 
delle  spirali  indotte  abbia  esaltamente  i  valori  numerici  che 
abbiamo  valutato;  ma  te  considerazioni  fatte  bastano  per  farcì 
intravedere  che  tale  perdita  potrebbe  in  alcuni  casi  essere  con- 
siderevole. 

E  siccome  Ì  generatori  secondari  sono  specialmente  de- 
stinati a  funzionare  collegati  in  quantità,  così  alle  considerazioni 
su  riferite  si  dovrà  avere  molto  riguardo  nella  costruzione  e 
nell'  uso  degli  apparecchi. 

Se  la  differenza  tra  le  forze  elettromotrici  agenti  sulle 
spirali  secondarie  riunite  in  quantità  fossero  considerevoli,  po- 
trebbe anche  accadere  che  al  danno  risultante  dalla  diminuzione 
del  coefficiente  di  rendimento  si  sovrapponesse  quello  ancor 
più  grave  di  una  produzione  di  calore  nell'interno  dell' appa- 
iecchio,  la  quale  potrebbe  nuocere  alla  durata  del  medesimo  ed 
regolarità  del  suo  iiinzionamento. 

Probabilmente  si  troverà  la  via  migliore  per  evitare  tali 
Inconvenienti  rinunziando  a  collocare  più  spirali  secondarie  su 
I  una  medesima  colonna,  e  collegando  invece  in  quantità  più 
[Cneratori  secondari  distinti,  nei  quali  si  sia  cercato  di  ottenere 
^  si  sia  preventivamente  verificata  la  più  perfetta  uguaglianza 
[aticamente  ottenibile. 

§  i5.*>  Sulla  potenza  del  generatore  secondario.  —  Nello 
tudio  teorico  che  abbiamo  fatto  precedere  alla  descrizione 
lUe  esperienze  abbiamo  veduto  come  si  possa  calcolare  l'energìa 
ile  per  una  data  intensità  media  della  corrente  primaria  un 
sieratore  secondario  può  svolgere  sia  nell'intiero  circuito  se- 
Xindarìo,  sìa  nella  parte  esterna  di  questo.  Servono  a  questo 
mIo  le  formole  (38),  che  trascrìviamo: 


.('-'- 


ed  in  queste  formole  —  l'  rappresenta   la    media    dei  quadrati 

dell'intensità  della  corrente  primaria,  media  che  si  legge  diret- 
tamente sugli  strumenti  di  misura  adoperati  per  le  correnti 
alternative;  q'  e  q"  rappresentano   rispettivamente   le    quantità 
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di  energia  svolte   in    un    minuto    secondo   rispettivamente    nel 
totale  circuito  secondario  e  nella  sua  parte  estema. 

I  secondi  membri  delle  (38)  rappresentano  quelle  resistenze 
per  cui  bisogna  moltiplicare  il  medio  quadrato  della  intensità 
della  corrente  primaria  per  ottenere  i  valori  di  q'  e  di  q'\ 

» 

Si  è  inoltre  dimostrato  che  77 -.-  è   massimo   per  r^  =  C  ^ 

che  il  valore  del  massimo  è         e  che  similmente  ,   -,.  diventa 

massimo  per  r'  =  p'-+-  \/p'*  +  0,  e  che   allora  esso  vale   con 
grande  approssimazione 


^'         1 


2(Ct    pV 

Ora  può  interessare  di  vedere  quali  valori  abbiano  Yp-«  e  - ''    - 

pel  generatore  secondario  sul  quale  abbiamo  eseguito  le  espe- 
rienze. 

Ed  a  quest'  uopo  basta  portare  nelle  formole  (38)  e  nelle 
espressioni  che  ne  abbiamo  dedotto  relativamente  alle  condizioni 
di  massimo,  il  valore 

O  =  500 ,         C  =  22,36. 

Troviamo  così 


(38-) 


q'     500 r'  q'    500  (r'  —  0,28) 

»/, P  ~  500~+>^  '       "^*  ~   "500  +  »-'» 

Il  valore  massimo  di  jj  -y^  corrisponde  ad 

/«  -* 

r'  =  C=  22,36  ohm , 

ed  e  —  ,  ossia  : 
2 

11,18  ohm. 


Se  è  data  la  media  intensità  .7-  della  corrente  primaria,  colla 

quale  si  fa  funzionare  il  generatore  secondario,  si  può  calcolare 
subito  la  massima  quantità  di  energia  che  l'apparecchio  produce 
nel  totale  circuito  secondario  moltiplicando  semplicemente  il 
quadrato  dell'intensità  data  per  la  resistenza  ii,i8.  Supponendo, 
per  esempio,  che  V  apparecchio   sia  fatto  funzionare  per  mezzo 
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di  una  corrente  primaria  della  quale  V  intensità  media  letta  su 
di  un  elettrometro  o  su  di  un  calorimetro  sia  uguale  a  12  am- 
père, si  trova  che  la  massima  quantità  di  energia  che  il  gene- 
ratore secondario  possa  dare  nel  circuito  secondario  totale, 
massima  quantità  di  energia  che  esso  dà  quando  la  resistenza 
del  secondario  è  22,36  ohm,  è 

12-X  11,18, 

ossia  1610  voltampère   per  minuto  secondo.  Tale  quantità  di 

energia  corrisponde  a — —  ,  ossia  a  2,19  cavalli. 

73P 

Il  valore  massimo  di  \!-j^  corrisponde  ad 

r'  =  C  +  p'  =  22,36  +  0,28, 

ossia  ad 

r'  =  22,64  ohm, 

ed  è — --■  ,  ossia 

2  ^<  22,64 

11,04  ohm. 

Se  quindi,  come  abbiamo  fatto  poc'anzi,  supponiamo  che  la 
media  intensità  della  corrente  primaria  sia  di  12  ampère,  tro- 
viamo che  la  massima  quantità  di  energia  svolta  nella  parte 
esterna  del  circuito  secondario,  ossia  l'energia  massima  teorica 
utilizzabile,  è  uguale  a 

144  X  11,04, 

ossia  a  1590  voltampère  per  i  ', 
ossia  ancora  a 

1590  „. 

—  =  2,is  cavalli. 

736  ^ 

Questa  è  la  produzione  teorica  dell'apparato  ;  la  produzione 
effettiva  di  energia  utilizzabile  nel  circuito  esterno  è,  giusta  le 
conclusioni  che  abbiamo  ricavato  dalle  esperienze,  2,15  x  //, 
ossia,  ponendo  u  =  0,99: 

2,12  cavalli. 
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Quando  l'apparecchio  dà  questa  massima  quantità  di  energia 
utilizzabile  nel  circuito  secondario  esterno,  esso  assorbe  per 
funzionare  la  quantità  di  energia  equivalente  a 

cavalli , 


ove  [A  rappresenta  il  coefficiente  di  rendimento  esterno  effettivo. 

Dalla  tabella  data   al  §  11."  si  ricava  pel  coefficiente  (v)  il 

valore  0,95  ;  si  trova  adunque  che  quando  l'intensità  media  della 

corrente  primaria  letta  su  di  un  elettrometro  è  di  12  ampère  il 

2  12 
massimo  lavoro  che  l' apparecchio   possa  assorbire    è    di    ' —  , 

ossia  di 

2,23  cavalli. 

Quando  è  r'  =  22,64  ohm,  e  l'apparecchio  produce  la  massima 
energia  utilizzabile,  il  coefficiente  pratico  di  rendimento  differisce 
appena  di  un  centesimo  dal  massimo  che  si  avrebbe  per 
r'  n=  31,9  ohm.  Siccome  quindi  nelle  applicazioni  pratiche  indu- 
striali, quanto  è  importante  aver  buoni  coefficienti  di  rendimento, 
altrettanto  è  utile  ottenere  con  piccoli  apparati  i  massimi  effetti^ 
così  si  può  dedurre  dai  risultati  precedenti  che  probabilmente 
il  miglior  modo  di  adoperare  nelle  applicazioni  pratiche  un  ge- 
neratore secondario  uguale  a  quello  che  noi  abbiamo  sperimentato 
consiste  nel  farlo  funzionare  con  una  resistenza  r'  del  circuito 
secondario  uguale  a  circa  22  o  23  ohm. 

Invece  nei  tentativi  di  applicazione  pratica  finora  fatti  dal 
signor  Gaulard  l' apparecchio  venne  solitamente  adoperato  con 
un  circuito  secondario  di  resistenza  uguale  ad  otto  od  a  dieci 
ohm  solamente.  Questa  è  una  conseguenza  della  falsa  interpre- 
tazione degli  esperimenti,  la  quale  aveva  condotto  tutti  gli 
sperimentatori  e  l'inventore  stesso  alla  idea  erronea  che  il  coef- 

v'  i^ 
ficiente  di  rendimento  dell'apparecchio  fosse  uguale  a   --. ,  ossia 

r  —  e' 

ad  r^  w,  e  che  quindi  esso  avesse  il  massimo  valore  per 

r 

una  resistenza    del    circuito    secondario    compresa  fra  i  5  ed  i 

6  ohm. 

Per  r'  =  io  ohm  la  seconda  delle  formole  (38)  dà 

q" 


,  -- =8,10  ohm. 


Gaitlard  e  Cibbs. 


(f  =  1 166  voltampère  per  i'  ; 
il  che  vuol  dire  che    l' apparecchio   dà    nella    parte  esterna  del 


Siccome   il    coefficiente  di    rendimento  esterno  effettivo  (v) 
r  r'=  IO,  secondo  la   tabella  data  al  §  ti.**,  è  uguale  a  0^3, 

l'energia   assorbita  dall'apparecchio  è   equivalente  a     ' 


'o  cavalli. 

L'apparecchio  assorbirebbe  l'energia  equivalente  a  1,80  cavalli 

;  lo  si  attivasse  con  una  corrente  primaria  di  intensità  media 

^ale  a  circa  12,3  ampère.  Ed  effetcivamente  il  signor  Gaulard 

Taceva   abitualmente   assorbire   dal   generatore   secondario   del 

tipo  sperimentato  l'energia  di  circa  1,80  cavalli  adoperando  u 

corrente,  che,  misurata  grossolanamente  con  un  eleltrodinamo- 

■inetro  di  Siemens,  presentava  una  intensità  media  alquanto  su- 

triore  a  12  ampère. 

Influenza  della  slritllura  del  nucleo  sulla  potenza  dell' appo- 

■  Ho  avuto  occasione  di  far  notare  che  l'apparecchio, 

|iil  quale  io  ho  eseguite  le  esperienze  calorimetriche,  e  quello 

)d1  quale  il  signor  Uzel  fece  le  sue  misure  per  mezzo  dcU'elet- 

romelro  differivano  l'uno  dall'altro  unicamente  perchè  Ìl  primo 

iivcva  un  nucleo  di  legno  rivestito  di  uno  strato  di  fili  di  ferro, 

t«ntre  l'altro   aveva   un    nucleo   costituito   interamente  da  un 

do  di  fili  di  ferro.  Quest'  ultima  era  la  struttura  del  nucleo 

rimitivamentc   adottala   dal  signor  Gaulard;  l'altra  invece  co- 

ttituiva  una  innovazione  introdotta  dall'inventore  collo  scopo  di 

Vdtminuire  le  correnti  dì  Foucault   e   migliorare  con  ciò  le  coD- 

rdizìont  del  generatore  secondario. 

Ora  noi  abbiamo  veduto  che  la  modificazione  del  nucleo 
Fnon  ha  migliorato  il  coefììciente  di  rendimento,  giacché  il  valore 
4Ìi  M  calcolato  colle  esperienze  calorimetriche  latte  sul  generatore 
['A  nucleo  di  legno  risulto  esattamente  uguale  a  quello  calcolato 


252  Ricerche  teoriche  e  sperimentali 

per  mezzo  delle  esperienze  eseguite  dal  signor  Uzel  sul  gene- 
ratore a  nucleo  tutto  di  ferro.  Ma  può  aver  variato,  in  causa 
della  detta  modificazione  del  nucleo,  la  potenza  deirapparecchio, 
ossia  la  quantità  di  energia  che,  con  una  data  intensità  della 
corrente  primaria,  V  apparecchio  può  assorbire  e  restituire  nel 
circuito  secondario.  Ed  è  una  questione  importante  per  la  pratica 
quello  di  vedere  se  ciò  sia  veramente  avvenuto  e  quale  sia 
stata  la  variazione. 

Per  risolvere  questa  questione  bisogna  determinare  il  valore 
di  C  pel  generatore  secondario  studiato  dal  signor  Uzel;  e 
sgraziatamente,  per  le  ragioni  svolte  nel  §  ii.°,  ciò  non  si  può 
fare  con  soddisfacente  esattezza  per  mezzo  dei  dati  delle  espe- 
rienze che  noi  possediamo. 

Tuttavia  se,  senza  pretendere  di  fare  una  determinazione 
esatta,  noi  ci  accontentiamo  di  stabilire  tra  i  due  apparecchi  un 
confronto  sufficiente  per  giudicare,  dal  punto  di  vista  pratico, 
della  convenienza  della  modificazione  introdotta  dall'inventore 
nella  costruzione  del  nucleo,  noi  possiamo  servirci  di  un  valore 
approssimativo  di  C  ricavandolo  dalle  esperienze  citate. 

Dalle  considerazioni  che  nel  §  11.®  abbiamo  svolto  relati- 
vamente agli  errori  che  si  possono  commettere  calcolando  C* 
per  mezzo  della  formola  (58),  risulta  che  tali  errori  sono  tanto 
minori  quanto  più  è  grande  la  resistenza  r'  colla  quale  si  è 
sperimentato.  Noi  possiamo  adunque  determinare  con  tale  for- 
mola, con  qualche  sicurezza,  il  valore  di  C*  servendoci  dei  ri- 
sultati delle  esperienze  fatte  colle  più  grandi  resistenze  r\  E 
siccome  la  tabella  dei  valori  di  u  ricavati  dalle  esperienze  del- 
l' Uzel  fa  vedere  che  le  due  ultime  esperienze,  per  le  quali  il 
valore  di  r  è  più  grande,  hanno  dato  valori  di  u  esattamente 
uguali  al  medio,  e  che  quindi  tali  esperienze  si  debbono  anno- 
verare fra  le  migliori,  così  noi  potremo  ritenere  come  buono 
un  valore  di  C  ricavato  dalle  due  esperienze  medesime. 

Ora  la  (58)  si  può  scrivere 

0=        - 

u  r—  i  ^ 

od  anche,  se  si  osserva  che  r'  /"  -=^  v'  : 

Ut"  —  /     ^ 
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Se  poniamo  per  u  il  suo  valore  0,99,  e  se  sostituiamo  a  v\ 
ad  f  ed  a  1'  i  valori  registrati  nel  quadro  delle  esperienze  di 
Uzel  (§  6.*),  otteniamo  i  risultati  seguenti: 


if 

• 

V 

e 

119 

138 

12,13 

11,13 
10,95 

25.5 
27,2 

Avremo  un  valore  approssimativo  di  C  con  un   errore  relativo 

probabile  di  circa prendendo  la  media  dei  due  valori  25,5 

e  27,2,  ponendo  cioè: 

C  =  26,3. 

La  sostituzione  del  nucleo  di  legno  al  nucleo  tutto  di  ferra 
ha  adunque  avuto  per  effetto  di  far  diminuire  il  valore  di  C  da 
circa  26,3  a  22,36,  il  che  è  quanto  dire:  di  circa  il  15  per  cento. 

La  conseguenza  di  questa  diminuzione  di  C  è  che  anche  la 
quantità  di  energia  che  il  generatore  secondario  può  assorbire 
e  restituire  quando  è  attivato  da  una  corrente  primaria  di  data 
intensità  è  diminuita.  Pel  generatore  col  nucleo  interamente  di 

ferro  il  valore  massimo  di  ^  -^ ,  che,  come  abbiamo  imparato,  è 
ugnale  a 


C« 


2(C+p') 


i\  ' 


_(26,3)« 
2  X  26,6 


,  ossia  13 


Quindi  per  una  corrente  primaria  di  12  ampère  il  massima 
teorico  del  lavoro  che  il  generatore  secondario  può  dare  nel 
circuito  secondario  esterno  è 


144  X  ^3 
736 


cavalli 


ossia 


2,54  cavalli . 
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Il  massimo  lavoro  eflfettivo  è  adunque 

o#99  X  2,54 , 
ossia 

2,51  cavalli. 

Invece   pel   generatore   secondario  col    nucleo    parzialmente  di 
legno  abbiamo  trovato 

2,12  cavalli. 

La  diminuzione  della  potenza  dell'apparecchio  è  adunque 
uguale  a  circa  il  16  per  cento.  E  siccome  il  coefficiente  di  ren- 
dimento  teorico,  che  diminuisce  col  diminuire  di  C,  è  anch'esso 
alquanto  diminuito,  mentre  è  rimasto  costante  il  rapporto  suo 
col  coefficiente  di  rendimento  effettivo,  così  noi  possiamo  con- 
chiudere che  colla  sostituzione  del  nucleo  col  legno  ed  nucleo  in- 
tierantente  di  ferro  il  Gaulard  ha  peggiorato  sensibilmente  il  suo 
apparecchio. 

Non  sarà  inutile  che  noi  notiamo  ancora,  prima  di  finire, 
che,  quando  il  nucleo  è  interamente  di  ferro,  il  miglior  modo 
di  adoperare  il  generatore  secondario  nelle  applicazioni  pratiche 
è  di  farlo  funzionare  con  una  resistenza  r'  del  circuito  secon- 
dario uguale  a  circa  26,6  ohm. 


SUL  METODO  DEL  DOTT.  HOPKINSON 

DETERMINAZIONE  DEL  COEFFICIENTE 
DI  RENDIMENTO 

SENERATORE  SECONDARIO  GAULARD  E  GIBBS 

iNou  comuoicaU  alla  R.  Acc>denii>  delle  Scienic  di  Torino 
ncll'xduiuitM  del  to  maggio  1885.  —  Atli  deirAccademia.  Voi.  XX.j 


La  mia  Memoria  :  Ricerche  teoriche  e  sperimtnlali  sui  gene- 
ratore secondario  Gaiilard  e  Giòòs,  che  nell'adunanza  dell'ii  gen- 
naio 1885  l'Accademia  accoglieva  per  la  stampa  ne'  suoi  volumi, 
contiene  nel  §  7.°,  relativo  alle  esperienze  anteriori,  una  allu- 
sione alle  misure  del  Dott.  Hopkinson  della  Società  Reale  di 
Londra. 

Ora  tale  allusione  ha  dato  luogo  ad  uno  scambio  di  lettere 
che  vennero  rese  pubbliche  dai  giornali  The  Electriciatt  e  The 
Electrical  Review  (25  aprile  e  2  maggio  1885),  i  quali  avevano 
pubblicato  traduzioni  della  mia  Memoria.  Ed  io  credo  conve- 
niente di  informarne  l'Accademia,  perchè  è  desiderio  comune  di 
me  e  dell'illustre  scienziato  inglese  che  si  sappia  che  noi  due 
siamo  perfettamente  d'accordo  sul  modo  di  interpretare  e  di 
misurare  il  coefficiente  di  rendimento  del  generatore  secondario. 

Il  Dott.  Hopkinson  fu  il  primo  che  facesse  una  determina- 
zione del  coefficiente  di  rendimento  del  generatore  secondario 
servendosi,  per  le  misure,  dell'elettrometro  a  quadranti.  Siccome 
però  le  sue  esperienze  erano  state  fatte  unicamente  per  incarico 
della  Società  proprietaria  della  privativa  Gaulard  e  Gibbs,  cosi 
egli  non  pubblicò  altro  che  una  brevissima  relazione  in  forma 
di  lettera,  la  quale  comparve  nel  periodico  L'ÉltcIricien  di  Parigi 
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nel  n.o  del  15  aprile  1884,  a  pag.  344.  In  quella  relazione  le 
esperienze  sono  descritte  semplicemente  colle  seguenti  parole: 

"  Le  misure  sono  state  prese  per  mezzo  di  un  elettrometro 
a  quadranti  di  Thomson  coi  metodi  impiegati,  qualche  anno  fa, 
dal  sig.  Joubert  in  Parigi.  „ 

Ora  il  metodo  del  sig.  Joubert,  che  è  notissimo,  è  esposto 
nella  Memoria:  Études  sur  les  tnachines  magneto-électriqties,  pub- 
blicata  nelle  Annales  de  l'Ecole  normale  supérieure  (2.»  sèrie, 
tome  X,  Paris,  mai  1881),  ed  è  il  seguente: 

Siano  Vi,  V^  i  potenziali  delle  due  coppie  di  quadranti  del- 
l'elettrometro e  V  lì  potenziale  dell'ago  ;  si  ammette  che,  detta  k 
una  costante,  la  deviazione  d  dell'ago  sia  data  da 


d=k{V,-V,)(v-  ^'^^'j. 


Se  si  mette  l'ago  in  comunicazione   con   una  delle   coppie 
di  quadranti,  in  modo  che  si  abbia  V=Vi,  risulta  adunque 


d=l(i\-K)\ 


Tale  deviazione  è  indipendente  dal  segno  di  V^  —  V\  ;  quindi 
lo  strumento  adoperato  in  questo  modo  serve  anche  per  le  mi- 
sure sulle  correnti  alternative,  e  dà  la  media  dei  quadrati  delle 
differenze  di  potenziali  fra  i  due  punti  del  circuito  con  cui  co- 
municano le  due  coppie  di  quadranti. 

Per  misurare  l'energia  spesa  fra  due  punti  di  un  circuito, 
tra  i  quali  non  si  abbia  selfinduzione,  il  Joubert  misura  col  de- 
scritto metodo  la  media  (V^  —  V^)^  fra  i  due  punti  medesimi; 
misura  similmente  la  media  (V\  —  V\)'^  fra  le  estremità  di  una 
nota  resistenza  R,  e  calcola  l'energia  coll'espressione 

R 

Era  dunque  naturale  che  si  pensasse  che  così  avesse  ope- 
rato il  Dott.  Hopkinson,  e  quindi  che  io,  enumerando  gli  speri- 
mentatori che  mi  avevano  preceduto,  scrivessi  il  nome  di  lui  fra 
quelli  di  coloro  che  determinarono  erroneamente  l'energia  con- 
sumata   dal   generatore    secondario    col    moltiplicare   la    radice 

^  JouBKRT,  Memoria  citata,  pag.  138. 
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quadrata  della  inedia  dei  quadrati  dell'intensità  della  corrente 
primaria  per  la  radice  quadrata  della  media  dei  quadrati  della 
differenza  dei  potenziali  fra  1  due  capi  della  spirale  primaria. 
Ciò  era  tanto  più  naturale  in  quanto  che  altri,  credendo  di  imi- 
tare r  Hopkinson,  avevano  realmente  operato  in  tal  modo,  e  che 
il  Gaulard,  il  quale  asseriva  di  conoscere  perfettamente  le  ri- 
cerche dell' Hopkinson,  assicurava  che  tate  era  stato  effettiva- 
mente il  suo  metodo. 

Ora  il  Dott.  Hopkinson,  ammettendo  con  me  che  tale  metodo 
è  erroneo  e  conduce  a  coefficienti  di  rendimento  minori  del 
vero,  ed  ammettendo  che  né  io,  né  gli  altri  avevamo  avuto 
torto  nel!' interpretare  nel  modo  detto  le  sue  parole,  non  essendo 
egli  stato  sufficientemente  esplicito,  mi  inviava  una  lettera,  ove 
mi  dava  maggiori  particolari  sulle  sue  misure  e  dichiarava  che 
le  sue  esperienze  non  erano  state  fatte  propriamente  col  me- 
todo dei  Joubert,  ma  con  quello  di  Ayrton  e  Perry,  che  ne  è 
una  modificazione  ingegnosa. 

Io  sono  lieto  di  tali  spiegazioni,  e  credo  di  fare  atto  noa 
solo  doveroso  verso  il  collega,  ma  utile  a  rischiarare  la  que- 
stione scientifica  comunicando  la  lettera  alla  Classe. 


'  4.   iVtSinmslrr  Chambtrt,   yidaria  Strul.  S.    IV.  Aprii  li"  tSSf. 

'  Prof.  Galileo  Ferraris. 
"  Sir. 


'  Owing  to  my  ignorance  of  Italian  I  have  been  unable  to 
read  the  copy  of  your  paper  on  the  Secondary  Generators  of 
Gaulard  and  Giblis  which  I  received  some  weeks  ago;  but  an 
abstracted  translation  of  your  paper  which  is  appearing  in  our 
journais  has  made  me  aware  that  you  have  quite  misunderstood 
what  method  of  experiraent  I  adopted  in  determining  the  coef- 
ficient  of  efiìciency  of  these  instruments.  That  you  should  have 
thus  misunderstood  me  is  not  altogether  surprising,  for  I  did 
not  attempt  to  esplain  my  method  of  experiment,  as  the  purpose 
of  my  report  was  merely  to  inforni    the  company  whìch  con- 

G.  ruHAOTi,  Optn.  Voi   L  „ 


as8 


Sultt 
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sulted  me  what  the  capability  of  their  instrumcnts  realty  wai 
I  did  not,  as  I  gather  ihat  you  assume,  detemiine  the  meair' 
difference  of  potenlial  between  Iwo  points  of  the  drcui't  and  the 
mean  current  in  the  circuit,  and  multiply  these  two  together  to 
obtain  the  work  done;  for  I  bave  for  some  years  —  in  faci, 
since  I  first  studied  the  theory  of  alternating  cutrents  —  known 
that  such  a  method  would  he  erroneous.  What  I  actually  did 
was  by  a  single  observation  of  the  eleclrometer  to  determine 
the  mean  value  of  the  produci  at  each  instant  of  the  current 
and  the  difference  of  potential.  This  is  done  by  a  very  ingenious 
modifìcation  of  the  method  of  M.  Joubert  propoaed  by  Professors 
Ayrton  and  Perry  some  years  ago.  The  method  is  as  follows. 
Let  A,  B,  C  be  three  points  of  a  conductor  in  which  an  alter- 
nating current  is  passing;  let  the  resistance  between  A  and  B 
he  r,  and  let  there  be  no  self-induction  or  electrostatic  capacity 
between  A  and  B\  it  is  desired  to  determine  the  work  done 
by  the  current.  Connect  A  and  B  to  the  two  quadrants  of  the 
electrometer,  Cto  the  needte,  ihen  if  the  quadrant  electroraeler 
be  in  perfect  adjustraent  the  force  tendìng  to  deflcct  the  needle 
will  be  proportional  to 


fi  =  (A-B)  \C 


A^Bi 


A,  B  and  C  being  the  potentials  at  the   corresponding  pointl 
Now  C —    — is  the  difference  of  potential  between  C  and  j 


point  D  midway  between  A  and  B,  and 


A-B  . 


is  the  curr 


passing  in  the  conductor,  hence  the  force  tendìng  to  deflect  t 
needle  al  any  instant  is  proportional    to   the   work   being    doad 
at  that  instant  between    the  points  D  and  C.  Hence  it  foUow 
that  the  deflection  of  the  needle  multiplied  '  by  the  resistance  I 
is  a  correct  measure  of  the  work  done  in  unit  lime  between  i 
and  C. 

"  After  this  explanalion  I  ihink  you  will  agree  with  me  t 
the  method  l  adopted  was  correct  and   that  1  bave   not  ma<ft 
the  error  you  not  unnaturally  supposed  I  had  made. 


Si  roleva  dire  *  dìvided  ,, 


per  la  dfierniinasiùtte  de!  coe/ficiettle  di  rendimento,  ecc.    359 

"  Owing  to  the  consideratìtiiis  which  you  point  out,  the  effi- 
dencies  M.  Uzel  deduces  from  hìs  experiments  are  ali  somewhat 
^wer  than  those  experiments  really  indicate.  My  own  conclu- 
z.,  an  efiìciency  of  79 . 3  per  cent  for  tlie  old  type  of 
latrument  and  86.  i  per  cent  for  the  new  type  are  the  e 
leductìons  from  the  observations  which  I  made.  My  use  of  the 
kctro-dynamomeler  in  the  case  in  which  I  used  ìt  for  veritì- 
Uion  was  also  strictiy  correct  for  the  se!f-induclion  of  the 
lortion  of  the  circuii  in  which  I  proposed  to  measure  the  i 
Ione  was  practically  nil. 

"  I  send  herewith  a  copy  of  my  lecture  beCore  the  Institu- 

■ion  of  Civil  Engineers  and  would  ask  you  to  refer  to  the  re- 

piarks  on  page  11,  also  a  copy  of  a   recent  paper  of  mine  on 

ternate  currents  in  which  the  subject  of  secondary  gencrators 

1  touched  upon.  From  these  I  think  you  will  see  that  I  was 

lardly  lìkely  to  make  the   fundamental  crror   which  you  have 

ributed  to  me. 

■  I  am  sending  copìes  of  thia  letter  to  the  English  Journats 
i  which  abstracts  of  your  paper  have  appeared. 
"  I  am  Sir 

*  Your  respectTuUy 
"  J.     HOPKIKSON.  „ 


A  questa  lettera  io  mi  affrettai  a  rispondere  col  ringraziare 

lil  Dott.  Hopkinson  per  le  spiegazioni  in  essa  contenute,  le  quali, 

ompletando   la   troppo   breve  relazione  delle   sue   esperienze, 

^dissipavano  Io  spiacevole  malinteso    al   quale  quella  dava  natu- 

mente  luogo.  E  l'egregio  scienziato   inglese,  trasmettendo  ai 

Vdue  giornali  su  nominati   la   mia  risposta,'  l'accompagnò  colle 

^enti  parole: 


"  Sir. 


•  I  enclose  a  copy   of  a   letter  1  have  just   received   from 
l'rof.  Ferraris. 


'  Tht  Elttlriciau,  3  maggio  1B83,  pag.  516,  - 
Vt<lrital  Rtvàw,  3  maggio  1B65,  pag.  410, 
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"  I  avail  myself  of  his  kind  permission  to  send  it  to  you 
because  I  know  that  it  will  be  most  agreable  both  to  him  and 
to  me  that  it  should  be  known  that  we  are  agreed  upon  this 
matter. 

^  Prof.  Ferraris  is  in  no  way  in  fault.  The  mistake  has  ari- 
sen  from  my  not  being  sufficiently  explicit 

**  Yours  etc. 

i 

"  J.   HOPKINSON.  „ 


SULLE 

Differenze  di  fase  delle  correnti 

SUL  RITARDO  DELL'INDUZIONE 

E  SULLA  DISSIPAZIONE  DI  ENERGIA 

NEI  TRASFORMATORI 

(Uetnoria  presentata  atU  R.  Aecadeinia  delle  Scienze  di  Torino. 
Adunanza  4  dicembre  1887.) 


La  presente  memoria  ha  per  oggetto  l'esposizione  e  la  di- 
issione  di  alcune  serie  di  esperienze  da  me  eseguite  nel  la- 
ratorio  di  elettrotecnica  del  Museo  industriale  già  fin  dall'au- 
j  del  1886.  Con  tali  esperienze  mi  ero  proposto  di  misurare 
t  differenza  di  fase  esistente  fra  le  due  correnti  alternative, 
maria  e  secondaria,  di  un  trasformatore  ad  induzione,  e  di 
ome  tale  differenza  di  fase  variasse  col  variare  delle 
Condizioni  dì  lavoro  del  trasformatore,  e  specialmente  col  variare 
deUa  resistenza  del  circuito  secondario.  Ma  il  confronto  dei 
primi  risultati  sperimentali  con  quelli  più  semplici  previsti  dalla 
nota  teoria  elementare  dei  trasformatori  ad  induzione,  mise 
subito  in  evidenza  una  differenza  notevole  tra  la  legge  teorica 
e  la  effettiva;  e  l'interpretazione  di  tale  fatto  mi  servi  di  guida 
nella  scelta  e  nella  condotta  delle  esperienze  successive.  Siccome 
le  differenze  constatate  Ira  le  relazioni  dimostrate  dalla  espe- 
rienza e  quelle  previste  dalla  teoria  elementare  si  spiegano 
facilmente  coti'  ammettere  che  la  magnetizzazione  e  la  smagne- 
tizzazione del  nucleo  del  trasformatore  si  facciano  con  un  certo 
ritardo,  e  siccome  tale  ritardo  deve  dipendere  essenzialmente 
dalla  struttura  del  nucleo,  cosi  fui  condotto  a  istituire  confronti 
col  ripetere  più  volte  le  misure,  cambiando  di  volta  io  volta  il 
nucleo  del  trasformatore. 


Sulle  differenze  di  fase  delle  correnti 


Le  esperienze  dimostrarono  che  le  relazioni  teoriche  che 
si  possono  stabilire  quando  si  tiene  conto  del  ritardo  col  quale 
si  effettuano  le  variazioni  della  polarizzazione  magnetica  del 
nucleo,  e  quelle  che  si  hanno  quando  si  tiene  conto  delle  cor- 
renti di  Foucault,  alle  quali  il  detto  ritardo  è  in  parte  dovuto, 
si  trovano  nel  fatto  verificate  abbastanza  bene  perchè  si  possa 
ritenere  che  in  esse  sì  compendiino,  almeno  per  una  prima  ap- 
prossimazione, le  proprietà  principali  del  trasformatore.  Ed  allora 
le  stesse  relazioni  diventano  utili  per  analizzare  assai  da  vicino 
le  condizioni  dalle  quali  dipende  la  produzione  di  calore  nel 
nucleo  e  nelle  altre  parti  metalliche  dell'apparecchio,  ed  offrono 
per  tal  modo  utili  criteri  sul  rapporto  tra  l'energia  utilizzabile 
e  quella  che  si  dissipa  inutilmente  nel  trasformatore.  Il  rapporto 
ora  nominato,  il  ritardo  dì  fase  e  le  grandezze  direttamente  misu- 
rabili con  esperienze  come  le  nostre  sono  legate  tra  di  loro  da 
relazioni  semplici,  in  grazia  delle  quali  alcuni  facili  esperimenti 
analoghi  a  quelli  descritti  in  questa  memoria  potrebbero  anche 
tornare  utili  quando  si  avesse  a  giudicare  delle  condizioni  di 
funzionamento  e  di  rendimento  di  generatori  secondari  destinati 
alle  pratiche  applicazioni.  Per  ultimo  le  considerazioni  teoriche 
alle  quali  hanno  dato  luogo  le  ricerche  sperimentali  esposte 
questa  memoria,  ed  il  controllo  che  esse  hanno  trovato  nellctJ 
esperienze  possono  giovare  a  porre  in  chiaro  gli  elementi  daìj 
quali  dipendono  i  coefficienti  di  induzione  delle  spirali  con  nudi 
dì  ferro,  ed  a  spiegare,  almeno  in  parte,  le  differenze  dei  risulti 
ai  quali  possono  condurre  i  vari  metodi  per  determinarli. 

I.  Metodo  per  la  misura  delle  differenze  di  fase.  — 
§  i.°  Se  nelle  due  spirali,  fìssa  e  mobile,  di  un  elettrodi namo' 
metro  si  fanno  passare  due  correnti,  le  intensità  /,  ed  »',  delle 
quali  sieno  funzioni  periodiche  del  tempo  /  aventi  un  medesimo 
periodo  T  molto  breve  a  fronte  della  durala  delle  oscillazioni 
della  spirale  mobile,  questa  tende  a  rotare  come  se  su  di  essa 
agisse  una  coppia  costante  con  momento  proporzionale  al  va- 
lore medio 


ati 

he      I 


ìue  V 

ira  £ 


di 


del  prodotto  »,  ij.  Se  adunque  le  condizioni  dell'elettrodinamo- 
metro sono  tali  che  la  lettura  £  sia  proporzionale  alla  coppia  di, 
rotazione,  si  ha 
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ove  k  è  una  costante  dipendente  dalla  costruzione  dello  stru- 
mento. Supponiamo  ora  che  le  due  correnti  sieno  sinusoidali» 
e  poniamo: 

ij  =  /j  sen  -      / ,  /,  =  /,  ^^" ("r  ^  "" ***)' 

abbiamo  in  questo  caso 


I  i^t^  dt=^ cosw, 


T 

e  quindi,  rappresentando  con  h  una  nuova  costante: 

Z  =  hli  /,  coscfi,  (i) 

Questa  relazione  si  può  utilizzare  per  determinare  speri- 
mentalmente la  differenza  di  fase  (»  tra  le  due  correnti. 

Si  può  procedere  in  due  modi:  con  tre  letture  successive 
su  di  un  unico  elettrodinamometro,  oppure  con  letture  simultanee 
su  tre  elettrodinamometri. 

I.**  modo.  —  Le  due  correnti  da  paragonarsi  siano 

i  =  -<4sen-—  /,  r  =  J5senl-^/  — ^j. 

Si  fanno  tre  esperimenti  successivi.  Nel  primo  si  fa  passare  la 
corrente  1  per  entrambe  le  spirali,  fissa  e  mobile,  dell'  elettro- 
dinamometro; si  ha  così 

e  si  fa  la  lettiu'a  «.  Nel  secondo  esperimento  si  fa  passare  per 
entrambe  le  spirali  la  corrente  T,  si  fa  cioè 

I^=I^=B,        (o  =  o, 

e  sì  ha  una  seconda  lettura  p.  Nel  terzo  esperimento  si  fa  pas- 
sare per  la  spirale  fissa  la  corrente  1,  e  per  la  mobile  la  T,  si 
fa  cioè: 

e  si  ha  una  terza  lettura  y*  La  formola  (i),  applicata  ai  tre 
successivi  esperimenti,  dà 


Sulle  differenze  dì  fase  delle  correnti 


donde  sì  ricava 

e     =    =  — 

CoH'introdurre  nei  cii-cuiti,  o  togliere  dai  medesimi  le  Spi- 
rali dell'elettrodinamometro,  variano  le  intensità  medie  e  le  fasi 
delle  correnti.  Quindi  nel  far  uso  del  descritto  procedimento 
bisogna  : 

a)  Quando  si  tolgono  dall'uno  o  dall'altro  circuito  le 
spirali  dell'elettrodinamometro,  sostituirvi  spirali  uguali  per 
resistenza  e  per  coefficienti  d'induzione. 

bj  Ricordare  che  la  differenza  di  fase  s  misurata  è  quella 
che  si  ha  quando  i  circuiti  contengono  le  spirali  dell'  elettro- 
dinamometro, ed  è  perciò  diversa  da  quella  che  si  avrebbe  se 
lo  strumento  fosse  sottratto  dai  circuiti.  A  questa  seconda  os- 
servazione bisogna  naturalmente  avere  riguardo  per  giudicare, 
nelle  singole  ricerche  speciali,  della  possibilità  di  adoperare  il 
metodo  descrìtto,  e  per  scegliere  gli  strumenti  più  acconci. 

a."  modo.    —   Il  secondo   modo   di  sperimentare,  i:he    è    mi- 
gliore, richiede  l'uso  di  tre  elettrodinamometri.  Le  due 
da  paragonare  siano  ancora 


i  =  A  sen  - 


"(¥' 


La  prima  di  esse  si  fa  passare  per  entrambe  le  spirali  del  primo 
elettrodinamometro  e  per  la  spirale  fissa  del  secondo  ;  la  seconda 
corrente  si  fa  passare  per  la  spirale  mobile  del  secondo  elettro- 
dinamometro e  per  le  due  spirali,  fissa  e  mobile,  del  terzo.  Per 
tal  modo  si  ha  pel  primo  elettrodinamometro: 


pel  secondo: 

/,  =A,        U=B,        «.  =  ?; 
pel  terzo: 

I^^I,=^B,        ...  -o. 

Quindi  se  si  dicono  «,  f,  fi  le  letture  fatte  simultaneamente 
sui  tre  istrumenti,  e  se  si  rappresentano  con  A,,  A,,  A,  tre  co- 
stanti dipendenti  dalla  costruzione  degli  strumenti  medesimi,  sì 
hanno  dalla  (i)  le  tre  uguaglianze 

K  =  A,  A',        V  =:^  h^  A  5  cos  ì ,        p  —  A,  B\ 


Ponendo 
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le  tre  uguaglianze  si  scrìvono: 

a=:-^^        c=zABcos9,        b=:B*, 

e  danno 

c^         e      e        { e  X^     a 

Se  I  ed  r  sono  la  corrente  primaria  e  la  secondaria  di  un 
generatore  secondario,  si  sa,  e  risulterà  anche  dalle  considerazioni 
che  saranno  svolte  più  sotto,  che  cp  è  sempre  compreso  tra  r,  e 

—  ;  quindi  cos^  è  sempre  negativo.  Si  ha  dunque  dalla  (2): 

COS©  =  —   ---=r.  {2) 

b     f  a 

Per  poter  dedurre  dalle  letture  a,  y,  p  i  valori  dei  rapporti 

e      a 

'-r~9  ~Tf  che  figurano  in  queste  formole,  basta  una  serie  preli- 
minare di  esperienze  di  confronto  fra  i  tre  elettrodinamometri. 
Tali  esperienze  preliminari  consistono  nel  far  passare  attraverso 
a  entrambe  le  spirali  di  tutti  tre  gli  elettrodinamometri  una 
medesima  corrente  i^.  Posto 

/„  =  /o  sen  -yT  / , 

e  dette  a^,  Yo,  p^  le  letture  fatte  simultaneamente  sui  tre  istru- 
menti,  si  ha 

*o  =  Al  ^o',        To  =  Aj  h^f        Po  =  Al  h^\ 
donde  la  doppia  proporzione 

o'o:ro'-Po=Ai://8  ://,, 
e  quindi 

b         «0    P   '  b         To    P   * 

Con  ima  serie   di   esperienze  come  quella  descritta  si  può 

Po        Po 

verificare  se  sussista  la  costanza  dei  numeri  — ,   — ,  e  determi* 

»o       To 

nare  con  medie  i  valori  più  probabili  dei  medesimi. 
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La  necessità  di  dover  eseguire  tali  esperienze  prelUninaii, 
e  più  ancora  quella  di  doverle  ripetere  e  controllare  durante 
tutto  il  corso  delle  misure,  costituisce  un  inconveniente  di  questo 
modo  di  sperimentare.  Ma  per  compenso  il  metodo  offre,  rispetto 
al  precedente,  il  duplice  vantaggio  di  assicurare  la  costanza  dei 
coefficienti  d' induzione  esistenti  nei  circuiti  e  di  permettere  di 
fare  le  letture  a,  7,  ?  simultaneamente,  eliminando  così  gli  errori 
dovuti  alle  variazioni  dell'intensità  e  del  periodo  delle  correnti, 
dovute  alle  variazioni  di  velocità  della  macchina  dinamoelettrica. 
Nel  caso  nostro,  ove,  volendo  sperimentare  con  correnti  di 
grande  intensità,  si  adoperava  per  produrre  le  correnti  alter- 
native una  macchina  industriale,  questa  ultima  osservazione 
aveva  una  importanza  grandissima.  Quindi,  dopo  alcune  esp^H 
rienze  preliminari  di  prova  fatte  col  mezzo  di  un  solo  elettnjH 
dinamometro,  io  adottai  ed  adoperai  in  tutto  il  corso  delle 
esperienze,  che  debbono  essere  discusse  in  questa  memoria, 
sempre  il  secondo  procedimento,  coi  tre  elettrodinamometri. 

II.  Disposizione  delle  esperienze  e  primi  risultati  : 
MEDESIME.  —  §  2."  Per  applicare  Ìl  descritto  procedimento  < 
studio  delle  differenze  di  fase  tra  le  due  correnti  di  un  Irasfo^ 
matore  ad  induzione,  è  necessario  inserire  nei  circuiti  le  spìrd 
degli  elettrodinamometri,  le  induzioni  proprie  delle  quali  hat 
influenza  sulle  differenze  di  fase  che  si  vogliono  misurare.  Quesl 
osservazione  potrebbe  complicare  l' interpretazione  dei  risulta 
delle  esperienze,  ed  anche,  in  qualche  caso,  renderla  impossibili 
se  lo  scopo  delle  misure  fosse  quello  di  determinare  ciò  che  I 
trasformatore  darebbe  da  solo,  senza  l' aggiunta  delle  spir 
degli  strumenti  reometrici,  e  quando  i  coefficienti  di  induzione 
propri  degli  elettrodinamometri  fossero  dell'ordine  di  grandezza 
di  quelli  del  trasformatore. 

Ma  tale  difficoltà  non  esiste  per  ricerche  come  le  nostre, 
lo  scopo  delle  quali  non  ò  quello  di  determinare  le  costanti  del 
trasformatore  scelto  casualmente  per  le  esperienze,  ina  quello 
di  confrontare  le  leggi  elfettive  dei  trasformatori  con  quelle  de- 
dotte dalle  teorie.  Per  raggiungere  questo  scopo  è  assolutamente 
indifferente  fare  le  misure  sul  trasformatore  scelto,  o  su  di  un 
trasformatore  leggermente  modificato,  quale  è  quello  che  risulta 
dall'insieme  del  trasformatore  propriamente  detto  e  delle  spirali 
degli  elettrodinamometri  inserti  nei  circuiti.  La  sola  condizione 
necessaria  è  che  i  coefficienti  di  induzione  esìstenti  nei  circuiti 
rimangano  invariati   durante  tutte  le  esperienze  ;  e  questa  con- 
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dizione  era,  col  secondo  modo  di  sperimentare,  completamente 
verificata. 

Inoltre,  lasciando  pure  anche  in  disparte  la  considerazione 
dello  scopo  delie  esperienze,  la  difficoltà  suaccennata  era,  nel 
caso  delle  nostre  misure,  eliminata  dalle  condizioni  stesse  nelle 
quali  si  operava.  Si  operava  infatti  con  un  trasformatore  di  no- 
tevole potenza  {a  cavalli)  e  con  grandi  coefiicienti  di  induzione; 
e  volendo  sperimentare  con  correnti  di  grande  intensità,  come 
quelle  che  sì  adoperano  nelle  applicazioni  pratiche  dei  trasfor- 
matori, non  si  poteva  ricorrere  ad  altri  elettrodinamometri,  che 
a  quelli  industriali  di  Siemens.  Ora  i  coefiicienti  di  induzione 
che  si  avevano  in  tali  strumenti  di  misura  erano  parecchie  mi- 
gliaia di  volte  più  piccoli  di  quelli  propri  del  trasformatore; 
tenerne  conto  sarebbe  stato  non  solo  inutile,  ma  impossibile. 

§  3.°  Il  generatore  secondario,  sul  quale  furono  eseguile  tutte 
le  esperienze  descritte  in  questa  memoria,  era  del  tipo  Gaulard 
e  Gibbs,  modello  a  semplice  colonna,  per  la  potenza  di  due 
cavalli  dinamici.  Le  due  spirali,  primaria  e  secondaria,  erano 
formate  con  dischi  di  lastra  di  rame  sottile,  foggiati  a  corona 
circolare  tagliata  secondo  un  raggio,  e  congiunti  insieme  in 
modo  da  formare  due  eliche.  Le  spire  di  un'elica  erano  alternate 
con  quelle  dell'altra  ed  isolate  per  mezzo  di  fogli  di  carta  pa- 
raffinata. Il  nucleo  di  ferro,  che  era  cilindrico,  era  amovibile,  e 
veniva  mutato  per  ogni  serie  dì  esperienze.  Il  diametro  esterno 
delle  spire  era  114  rniilimetri,  l'interno  54  millimetri;  il  numero 
delle  spire  era  di  455  per  ciascuna  spirale.  Le  resistenze  erano: 
quella  della  spirale  primaria  di  0,276  ohm;  quella  della  secon- 
daria di  0,285  ohm.  La  spirale  secondaria  era  formata  di  quattro 
parti  uguali,  che  si  potevano  riunire  in  serie,  o  per  gruppi,  o 
tutte  in  derivazione;  però  durante  le  esperienze  esse  stettero 
sempre  riunite  in  serie,  formando  per  tal  modo  un'elica  unica 

I  praticamente  uguale  alia  primaria. 

Le  correnti  primarie   erano   generate  da   una  macchina  di- 

!  namoelettrica  dì  Siemens  a  correnti  alternative,  1"  indotto   della 

I  quale  comprendeva  otto  spirali  collegate  in  serie.  In  essa  perciò 

si  producevano  otto  inversioni  di  corrente  per  ogni  giro  del- 
l' albero.  La  velocità  di  rotazione  della  macchina  era  indicata 
in  modo  continuo  da  un  tacometro  di  Buss,  e  veniva  controllala, 
durante  ciascun  esperimento,  almeno  due  volte,  per  mezzo  di 
un  contagiri.  Un  grande  reostato  industriale  a  fili  di  rame  serviva 

I  a  regolare  la   intensità  della  corrente  primaria.  Per  introdurre. 


Su/ir  differenze  di  fase  delle  correnti 


nelle  singole  esperienze,  le  necessarie  resistenze  nel  circuito 
secondario,  servivano  grandi  spirali  di  filo  di  argentana,  avvolte 
in  doppio,  a  grandi  spire,  e  pracicamente  prive  di  induzione 
propria. 

Come  strumenti  di  misura  si  adoperarono,  come  sì  è  già 
detto,  tre  elettrodinamometri  per  forti  correnti  costrutti  dalla 
fabbrica  Siemens  ed  Halske  di  Berlino.  In  essi,  come  è  nolo, 
la  spirale  fissa  è  fatta  con  pochi  giri  di  filo,  e  la  spirale  mobile 
è  costituita  da  una  semplice  spira  rettangolare  di  un  grosso  filo 
di  rame.  Tale  spira  sospesa  viene  ricondotta  nel  piano  di  riposo, 
perpendicolare  a  quello  delle  spire  fisse,  col  mezzo  della  torsione 
di  una  molla  a  spirale,  e  le  misure  si  fanno  leggendo  1'  angolo 
di  torsione  a  ciò  necessario.  I  coefficienti  di  induzione  propria 
delle  spirali  dei  descritti  strumenti  erano  affatto  insensibili  a 
fronte  di  quelli  grandissimi  del  generatore  secondario;  ed  essendo 
sempre  la  spira  mobile  in  un  piano  perpendicolare  a  quelli  delle 
fisse,  non  ai  aveva  tra  questa  e  quella  alcuna  induzione  mutua. 

Collocati  i  tre  elettrodinamometri  nelle  posizioni  dove  essi 
stettero  poi  durante  tutte  le  esperienze,  essi  vennero  collegati 
tutti  in  serie,  ed  inserti  nel  circuito  secondario  del  generatore 
secondario  per  il  confronto  preliminare,  del  quale  si  è  detto 
al  §  i"  Col  reostato  a  filo  di  rame  esistente  nel  circuito  pri- 
mario e  colle  resistenze  inserte  nel  circuito  secondario  sì  lece 
passare  la  intensità  della  corrente  negli  elettrodinamometri  per 
tutta  la  serie  dì  valori  che  dovevano  occorrere  nelle  esperienze 
principali.  Si  fece  cosi  una  serie  di  letture  simultanee  «„,  y^,  fo, 

e.    B 

colla  quale  si  potè  constatare  la  costanza  dei  rapporti  —,  —,  e 

determinare  i  valori  medi  dei  medesimi  per  portarli  poi  nelle 
formole 


Si  trovò  per  tal  modo 

-'- =1,0274  4- 


= 1.0475 


Tali  determinazioni  furono  ripetute  più  volte  durante  le  1 
successive  serie  di  esperimenti  ed  al  termine  dì  tutte. 

Dopo  queste  esperienze  di  confronto,  si  isolò  nel  seconda  I 
elettrodinamometro,  in    quello   cioè  col  quale  si  dovevano  fare  I 


r»4~  _ 


.  _i 
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le  letture  t,  il  quale  era  stato  a  ciò  predisposto,  la  spirale  so- 
spesa dalla  fissa,  congiungendo  le  due  estremità  di  ciascuna  ad 
appositi  morselli. 

§  4.°  Gli  strumenti  così  preparati,  il  generatore  secondario,  le 
spirali  di  argentana  ed  il  circuito  primario  si  collegarono  nel 
modo  schematicamente  rappresentato  nella  figura  i. 

In  questa  figura,  G  rappresenta  il  generatore  secondarlo, 
ed  in  questo  le  due  croci  tit,  w  indicano  i  due  morsetti  terminali 
della  spirale  primaria,  ed  i  due  circoletti  p,  q  \  morsetti  terminali 
della  spirale  secondaria.  Con  a  a  ,  e  e',  ò  b',  sono  rappresentati 
_  schematicamente  i   tre    elettrodinamometri    destinati   rispettiva- 


mente alle  letture  che  abbiamo  già  indicato  colle  lettere  *,  T,  ?;  e 
propriamente  i  circoli  estemi  a,c,b  rappresentano  le  spirali  fisse, 
e  gli  interni  a',  e',  b'  le  spire  mobili.  Le  spirali  prive  di  autoin- 
duzione destinate  ad  introdurre  resistenze  nel  circuito  secon- 
dario del  trasformatore  sono  schematicamente  rappresentate 
in  r;  con  R  poi  è  rappresentata  una  resistenza  approssimativa- 
mente uguale  alla  resistenza  apparente  complessiva  della  spirale 
primaria  m  »,  di  a,  di  a  e  di  e.  Finalmente  M  è  un  commutatore 
a  manubrio,  destinato  ad  inserire  nel  circuito  PQ  della  macchina 
dinamoelettrica  il  generatore  secondario  e  gli  strumenti  di  mi- 
sura, oppure  a  togliere  dal  circuito  gli  apparecchi  medesimi  so- 
stituendo loro  la  resistenza  equivalente  R.  Ciò  posto,  la  figura 
fa  vedere  senz'altro  il  collegamento  degli  apparecchi  e  dei  cir- 
cuiti. Quando  la  leva  del  commutatore  è  in  contatto  col  pezzo  I, 
la  corrente  primaria,  che  arriva  dal  reoforo  P,  passa  nella  spi- 
rale primaria  m  n  del  trasformatore,  nelle  spirali  fissa  a  e  mo- 
bile a'  del  primo  elettrodinamometro  e   nella  spirale  fissa  e  del 
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secondo;  essa  ritorna  alla  macchina  pel  reoforo  Q.  Intanto  la 
spirale  secondaria  p  q  del  trasformatore  si  trova  in  un  circuito 
chiuso,  il  quale  comprende  la  spira  mobile  e*  del  secondo  elet- 
trodinamometro, la  spira  mobile  b'  e  la  fissa  b  del  terzo  elettro- 
dinamometro e  la  resistenza  r.  Quando  invece  nel  commutatore 
il  contatto  viene  stabilito  col  pezzo  2,  il  trasformatore  e  gli 
strumenti  di  misura  si  trovano  tolti  dal  circuito,  ed  il  circuito 
della  macchina  si  chiude  sulla  resistenza  equivalente  R.  Un 
altro  interruttore  annesso  al  grande  reostato  a  filo  di  rame 
serve  a  rompere  od  a  chiudere  il  circuito  della  macchina;  ma 
questo  non  è  rappresentato  sulla  figura. 

§5.^  Nella  seguente  tabella  sono  raccolti  i  risultati  di  una 
prima  serie  ,di  esperimenti  fatti  per  mezzo  della  descritta  dispo- 
sizione. 


I| ': 

Num. 

n    i 

r 

a 

V 
t 

126,4 

a 
b 

e 
b 

1 
1 

I      603 

0,409 

126,2 

121,9 

1,026 

ipio 

175' 30' 

2      606 

i 

1.953 

129,6 

"8.3 

119,2 

1,117 

1,039 

169  26 1 

3   605 

3,224 

99,8 

84,9 

84,4 

1,215 

1,054 

162  59 

\      4      600 

4,462 

118,9 

9i»9 

89,6 

1,363 

1,074 

156  55 

:        5 

601 

5J13 

82,8 

56>3 

54,5 

1,561 

1,082 

150  0 

6 

607 

6,958 

116,5 

70,3 

67,1 

1,784 

1,097 

145 13 

7  ,609 

8,542 

93,1 

47.0 

44,4 

2,152 

1,109 

139  7 

1    8     601 

9,760 

102,5 

!    44,4 

41,0 

2,569 

1,134 

135     a 

9  i  610 

11,000 

87,9 

33,7 

30,9 

2,923 

1,142 

131   55 

IO     606 

12,240 

98,8 

32,4 

29,2 

3,476 

1,162 

ia8  33 

II     602 

13470 

97,6 

!    26,3 

23,6 

4,249 

1,167 

13+  29 

12  '  602 

14,790 

1  104,0 

;  24,7 

1 

21,6 

4,969 

1,203 

1 

123    40 

Nella  prima  colonna  di  questa  tabella  è  indicato  il  numero 
d'ordine  delle  esperienze,  nella  2.*  il  numero  n  di  giri  fatti  dalla 
macchina  dinamoelettrica  in  ogni  minuto  primo,  nella  terza  la 
resistenza  totale  r  del  circuito  secondario  del  trasformatore. 
Nelle  tre  colonne  successive  sono   registrate   le   letture  «,  y»  ?  J 

poi  sono  registrati  i  valori  di       ^^^  ~r  calcolati  per  mezzo  delle 

letture  medesime,  e   finalmente   nelP  ultima  colonna  si  hanno  i 


smI  rUtréo  ddTùidMattmf.  tct.  >7t 

■valori  angolarì  s  deBa  diflcrcnza  di  use  calcoliti  colla  fonnota 


V^ 


Per  interpretare  questi  risultati  è  necessario  che  noi  li  con- 
frootiaino  eoa  quelli  ai  quali  conduce  la  teoria  dementare  del 
trasformatore,  cioè  quella  teorìa  che  non  tiene  conto  ni  delle 
correnti  di  Foucault,  ni  del  ritardo  col  quale  si  fanno  la  ma- 
gnetizzarione  e  la  smagnetizzazione  del  ferro,  Gio\'a  quindi  ri- 
cordare qui  brevemente  alcuni  punti  di  tale  teoria. 

III.  COOTROXTO  Da  RISULTATI  DELL*  ESF  ERI02.\  COS  QUELLI 
DELLA   TEORIA     >XLLA     QU.U.E     SOS    SI    TIEXE    COSTO     DEL    RITARnO 

DELLA  MAGNETizzAZioxE.  —  §  6."  Se  si  suppone:  I.  che  le  ^-aria* 
zioni  della  magnetizzazione  del  ferro,  e  con  esse  quelle  del  flusso 
d'induzione  che  passa  dentro  alle  spirali  del  trasformatore  si 
compiano  senza  alcun  ritardo,  si  facciano  cioè  simultaneamente 
alle  variazioni  delle  correnti  nelle  spirali;  2.  che,  tranne  quelle 
esistenti  nelle  due  spirali,  non  vi  abbiano  nel  trasformatore  altre 
correnti  indotte,  né  nel  ferro  del  nucleo  né  nelle  altre  parti  me- 
talliche dell'apparecchio  ;  3.  che  i  coefficienti  di  induzione  siano 
costanti  :  4.  che  le  due  correnti,  primaria  e  secondaria,  siano 
sinusoidah;  sì  trovano,  come  è  noto,  '  tra  le  intensità  massime 
delle  due  correnti  e  tra  te  fasi  delle  correnti  medesime  rela- 
zioni semplicissime. 

Diciamo  ;",  1'  le  intensità  delle  due  correnti,  primaria  e  se- 
condaria, alla  fine  de!  tempo  f;  e  la  forza  elettromotrice,  che 
nel  medesimo  istante  sì  ha  nel  circuito  primario  fuori  del  tras- 
formatore; M,  L,  L'  il  coefficiente  di  induzione  mutua  delle 
due  spirali  e  quelli  delle  medesime  su  se  stesse  ;  /?  ed  r  la  re- 
sistenza del  circuito  primario  e  quella  del  secondario;  abbiamo, 
^  colle  fatte  ipotesi,  le  due  equazioni  differenziali 


dt 


+  i-^j+«. 


I.  Mascaht  et  JouBERT,  Ufomi  sm  VitttlntiU  «<  h  mmgnUtsnu, 
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le  due  equazioni  differenziali  sono  soddisfatte  da  valori  della  forma 
/  =  ^sen  ^  (/  —  *) ,  1'  =  5sen  ^  (/—  p) . 

Portando  questi  valori  di  e,  1, 1  '  nelle  equazioni  differenziali,  ed 

2  T  2  ^ 

uguagliando  a  zero  le  somme  che  moltiplicano  sen  -=  t,e  cos-^  /, 

si  ottengono  quattro  equazioni,  che  bastano  a  determinare  A,  B, 
«,  p.  È  allora  facile  verificare  che  sussistono  le  due  relazioni 
seguenti  : 

2  7r    ^  ** 

tang  -^  (.3— a)  =  — 


Ponendo 


2«   -, 


—  (6-a)  =  *,  .—  M=\>.,  -j,L'  =  A, 

le  due  relazioni  diventano: 

AY      X«  +  r« 


l  5  j  -      H^» 


tang  cp  =  —  -—  , 


(3) 


Da  queste  si  ricava 

(4)'cos«,-=(VJ. 

Ora  colle  notazioni  stabilite  nel  §  i.^,  si  ha 


(4)  =  T  ■ 


dunque 

cos'9  =  I —  I  —  . 

-7-)  — tro- 
vato nel  §  i.°,  ricaviamo 

e         X 

T  =  7  •  ^^ 


Orbene  —  i  costante;  le  cause  infatti  delle   variazioni  di  X 

Edi  11  risiedono  nel  ferro,  e  sono  le  stesse  per  entrambe  queste 

indezze.  Dunque,  se  fossero  verificate  le  ipotesi  che  servono 

I  base  alle   formole   precedenti,  il   rapporto  -r-  dovrebbe  pure 

»cre  costante,  indipendente  da  r. 

Invece  i  valori    di  —  ricavati   dalle   esperienze,  e  registrati 

iella  tabella  del    paragrafo   precedente,  crescono  regolarmente, 
I  assai  sensibilmente,  col  crescere  della  resistenza  r.  Portando 

t  r  come  ascisse,  ed   i   valori  corrispondenti  di  -r  come  ordi- 

,  si  avrebbe,  secondo   la   formoli    teorica  (4),  una  retta  pa- 

uUela  all'asse  delle  ascisse;  secondo  l'esperienza,  invece,  si  ha 

k  linea  che  per  ascisse  crescenti  va  allontanandosi  dall'  asse 

die  ascisse.  Tale  linea  è  quella  segnata  1  nella  tavola  grafica 

^rafata  annessa  alla  presente  memoria.  Con  irregolarità  spie- 

ibili  cogli  errori    di    osservazione    essa    serpeggia   attorno  ad 

i  retta  formante  coli'  asse  delle  ascisse  un   certo  angolo.  Ed 

S  da  notare  questa  circostanza  importante:   che   tale  retta,  pro- 

igata  all' indietro,  taglia  l'asse  delle  ordinate  in  un  punto,  la 

^ì  ordinata  differisce  pochissimo  dall'unità,  ed  è  un  poco  mag- 

lore  della  medesima, 

§  7.°  Il  disaccordo  tra  Ì  risultati  delie  esperienze  e  quello  ri- 
lavato dalle  equazioni  (3)  prova  che  qualcuna  delle  ipotesi,  sulle 
ali  riposano  queste  equazioni,  non  è  verificata.  Ora  esso  non 
1  essere  dovuto  alta  variabilità  dei  coefficienti  di  induzione  M 
l  L'  che  le  equazioni   differenziali,  da   cui  le  I3)  si  ricavano, 
longono  costanti.  Infatti  noi  abbiamo  già  osservato  che  se, 
boli' accostarsi  del  ferro  allo  stato  di  maturazione  magnetica,  M 
t  U  diminuiscono,  la   variazione   si    fa   però   nella  medesima 
mrzione  per  entrambi,  e  quindi  non  può  influire  sul  valore 

f -jTf  o  di — .  Esso  si  spiega   invece   facilmente   ammettendo 

;  non  si  verifichi  l'altra  ipotesi  da  noi  fatta  nello  scrivere  le 
[uazionì  differenziali  precedenti:  l'ipotesi  che  l'induzione  si 
mpia  senza  alcun  ritardo.  In  altri  termini:  il  disaccordo  si 
>  spiegare  ammettendo  che,  rispetto  alla  durata  del  periodo 
ille  correnti  alternative,  non  sieno  trascurabili  ì  ritardi  nella 
Ugnetizzazione   e   nella   smagnetizzazione  del    nucleo  di  ferro 

uiiig.  Oftr/.  Voi.  I.  iS 
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del  generatore  secondario,  ritardi  che  le  precedenti  equazioni 
differenziali  suppongono  nulli. 

Siccome  infatti  l'angolo  o  è  sempre  compreso  tra  t:  e  —,  * 

2 

così  ad  un  aumento  di  o  corrisponde  un    aumento  di  cos'&;  e 
siccome  si  ha 

e*' 

COS*  5»  = ,-  , 

ab 

così  se  esiste  un  ritardo,  se  cioè  9  è  maggiore  del  valore  teorico, 

e* 
il  valore  di  — 7  deve  risultare  maggiore  di  quello  teorico  voluto 
a  b 

dalle  equazioni  (3).  Ciò  equivale  a  dire  che  per  un  dato  valore 

di  r  o  di -.-il  valore  di -7- deve  risultare  maggiore  del   teorico, 
b  b 

ossia  maggiore  di  —  . 

a 

Siccome  inoltre  si  sa  che  o  diminuisce  da  t:  verso  —  quando 

2 

r  cresce,  e  siccome  ad  un  dato  ritardo,  ossia  ad  un  dato  aumento 

di  ^,  corrisponde  un  aumento  di  cos*  9  tanto  maggiore  quanto 

più  9  è  prossimo  al  limite  inferiore  — ,  così  si  può  anche  pre- 

vedere  che  V  eccesso  di  -7-  sul  valore  teorico  —  deve  risultare 

b  [*■ 

tanto  maggiore  quanto  più  è  grande  la  resistenza  r. 

Ed  è  appunto  questo  il  risultato,  al  quale  ci  ha  condotti 
l'esperienza. 

IV.  Ritardo  delle  correnti  indotte.  —  §  8.<>  Per  vedere 
se,  e  fino  a  qua)  punto  le  considerazioni  precedenti  possano 
spiegare  i  risultati  sperimentali,  e  per  vedere  in  questo  caso 
quali  relazioni  esistano  tra  le  grandezze  misurate  nelle  espe- 
rienze ed  il  ritardo  della  magnetizzazione  del  ferro,  cercheremo 
di  stabilire  teoricamente  le  relazioni  tra  r,  a,  b,  e  nella  ipotesi 
che  trascorra  un  certo  tempo  5  tra  V  istante,  in  cui  si  verifica 
una  variazione  nella  intensità  della  corrente  in  una  delle  spirali 
del  trasformatore,  e  V  istante  nel  quale  si  produce,  sulla  stessa 
spirale  o  sull*  altra,  la  corrispondente  forza  elettromotrice.  Por- 


*  G.  Ferrauis,  Ricerche  teoriche  e   sperimentali  sui  generatore   secondario 
Caulard  e  Gihbs.  V.  pag.   163  di  questo  volume. 
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remo   poi  i  risultati   dell'analisi   in  confronto   con  quelli  speri- 
mentali. 

Diciamo  /?  ed  r  le  resistenze  del  circuito  primario  e  del 
secondario;  e  la  forza  elettromotrice,  funzione  periodica  del 
tempo  /,  esistente  nel  circuito  primario,  fuori  del  trasformatore; 
t  ed  1'  le  intensità,  alla  fine  del  tempo  /,  delle  due  correnti, 
primaria  e  secondaria;  e  colle  notazioni 


\dt  ),-;>'  \dtì,-!> 


rappresentiamo  i  valori  che  le  derivate  -r-  e  3-  hanno  alla  fine 

a  t     ai 

del  tempo  /  —  5,  Se,  come  ci  siamo  proposto  di  fare,  ammet- 
tiamo che  le  forze  elettromotrici  d'induzione  si  producono  col 
ritardo  ^  rispetto  alle  variazioni  di  correnti  alle  quali  sono  do- 
vute^ abbiamo  le  due  equazioni  differenziali 


Xdtìt-t^  Xdlh^if 


4-r/'=o.  (6) 


Noi  supporemo  anche  qui,  che  M,  L,  U  rappresentino  costanti. 
Però  tali  costanti  dipenderanno,  oltreché  dalle  condizioni  delle 
due  spirali,  anche  dalle  circostanze  che  determinano  il  ritardo  ^  ; 
esse  potranno  quindi  differire  dai  coefficienti  d' induzione,  che 
rappresentammo  colle  medesime  lettere  nel  paragrafo  precedente; 
noi  le  diremo:  coefficienti  d'induzione  appareìiti. 

Colle  equazioni  (5),  (6),  data  la  funzione  e  del  tempo,  si 
hanno  da  determinare  le  funzioni  /  ed  i\  Se  supponiamo  le 
correnti  sinusoidali,  e  se,  detta  T  la  durata  del  periodo,  poniamo  : 

r  =  £sen-:=5^/,     i—A%^xi^Mt—'i).      /' =  J5sen-^(/— 6),     (7) 

il  problema  si  riduce  a  determinare  i  valori  di  A,  By  a,  &;  e  le 
quattro  equazioni  a  ciò  necessarie  si  possono  trovare  sostituendo 
nelle  (5)  e  (6)  i  valori  (7),  raccogliendo  in  ciascuna  equazione 

i  termini  che  contengono  il  fattore  sen-=^/  e    quelli   che  con- 

tengono  cos  _  /,  ed  uguagliando  separatamente  a  zero  \A  somma 
dei  primi  e  quella  dei  secondi. 
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Per  lo  scopo  nostro  ci  basta  qui  applicare  l'esposto  proce- 
dimento alla  equazióne  (6).  Se  portiamo  in  essa,  in  luogo  di  i  e 

di  I  '  i  valori  (7),  ed  in  luogo  di  (  -j-  \         e  di  (  — i-  )         i  valori 


—  ^  cos  -^  (/  —  a  —  5) , 


\dl),-» 

che  si  ricavano  dalle  (7);  se  poi  nella  equazione  cosi  trovata 

2  t 
raccogliamo  la  somma  dei  termini  che  moltiplicano  sen  -=-  /  e 

quella  dei  termini  che  moltiplicano  cos  -:=-  / ,  e  se   finalmente 

uguagliamo  a  zero  ciascuna  di  queste  somme,  arriviamo  alle 
due  equazioni  : 

^  uLsen  ^  (a  +  5)+  5  |xsen^(3  +5)  +  rcos^  p]  =0, 
A  u  cos  ^  (x  +  5)  +  5  [x  cos^(3  +  5)  — rsen^  p]  =0, 
ove  si  è  posto,  come  sopra  : 

\*-=-Y^f  A  =  —  /,'. 

Trasportiamo  nel  secondo  membro  i  termini  aventi  il  fattore  B, 
quindi  eleviamo  al  quadrato  i  due  membri  di  ciascuna  equazione, 
e  sommiamo;  otteniamo: 


(8) 


(9) 


u*  =  B^ U' +  r"  ■^- 2\ r sen  ^A- 


a) 


Quest'equazione  si  riduce  a 


e  coincide  colla  prima  delle  (3)  del  §  3.°,  quando  si  suppone  ^=0. 
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Se  scrìviamo  le  (8)  e  (9)  nel  modo  seguente: 
A  u sen  ^(x  +  ^)  +  5X  sen  ^(.8  +  5)  =  —  5r  cos  ^p  , 

^ucos^(x  +  5)  +  5Xcos?^(?+^)=      Br  sen^p, 

e  poi  eleviamo  al  quadrato  i  loro  membri  e  li  sommiamo,  tro- 
viamo quest'altra  relazione: 

la  quale,  quando  si  ponga 

2  w 

si  scrìve  : 

^1  a»  +  5«  *A«  +  2  ^  J5  ji  A  cos  ^  =  J5«  r» .  (II) 

Finalmente,  combinando  la  (II)  colla  (I),  rìcaviamo: 


5«  j X  +  r sen -^  ^\'\'  AB\t- cos 91=0  , 


(III) 


§  9.®  Nelle  formole  (I),  (II),  (III)  possiamo  ora  eliminare  A,  B, 
o,  ed  introdurre  le  grandezze  a,  b,  e,  che  nelle  nostre  esperienze 
si  deducevano  direttamente  dalle  letture  sugli  elettrodinamometri. 
Portando  infatti  nelle  tre  equazioni  i  valori 

a=zA*,       b=B*,        cos5  =  — -T-—::^ 

0 


v/T 


esse  SI  scrivono: 


-  ui*  =  /.«  +  r»  +  2 >. r sen  -  '-  ^ ,  (I) 

a.^i-^^X«  -2^a>:=Ar»,  (ir) 

-7  =  — +  — sen-^--,  (Ilio 

^  a  a  T 

Dì  queste  equazioni  una   qualunque   è   conseguenza   delle 
altre  due.  Le  altre  due  sono   distinte,  e  stabiliscono  relazioni 
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tra  le  grandezze  ix,  À,  r,  3  dipendenti  dalle  condizioni  del  tras- 
formatore e  dei  circuiti  e  le  letture  che  si  facevano  diretta- 
mente nei  nostri  esperimenti. 

Se  si  suppone  5  =  o,  le  formole  (1'),  (H),  (IH'),  si  riducono  alle 

-?.a«  =  X*4-r^  (I") 

b        jx 

e  coincidono  con  quelle  che  si  ricaverebbero  dalle  equazioni 
differenziali  del  capo  III,  ove  non  è  tenuto  conto  del  ritardo  del- 
l' induzione. 

Ora  si  vede  subito  che  l'accordo  delle  formole  (H,  (HO,  (IIF) 
coi  risultati  dell'esperienza  è  assai  meno  imperfetto  di  quello 
presentato  dalle  formole  (1'),  (li*),  (IH'). 

Infatti   abbiamo    veduto,  che   se   si  fa  crescere  r,  il  valore 

e   ' , 
di    ,   ricavato  dalle  esperienze  non  rimane  costante  come  vor- 
0 

rebbe  la  (IH"),  ma  cresce  ccn  r,  come  è  voluto  dalla  formola  (III'). 

In  un  sistema  di   coordinate   cartesiane  si  prendano  come 

ascisse  i  valori  di  r  e  come  ordinate  quelli  di  -7-;  se  allora  si 

suppone  che  a  e  ^  sieno  indipendenti  da  r,  la  (IIF)  è  V  equa* 
zione  di  una  linea  retta.  Questo  fatto,  nei  limiti  di  approssima- 
zione concessi  dagli  strumenti  adoperati,  si  verifica  approssima* 
tivamente  nella  serie  di  esperimenti  sovra  riferita  (vedi  la  linea  I 
della  tavola  grafica  litografata).  Siccome  però  nel  fatto  a  dimi- 
nuisce col  crescere  di  r,  così  è  prevedibile  che  in  generale  la 
linea  di  cui  abbiamo  parlato  sarà  convessa  verso  l'asse  delle 
ascisse;  e  noi  vedremo  che  anche  questa  previsione  è  confer- 
mata dalle  esperienze. 

e        À 
Per  r  =  o  la  (IH')  dà  --^  — ;  la  linea  rappresentata  dalla 

equazione  (IIF)  deve  adunque  tagliare  l'asse  delle  ordinate  ad 
una  distanza  dall'origine  uguale  a  -   .  Ora  anche  ciò  si  verifica, 

come  dimostreremo,  con  tutta  quella  approssimazione  che  il 
metodo  sperimentale  concede. 
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^^B  core 

K 


Anche  l'equazione  (!')  si  concilia  coi  risultali  delle  esperienze 

meglio  della  (1*)-  Se  coi  valori  dì  -7-  e  di  r  misurati  in  una  sene 

di  esperimenti,  e  col  mezzo  della  formola  {!*)  e  del  metodo  dei 

minimi  quadrati  si  determinano  i  valori  di  h^  e  di  -   ,  si  osserva 

che  entrambi  variano  col  variare  dei  limiti  dì  resistenza  fra  i 
quali  si  è  operalo,  e  che  precisamente  ^  diminuisce  col  crescere 

di  r,  e  —  cresce-  Ora  il  fatto  può  essere   dovuto  a  più  cause, 

ma  intanto  trova  una  spiegazione  nel  semplice  confronto  della 
(1')  colla  di.  Basta   notare   che   se  si   prendono  come  ascisse  i 

valori  di  r'  e  come  ordinate  quelli  di  -,  l'equazione  (1*1  dà  una 
linea  retta,  della  quale  -^  è  il  coefficiente  angolare  e  I  —  j  è  l'or- 
dinata all'origine;  e  che  invece  l'equazione  H)  dà  una  curva 
concava  verso  l' asse  delle  ascisse.  Il  valore  di  — ,  al  quale 
conduce  il   metodo   dei   minimi   quadrati,   corrisponde   ad   una 


corda  della  curva,  ed  è  perciò  maggiore  del  vero,  e  tanto  mag- 
iore  quanto  più  sono  grandi  i  valori  di  r,  ai  quali  corrisponde 
porzione  di  curva  considerata. 

V.  Cause  del  ritardo,  correnti  di  Foucault.  —  §  io.°  Le 
isiderazioni  precedenti  giustificano  l'ipotesi  che  serve  di  base 
le  equazioni  (5I  e  (6),  e  dimostrano  la  possibilità  di  discutere 
ed  interpretare  per  mezzo  delle  formole,  alle  quali  siamo  arrivati, 
i  risultati  delle  nostre  esperienze.  Ma  prima  di  occuparci  di  una 
tale  discussione,  conviene  che  entriamo  più  addentro  nella  in- 
terpretazione fisica  dei  fenomeni. 

Una  causa  del  ritardo  :  sta  nella  isteresi,  nel  fatto  cioè  che 
ia  magnetizzazione  del  ferro,  corrispondente  ad  un  dato  valore 
della  forza  magnetizzante,  è  diversa  secondochè  questa  va  cre- 
scendo o  va  diminuendo,  è  minore  nel  primo  caso,  maggiore 
nel  secondo.  Nel  caso  nostro,  nel  quale  la  forza  magnetizzante 
e  la  magnetizzazione  sono  supposte  funzioni  sinusoidali  del 
tempo,  il  fenomeno  ora  nominato  ha  per  effetto  di  fare  che  la 
sinusoide  rappresentante  in  funzione  di  /  la  magnetizzazione 
abbia  un  ritardo  0  rispetto  alla  sinusoide  rappresentante  la  forza 
magnetizzante.  Le  forze  elettromotrici  di  induzione  nelle  due 
spirali  sono,  con  grande  approssimazione,  proporzionali  alle  va- 


riazionì  della  magnetizzazione,  dunque  anch'esse  tengono  dietro 
col  medesimo  ritardo  alle  variazioni  della  forza  magnetizzante. 
Ora  la  forza  magnetizzante  è  kt-r&'r,  ove  k  e  è'  sono  co- 
stanti, dunque  le  forze  elettromotrici  di  induzione  sono  propor- 
zionali non  già  alle  derivate  di  /  e  di  *''  corrispondenti  al  tempo  t 
ma  a  quelle  corrispondenti  a  (  —  5.  Cosi  sì  arriva  alle  equazi 
differenziali  (5)  e  (6),  alla  sola  condi;!Ìone  di  trascurare  le  indù 
zioni  elettrodinamiche  che  si  fanno  indipendentemente  dal  ferro, 
le  quali,  nel  fatto,  sono  minime, 

§  II."  Ma  un'altra  causa  di  ritardo  sta  nelle  correnti  indoti 
nel  nucleo  e  nelle  altre  parti  metalliche  dell'apparecchio,  correnl 
alle  quali  si  suole  dare  il  nome  di  correnlt  di  Foucault. 
anzi  che  i  ritardi  dovuti  a  tali  correnti  possono  essere  gran-, 
dissimi  e  che  a  fronte  di  essi  possono  avere  una  importanza 
affatto  secondaria  quelli  direttamente  dovuti  al  tempo  necessario 
per  le  variazioni  della  polarizzazione  magnetica,  '  Noi  possiamo 
dimostrare  che  senza  ammettere  a  priori  alcun  ritardo,  e  fatta 
astrazione  dal  tempo  occorrente  per  le  variazioni  della  polariz- 
zazione magnetica,  ma  prendendo  pur  solamente  in  considera- 
zione le  correnti  di  Foucault,  si  possono  prevedere  le  relazioni 
che  abbiamo  dedotto  dalla  equazione  differenziale  (6). 

I  fenomeni,  dei  quali  stiamo  per  occuparci,  non  sono 
natura  tale,  che  si  possano  sottoporre  ad  una  analisi  matematica! 
rigorosa  e  completa;  ma  possiamo  tuttavia  proporci  di  vedere' 
se,  almeno  come  prima  approssimazione,  e  almeno  nel  caso  dei. 
nostri  esperimenti,  le  formole  (1),  (li),  (III)  si  accordino  con  quelle 
che  risultano  dalla  considerazione  delle  correnti  di  Foucault. 

Noi  non  sappiamo  come  le  correnti  di  Foucault  siano  di- 
stribuite nel  ferro  del  nucleo  e  nelle  altre  partì  metalliche  del 
trasformatore,  sappiamo  soltanto  che  per  la  forma  stessa  del-.i 
l'apparecchio  esse  debbono  essere  simmetricamente  distribuite 
attorno  all'asse,  e  che,  eccettuate  soltanto  brevi  porzioni 
cinanza  delle  estremità,  esse  debbono  essere  uniformemente 
distribuite  su  quasi  tutta  la  lunghezza  del  trasformatore.  Ma. 
per  lo  scopo  nostro,  e  nell'ordine  di  approssimazione  al  quale 
ci  vogliamo  limitare,  possiamo  ammettere  che  le  correnti  di' 
Foucault  equivalgano,  per  gli  effetti  che  dobbiamo  considerare, 
ad  una  corrente  alternativa  unica.  Cosi  il  problema  si  riduce  a' 


lu- 

i 

IO  I 


'    G.    Wl  ED  EH  ANN,    Gull/aitì. 

186).  Voi.  a,',  p>g,  781  e  segi 


-  Braunschwcij,.B 
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considerare  la  induzione   fra   tre   sole  correnti  alternative,  che 
sono:  le  due  correnti,  primaria  e  secondaria,  esistenti  nelle  due 
spirali  del  trasformatore  e  quella  di  cui  ora  abbiamo  parlato. 
Diciamo  : 

1,  f,j       le  intensità  delle  tre  correnti  alla  fine  del  tempo  /, 

Rf  r,  p     le  resistenze  dei  loro  circuiti, 

Mi  il  coefficiente  d'induzione  mutua  tra  le  due  spirali  pri- 

maria e  secondaria. 

Li,  L^'   ì  coefficienti  d'induzione  propria  delle  spirali  medesime, 

M^,M^'  i  coefficienti  d'induzione  del  circuito  della  corrente  y 
sulle  due  spirali, 

Z,  il  coefficiente  d'induzione  della  corrente  /  su  sé  stessa, 

€  la  forza  elettromotrice  esistente,  alla  fine  del  tempo  /, 

sul  circuito  primario,  fuori  del  trasformatore. 

Se  trattiamo  come   costanti  i  coefficienti  di  induzione  e  la 
resistenza  e,  abbiamo  le  tre  equazioni  differenziali: 


Supposto  che  sia 


^^  Asen  -=-/, 


queste  equazioni  differenziali  sono  soddisfatte  da  espressioni 
della  forma 

i  =  ^sen^(/-M,  r=5sen^(/-e),  >=//sen^(/-Y);   (11) 

e  per  ottenere  le  sei  equazioni  necessarie  per  la  determinazione 
di  A,B,H,  a,  P,  T  basta  portare  i  valori  (u)  nelle  (io)  ed  ugua- 
gliare quindi  a  zero  le  somme  dei  termini  che  in  ciascuna  equa- 

zione  moltiplicano  sen  -^  /  e  quella  dei  termini  che  moltipli- 
cano  cos  -=^  /. 


2  - 

sen— Y=:o  , 
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Se  si  pone 

27:        ^^  T   ^  ^  ^  r  f \  ' 

-jT  M^  —  Uj  j       -  —  L^  —  /j ,         — -  /^j  —  \  9      i 

,    (12) 
le  equazioni  or  nominate  si  scrivono  : 

/  2't  2«^\  27r  21C 

A  UiSen-=-x  +  /?cos-yraj  +  jBai  sen-^8  -f  //{/,  sen  — y=  £"   i 

(io] 

,/-  2?:  „  2-\         _  2-^        ,_  27r  \ 

A  \\  cos-^x  — /?sen-^aj  +  jd  1*1  cos-=-8  +  //u,  cos-=-y  =  o  ,  ] 

A^^  sen  y.*  -f  5l;^'sen^8  +  rcos-^Sj  +  //ulj' 

2^  /  2^  27k\  27r  \ 

^[Xj  cos^  X  +jBJ>/cos  -^.8  — rsen-^Sj+  //iÌ3'cos^Y=o  »  ] 
.  2?:  „      ,  2  :r  /  2::  2x    \ 

yl  j^a  sen-7p*  4-  -fi  «a' sen  -^?  4-  //l /g  sen -^7  +  pcos-=rr]=o, 

07^  27*  I  27*  27r\  4**^' 

^  wj  cos-=?  a  +  jB  [A,'  cos  -y^^  8  +  // 1  >g  cos  ^  Y  — •  f  sen  -^  r  J  =  o- 

Siccome  però  per  la  nostra  questione  non  occorre  determinare 

i  valori  delle  singole  grandezze  A,  B,  H  a,  p,  y,  ma  semplice- 

A     A 
mente  interessa  considerare  i  rapporti  -^,  -=7-  e   le  differenze 

di  fase  6  —  «,  y  —  a,  così  delle   sei  equazioni  (13),  (14),  (15),  oc- 
correrà adoperare  solamente  le  quattro  ultime.   Risolvendo   le 

2  "*  2  T 

due  ultime  rispetto  a  H  sen    «l-y  ed  a  //^  cos~  y,  e  portando 
i  valori  trovati  nelle  (14),  otteniamo  : 

.     T^r/>    f  H«'^  ^fl   \  2::,  J*q'^  0  2  7:^1         _  2  7t 


/ 


smJ  rìiardo  tUifinduziofu,  ecc,  ^3 


Ora  se  sì  pone 


M  COS         -  Z  ^=  II-    —    -  - 


r 


( 


/ 


2-  .,  ,  J't'*^t 

ACOS^-   =^   -j    ,_   ,,, 

■*  •*         •  f •  s        • 

A  scn  -  —  -  =■  r— . 


(17) 


le  due  ultime  equazioni  si  possono  scrìvere  : 

.-|usen^(x  +  :-)+5[Asen''^(3  +  5')4-rcos^s]=o,    (i8) 

A  a  cos^  (X  +  :-)  ^  5  [a  cos  ^^  (?  +  5')  +  rseny  8J=o,    (19) 

Esse  difTerìscono  dalle  (8)  e  (9)  del  capo  IV  unicamente  perchè 
in  esse  figurano  due  rìtardi  distinti  i^  e  «^'  in  luogo  dell'unico  ^ 
che  figura  in  quelle.  Se  si  trasportano  nei  secondi  membri  i 
termini  in  B,  e  poi  si  elevano  al  quadrato  e  si  sommano  membro 
a  membro  le  due  equazioni,  si  trova 

A^  a»  =  B«(>.«  -  r«  +  2  X  r  sen  ^^  5' j  ;  (I"') 

formola  che  corrisponde  alla  (I)  del  capo  precedente. 

§  12.^  Ma  nel  caso  delle  nostre  esperienze,  ed  in  generale 
nei  casi  che  si  presentano  cogli  apparecchi  d'induzione  costrutti 
per  servire  quali  generatori  secondari  nelle  applicazioni,  la  notata 
differenza  tra  le  equazioni  (18),  (19)  e  le  (8),  (9)  scompare,  od 
almeno  può  essere  trascurata  in  uno  studio  di  prima  approssi- 
mazione  come  quello  di  cui  ci  occupiamo.  Negli  apparecchi 
d'induzione  quali  si  costruiscono  per  le  applicazioni  i  rapporti 

-—  e  -^*  sono  entrambi  approssimativamente  uguali  al  rapporto 

tra  il  numero  delle  spire  dell'elica  secondaria  e  quello  della 
primaria.  I  due  rapporti  sono  adunque  uguali  tra  di  loro,  e  si  ha 


-'  =  ••.  (20) 

Vi  y» 
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Ora  se  è  soddisfatta  questa  uguaglianza,  le  forinole  (17)  danno 


^     -  •  V  (21) 


>  1  »  I 


Nel  caso  poi  delle  esperienze  che  formano  oggetto  di  questa 
memoria  le  spire,  fatte  con  lastra  sottile  e  tutte  uguali  tra  di 
loro,  erano  in  numero  uguale  nelle  due  spirali,  e  quelle  di  una 
spirale  erano  alternate  con  quelle  dell'altra.  Dunque  non  sola- 
mente la  condizione  (20)  si  trovava  verificata  con  grande  ap- 
prossimazione, ma  si  aveva  con  approssimazione  grandissima 


Le   esperienze   hanno   dimostrato,  come    vedremo,  che 

'JL 

I 

era  prossimamente  uguale  ad  1,009,  ^^  hanno  per  tal  modo 
giustificato  la  previsione.  Conviene  notare  inoltre  che  i  termini 
delle  equazioni,  sui  quali  influisce  la  differenza  tra  ^  e  y,  sono 
essi  stessi  assai  piccoli.  Per  tali  considerazioni  noi  possiamo 
ritenere  -5^'  =  3. 

Ora  portando  questo  valore  di  y  nelle  equazioni  (18)  e  (19), 
queste  si  riducono  alle  (8)  e  (9)  del  capo  precedente,  dalle  quali 
si  deducono  le  (F),  (II'),  (IH'). 

§  13.®  Per  tal  modo  l'esistenza  del  ritardo  ^  e  le  relazioni  del 
medesimo  con  a,  b,  e,  alle  quali  ci  avevano  condotto  le  consi- 
derazioni del  capo  precedente,  si  ritrovano  per  mezzo  della 
considerazione  delle  correnti  di  Foucault.  Inoltre  noi  abbiamo 
nelle  equazioni  (15)  e  (17)  relazioni  utili  per  una  più  minuta  in- 
terpretazione dei  fenomeni. 

Le  equazioni  (17)  danno  i  valori  di  tx,  di  X  e  di  3-  in  funzione 
dì  Vxt  ^\f  V%t  V-\t  \f  ?•  E  su  tali  valori  si  presentano  alcune 
osservazioni. 

La  prima  osservazione  riguarda  il  ritardo  ^  dovuto  alle 
correnti  di  Foucault.  Dalle  due  prime  formole  (17)  si  ricava  per 
divisione 

2   "  l/j'   Uj    p 

tang   ,;y,-  ^  =^  -     -    „  f  '~  \  '  ' 


irtnàuslOHi,  ecc. 


Per  p  =  OE  questa  espressione  dà 


cosa  che  si  sapeva,  perchè  per   ?  =  «  non  esistono  correnti  di 

Foucault  e  quindi   non    esiste    nemmeno   alcun    ritardo  dovuto 

alle  medesime.  Per   o   non    infinito,  ma   grandissimo,  tang  i^,-  ~ 


per  cos-=r*  le  (17)  danno  allora   valori  positivi,  cosi  il  valore 

di  3  risulta  anch'esso  positivo  e  molto  piccolo.  Diminuendo  poi 
gradatamente  f,  3  va  crescendo,  Ora  praticamente  noi  possiamo 
far  variare  e  diminuire  gradatamente  f,  costruendo  il  nucleo 
dapprima  con  fili  di  ferro  isolati  di  piccolissimo  diametro,  e  poi 
con  fili  di  diametro  di  più  in  più  grande;  e  l'esperienza  ci  di- 
mostra che   effettivamente  i   valori    dì   sen  ~=  -  corrispondenti 

ad  un  medesimo  valore  della  variabile  r  risultano  di  più  in  più 
grandi. 

La  seconda  osservazione  riguarda  i  valori  di  j^^  e  di  À,  Per 
fr^^  le  equazioni  (17)  danno 


ma  se,  partendo  dal  valore  <x,  si  fa  diminuire  gradatamente  0, 
i  valori  di  11  e  di  >.  diventano  subito  minori  di  u,  e  di  i',,  e 
vanno  diminuendo  gradatamente.  Anche  questo  fatto  trova  una 
conferma  nei  risultati  delle  nostre  esj>erienze. 

Bisogna  tìnalmente  notare,  che  quantunque  le  equazioni  (17) 
e  le  espressioni  di  :j,  ',  5,  che  da  esse  si  ricavano,  non  con- 
tengono né  la  intensità  delle  due  correnti  primaria  e  secondaria, 
né  la  resistenza  r  del  circuito  secondario,  tuttavia  nel  fatto  tali 
intensità  e  tale  resistenza  influiscono  sui  valori  dì  u:  e  di  X  e 
del  ritardo  3.  Infatti  l'ipotesi  che  si  è  fatto  nello  scrivere  le 
equazioni  differenziali  (io),  l'ipotesi  che  J/j,  i,, /.',,  jl/,,  jl/",,  Z,, 
siano  costanti,  non  è  approssimativamente  vera  se  non  quando 
il  ferro  è  lontano  dalla  condizione  di  saturazione  magnetica. 
Nella  realtà  tutti  i  nominati  coefììcienti  di  induzione  diminuiscono 
col  crescere  della  intensità  della  magnetizzazione;  quindi  dimi- 
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nuiscono  col  crescere  Ai  A  t  ài  B,  e  per  un  dato  valore  dì  A 
diminuiscono  col  crescere  di  r.  ^ 

Siccome  poi  le  grandezze  ja^,  X\,  jx,,  a',,  >,,  dalle  quali  di- 
pendono i  valori  di  f*,  X,  5  ricavati  dalle  equazioni  (17),  sono 
inversamente  proporzionali  alla  durata  T  del  periodo  delle  cor- 
renti alternative,  cosi  noi  prevediamo  che  i  valori  di  X,  u,  ^^ 
determinati  sperimentalmente  coli'  uso  di  correnti  alternative 
debbono,  per  un  medesimo  trasformatore,  risultare  diversi  a 
seconda  del  numero  delle  inversioni  che  la  corrente  adoperata 
subisce  in  ogni  unità  di  tempo.  Questa  osservazione,  che  tutte 
le  esperienze  confermano,  si  estende  evidentemente  anche  ai 
-casi  nei  quali  si  son  voluti  determinare  i  coefficienti  di  indu- 
zione per  mezzo  di  esperienze  con  correnti  alternative  e  dì 
-calcoli   fatti   colla   formola   incompleta  (i)   da  noi  ricordata   al 

capo  III. 

VI.  Dissipazione  di  energia;  relazione  di  essa  col  ri- 
tardo ^  E  COLLE  GRANDEZZE  a,  b,  C  DIRETTAMENTE  MISURATE  NELLE 

ESPERIENZE.  —  §  14.°  Le  cause  del  ritardo  3,  dovunque  esse 
stiano,  stiano  esse  nei  fenomeni  di  isteresi,  o  nelle  correnti  di 
Foucault,  o  negli  uni  e  nelle  altre  insieme,  danno  anche  luogo 
ad  una  dissipazione  di  energia.  Fra  la  dissipazione  di  energia 
ed  il  ritardo  esiste  una  relazione  semplice.  Tale  relazione  è 
indipendente  dalla  causa  dell'  una  e  dell'  altro  ;  e  noi  infatti  la 
possiamo  ricavare  per  mezzo  delle  equazioni  differenziali  (5)  e 
{6),  nello  scrivere  le  quali  abbiamo  bensì  ammesso  l'esistenza 
di  un  ritardo  ^,  ma  non  abbiamo  fatto  alcuna  ipotesi  sulle  cause 
di  esso. 

A  quest'uopo  ci  basta  osservare  che  la  energia  dissipata  è 
uguale  alla  differenza  tra  il  lavoro  somministrato  dalla  forza 
elettromotrice  e  e  quello  che  viene  restituito  sotto  forma  di 
calore  nei  due  circuiti  primario  e  secondario.  Ora  il  lavoro  fatto 
nell'elemento  di  tempo  dt  dalla  forza  elettromotrice  e  è 

e  i  dtf 
mentre  il  lavoro  trasformato  in  calore  nei  due  circuiti  è 

[Ri'  +  ri'^)dt. 


'  Si  sa  infatti  che  per  una  data  corrente  primaria  l'intensità  della  magne- 
tizzazione  del  nucleo  dipende  dalla  resistenza  del  circuito  secondario  e  cresce 
con  questa.  (Vedi  G.  Ferraris,  Ricerche  teoriche  e  sperimentali  sul  gefieratore 
secondario  Gaularci  e  Gibbs,  a  pag.  163  di  questo  volume.) 


.    ■  i 


stil  ritardo  dell'induzione,  ecc,  28^ 


Dunque  l'energia  dissipata  nel  tempo  die 

(ei-Ri^-rf^dt, 
quella  dissipata  durante  un  intero  periodo  T  è 


f 


r 
{et-Ri*-ri'*)dt, 


(22) 


ef-RP-rt'*  = 


e  quella  dissipata,  in  inedia,  in  ogni  unità  di  tempo  è 

P=^|  (ei—Ri*  —  ri'*)dl. 

O 

Ora  le  equazioni  (5)  e  (6)  del  capo  IV  danno: 

quindi: 

Sostituendo  in  questa  espressione  ad  1,  '  >  (  -^  1        ,1  -7- 1         i 
valori 

i  =  ^sen^(/-a),  fzzzfisen  ^(/-  8) 

ldi\  2n  2r 

poi  portando   tutto    nella   (22)   ed   eseguendo   le  quadrature,  si 
trova  con  facili  trasformazioni: 

P=yf^«i  +  fi*iL'4-2yl5il/cos'^^(?-a)]sen^  :-,   (23) 
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od  anche: 

Si  può  osservare  che  dicendo  n  ed  n'  i  numeri  di  spire 
nelle  due  eliche  del  trasformatore,  e  rappresentando  con  k  una 
costante,  si  ha,  almeno  con  grande  approssimazione, 

L  =  kn\        r  =  kn'\        M=knn\ 

e  che  perciò 

Se  oltre  a  ciò  si  fa  uso  anche  qui  delle  notazioni 
l'ultima  espressione  di  P  si  può  scrivere  : 


P= 


(a^  jx»  r-  B^  X«  -r^AB^  X  cos  cp  j  --  sen  ^  5  . 


Ora  l'equazione  (II)  del  paragrafo  8,  capo  IV  dà 

y^VuL»  +  5n»  +  2  yi  5  a  X  cos  ?  =  5«  r«, 

dunque  : 

^       Ì53H  2  7:^ 

P=  — -r- sen -^3.  (24) 

2  A  y 

Se  diciamo  Q  la  media  quantità  di  energia  che  in  ogni 
unità  di  tempo  si  svolge  nel  totale  circuito  secondario,  abbiamo 

"^  2 

dunque  : 

P        r  2- 

.^.^_.sen.^-5.  (25) 

Questa  formola  esprime  una  relazione  notevole  tra  il  ri- 
tardo ^  e  la  dissipazione  di  energia  che  gli  corrisponde,  dissi- 
pazione che  in  un  trasformatore  ben  costrutto  è  praticamente 
la  più  importante,  ed  anche  la  sola  che  si  abbia  a  considerare. 
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§  15.^  Combinando   tale   relazione   colla   (IIF)  del  capo  IV 
ricaviamo 


(25) 


e  così  vediamo  come  il  rapporto  tra  l'energia  dissipata  e  l'energia 
prodotta  nel  circuito  secondario  sia  coll^ato  colle  grandezze  e 
e  b  che  si  misurano  direttamente  nelle  nostre  esperienze,  e 
come  esso  si  possa  calcolare  per  mezzo  delle  medesime. 

Abbiamo  veduto  che  se 
in  un  sistema  di  coordinate 
cartesiane  si  portano  come 
ascisse  i  valori  della  resi- 
stenza r  del  circuito  secon- 
dario, e  come  ordinate  i  cor- 
rispondenti valori  di  -p  rica- 

o 

vati  dall'esperienza,  si  ottiene 
una  linea  A  B  (fìg.  2),  la  quale 
taglia  Tasse  delle  ordinate  nel 


Fig.  a. 


punto  A  di  ordinata  Ò  -^  =  —  e  che  per  ascisse  crescenti  si  va 

a 

allontanando  dall'asse  delle  ascisse  Ox.  Si  tiri  pel  punto  A  la 
retta  A  C  parallela  all'asse  Ox;  l'ordinata  E M  di  un  punto 
qualunque  M  della  lìnea  A  B  taglia  la  retta  -^  C  in  un  punto  D, 
e  si  ha 

-         e         X 

O  a 


Quindi  per  la  (25'): 


P 
O 


DM 
ED 


(25") 


In  altri  termini:  /'energia  dissipata  sta  alla  energia  prodotta  nel 
circuito  secoftdario  come  il  segtnento  D  M  sta  al  segtnento  E  D, 
Od  ancora:  se  si  rapprescìita  con  ED  l' energia  prodotta  nel 
ciratito  secondario,  l' energia  dissipata  è  rappresentata  da  D  M. 
§  i6.<>  Le  relazioni  (24),  (25),  (25'),  (25'),  |>er  dimostrare  le 
quali  non  abbiamo  avuto  bisogno  di  fare  alcuna  ipotesi  sulla 
causa  del  ritardo  i-,  sono  assolutamente  generali  e  sussistono 
qualunque  sia  una  tale  causa. 

G.  Fbmiabis,  Op^rt,  VoL.  I. 
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Tuttavia  non  sarà  inutile  vedere  come  alle  medesime  re- 
lazioni si  possa  arrivare  per  mezzo  della  considerazione  delle 
correnti  di  Foucault.  Così  infatti  apparirà  più  chiaramente  come 
la  parte  più  importante  della  energia  dissipata,  che  è  quella  che 
si  trasforma  in  calore  in  grazia  delle  correnti  di  Foucault,  di- 
penda dalla  struttura  del  nucleo  e  dal  periodo  delle  correnti, 
colle  quali  si  fa  funzionare  il  trasformatore. 

Nelle  equazioni  (15)  del  paragrafo  precedente  trasportiamo 
nei  secondi  membri  i  termini  contenenti  H,  eleviamo  poi  al 
quadrato  e  sommiamo.  Ponendo,  come  abbiamo  già  fatto  altre 
volte, 

troviamo 

^«li3«  +  ^Va'*  +  2^5a,t*/cos^=i/MÀ,»  +  P*); 

ossia,  dividendo  per  y,*  e  sostituendo  a  -^  il  valore —  dato 
dalle  (21), 


«a  u 


^3a.^i(.M%2^5-^  cos^^//»^?-tP-\ 
Ora  la  (II)  del  paragrafo  8,  capo  IV,  dà 


a  u' 


dunque 


(i'M^rvt- 


L'energia,  che  in  causa  delle  correnti  parassite  si  trasforma 
in  calore  nell'  interno  del  nucleo  di  ferro  e  nelle  altre  parti  me- 

//* 

talliche  del  trasformatore,  è,   per  ogni  unità  di  tempo,  p  —  ; 

2 

quella  che  nello  stesso  tempo   viene  svolta  nel  circuito  secon- 

r  B- 
darlo  è  similmente  -       ;  il  rapporto  della  prima  alla  seconda  è 

p//2 
VE'' 
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Ponendo  in  questa  espressione  per  (  -b-  )  il  valore  precedente  (26), 
troviamo 

rB^       [^*  >,*  +  ?'  ' 

od  anche,  in  grazia  delle  (21): 

pH-^  r  j./«p 

rB^       ^'*  >,*+?•*  *^^' 

Ora  rultima  delle  (17),  dove  si  deve  ricordare  che  3' =  3, 
dà: 

dunque 

p  H*        r  2  TT 

Troviamo  così  per  l'energia  dissipata  in  causa  delle  correnti 
di  Foucault  una  espressione  identica  alla  (25),  la  quale  dà  la 
dissipazione  di  energia  P  indipendentemente  da  qualsiasi  ipotesi 
sulla  causa  di  essa  e  del  ritardo  ^  che  le  corrisponde. 

§  17.°  Le  esposte  relazioni  danno  luogo  ad  alcune  osser- 
vazioni. In  primo  luogo  si  può  notare  che  la  formola  (26)  si 
può  scrivere 

jH^     B p,_     u 

H 
e  così  essa  ci  dice  che  la  media  intensità'/     delle  correnti  pa- 

Y2 
B 
rassite  e  quella  7r~  della  corrente  indotta  utilmente  nel  circuito 

V2 

secondario  stanno  fra  di  loro  nella  ragione  diretta  dei  coeffi- 
cienti di  induzione  Hs  ^  ,^  della  spirale  primaria  sui  circuiti 
delle  correnti  di  Foucault  e  sulla  spirale  secondaria,  e  nella 
ragione  inversa  della  resistenza  apparente  V^a^+  p*  dei  circuiti 
delle  correnti  di  Foucault  e  delia  resistenza  r  del  circuito  se- 
condario. Questa  relazione  si  poteva  facilmente  prevedere. 
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In  secondo  luogo  la  formola  (27)  fa  vedere  che  quando  sono 

dati  i  valori  di  p,  di  ^'  e  di  r,  vale  a  dire:  quando  sono  date 

la  struttura  del  nucleo,  la   disposizione   del   trasformatore  e   la 

resistenza  del    circuito  secondario,  il  rapporto  ^—^^  diminuisce 

r  B^ 

2  Tt 

col  crescere  di  ),.  Ora  >„  che  vale  -y  Z„  è  direttamente  pro- 
porzionale ad    -,  e  quindi  anche   al   numero   delle    inversioni 

di  corrente  che  si  hanno  nella  unità  di  tempo.  Dunque  per  un 
trasformatore  dato  e  per  una  data  resistenza  del  circuito  secon- 
dario la  perdita  di  energia  dovuta  alle  correnti  di  Foucault  rap- 
presenta della  energia  spesa  una  frazione  tanto  minore  quanto 
piti  è  grande  il  numero  delle  inversioni  di  corrente  che  si  hanno 
in  ogni  unità  di  tempo. 

V'hanno  certamente  limiti  al  di  là  dei  quali  le  nostre  equa- 
zioni cessano  di  essere,  anche  solo  approssimativamente,  ado- 
perabili; ma  in  ogni  caso  noi  deduciamo  dalle  fatte  conside- 
razioni che  da  determinazioni  del  coefficiente  di  rendimento  di 
un  generatore  secondario  eseguite  per  mezzo  di  esperienze  con 
correnti  di  un  dato  periodo  non  è  possibile  dedurre  senza  altri 
dati  od  altre  misure  il  valore  del  rendimento  corrispondente  ad 
un  altro  valore  del  periodo  T,  ossia  ad  un  altro  numero  di  in- 

versioni, 

P 

Dato  il  valore  di  7",  il  rapporto  —  è  funzione  della  resi- 
stenza r  del  circuito  secondario;  e  la  relazione  fra  esso  e  la 
variabile  è  espressa  nella  formola  (25).  Fra  i  limiti,  entro  i  quali 

I  2  TT  P  , 

—  sen  -=^  V  è  sensibilmente  costante,  -^  è  semplicemente  pro- 

porzionale  ad  r.  La  linea  AB  della  fig.  2  è  allora  una  retta. 
Questo  caso  sì  presenta,  con  una  approssimazione  dell'ordine 
di  quella  ottenibile  nelle  misure,  in  alcuni  dei  casi  trattati  nelle 
nostre  esperienze.  Ma  noi  abbiamo  già  notato  (13)  che,  a  rigore, 

né  X,  né  sen  -  -  ^  sono  indipendenti    da  r;    quindi,  a  rigore  ed 

P 

in  generale,  la  linea  A  B   non    è   retta,  e    la  relazione  tra  — - 

ed  r  espressa  dalla  (25)  non  è  quella  della  semplice  proporzio- 
nalità. D'accordo  con    queste  previsioni,  le  esperienze  discusse 
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in  questa  memoria  ci  faranno  vedere  che  la  linea  A  B,  la  quale 
in  alcuni  casi  è  sensibilmente  retta,  è  in  realtà  e  in  generale  una 
linea  curva.  Esse  dimostreranno  inoltre  che  tale  linea  è  con- 
vessa verso  l'asse  delle  ascisse;   quindi    noi  potremo  dire  che 

,  ma  cresce 

tanto  più  rapidamenle  quanto  più 

§  i8,"  Coefficienti  di  rendimento.  —  Se  ammettiamo  che  la 
dissipazione  di  energia  di  cui  abbiamo  parlato,  la  quale  e 
prende  tanto  quella  dovuta  alle  correnti  di  Foucault  quanto 
quella  dovuta  alla  periodica  magnetizzazione  e  smagnetizzazione 
del  ferro,  rappresenti  la  parte  più  importante  della  perdita  di 
effetto  utile  che  si  verifica  nel  trasformatore,  cosa  che  possiamo 
ammettere  almeno  per  un  trasformatore  ben  costrutto  e  bene 
isolato,  possiamo  servirci  dei  risultati  precedenti  per  dedurne 
una  espressione  del  coelRciente  di  rendimento  dell'apparecchio, 
ossia  una  espressione  del  rapporto  tra  l' energia  prodotta  nel 
circuito  secondario,  o  di  quella  utilizzabile  nella  parte  esterna 
del  medesimo,  e  l' energia  spesa  dentro  a!  trasformatore  per 
farlo  funzionare. 

L'energia  prodotta  in  i"  nel  circuito  secondario  è: 


e,  se  diciamo  iv  la  resistenza  della  spirale  secondaria,  l'energia 
utilizzabile  nel  circuito  esterno  è 


D'altra  parte,  se  diciamo  ÌV\a.  resistenza  della  spirale  primaria, 
l'energia  che  in  tale  spirale  sì  trasforma  in  calore  è 


mentre  quella  che  si  dissipa,  trasformandosi  in  calore  nel  nucleo 
e  nelle  altre  parti  metalliche  dell'apparecchio,  è  quella  che  ab- 
biamo rappresentato  con  P. 
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Quindi  la  quantità  totale  di  energia  spesa  per  far  funzio- 
nare il  trasformatore  è 


Q+  W—  +P. 


Diciamo  e^  il  rapporto  tra  V  energia  prodotta  nell*  intero 
circuito  secondario  e  la  totale  energia  spesa,  ed  e,  il  rapporto 
tra  l'energia  utilizzabile  sulla  parte  esterna  del  circuito  secon- 
dario e  la  totale  energia  spesa;  abbiamo  subito 


r-h^(^-)+r-^- 


Q 


r  —  u) 

£,  = ,-^v,—       D-    •  (29) 


r  \-w[^:,\  +r 


A^        P 


Possiamo  denominare  questi  due  rapporti:  coefficiente  di  rendi- 
mento totale  e  coefficiente  di  rendimento  esterno  od  utile. 

Se  in  queste  espressioni  di  e^  e  di  £,   portiamo   il   valore 

P  lA"^ 

di  —  dato  dalla  (25)  e  se  poi  ad  1      j  sostituiamo  il  valore 

lA\^       (^\^  ^    r^    ^       Ir  2:1  ^ 


dato  dalla  (/)  del  §  8,  otteniamo: 


r^i   .2   ^-,    sen-^.)  +  rr(-)4r3^-j^+ysen^ 


::-x*(3o) 


r  —  IV 


E 


s- 


(i+2-^,-sen--.-)  +  ^(-)+r^(-+-sen   ^^) 


-x-(3i) 


Queste  due  funzioni  di  r  presentano  ciascuna  un  massimo. 
Ma  la  determinazione  esatta  dei  valori  della  resistenza  r  ai 
quali  corrispondono  i  massimi  non  si  può  fare,  perchè  nelle 
formole  (30)  e  (33)  w.,  X,  ^  rappresentano  funzioni  di  r.  Se  ci 
limitiamo  a  considerare  i  casi  nei  quali  u,  X,  ^  si  possono  pra- 
ticamente, e  per  una  prima  approssimazione,  trattare  come  co- 
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stanti,  allora  i  valori  di  r,  ai  quali  corrispondono  i  massimi  di 
Cj  e  di  e,  sono  rispettivamente 

^1=     .  .  (32) 


W I  +  -777:^  sen  -^  ^ 


W^X 


-^(,+^^sen?^5)+»^(Af 
___^_.sen  y,5 

Se  non  esistesse,  o  non  si  mettesse  a  calcolo  il  ritardo  ^, 
i  valori  di  e^,  tj,  r^,  r,  si  ridurrebbero  ai  seguenti,  che  sono 
noti: 

r  r  —  w 


—(7)'+-"'         — (7)'+'-^ 


(r.)  =  X,  (;.,)  =  ,(, +  Ja»»+-^  a» +  X». 


^- 


Ora  il  confronto  di  questi  valori  con  quelli  dati  dalle  (30),  (31), 
(32),  (33)  fa  vedere  che  ;/<?«  solo  e^  ^tìf  s,  so/10  minori  di  (sj)  ^é/ 
(£2),  ma  variano  con  legge  diversa;  e  che  i  valori  r^  ed  r,  della 
resistenza  r  del  circuito  secondario,  ai  quali  corrispondono  i 
fnassimi  di  i^  e  di  «^  sono  minori  di  quelli  (rj  ed  (r^)  ai  quali 
corrisponderebbero  i  massimi  di  (i^)  e  di  (e,). 

P 
Abbiamo  portato  nelle  (28)  e  (29)  il  valore  di  ^  dato  dalla 

(25);  portiamo  ora  nelle  medesime  formole  (28)  e  (29)  il  valore 
di  —dato  dalla  (25')  e  sostituiamo  ad  I  1  il  valore  --;  arri- 
viamo così  a  queste  altre  espressioni  di  e^  e  di  Sg  • 


(30') 


e 

-1 

~ 

a 

— 

a 

r  ' 

11/ 

b 
f 

+ 

• 

r 

Zi) 

X 

f 

ò 

H 

a 

tx 

• 

e 

ly 

b 

+ 

r 
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(31') 


Sulle  differ 


'.  di  fase  delle  correnti 


Queste  formole   permettono  di   calcolare  i,  ed   <,  direCtamei 

per  mezzo  dei  rapporti  -  -  e    -  determinati  con  esperienze  com 

le  nostre.  Per  fare  uso  dì  queste  formole  occorre  conoscere  -. 

Ora  se  si  tratta  di  un  trasformatore  a  circuito  magnetico  chiuso, 
come  sono  quelli  di  Zipcrnowsky,  Déri  e  BIàthy,  si  può  ritenere 
clic,  detti  H  ed  «'  i  numeri  delle  spire  nell'elica  primaria  e  nella 
secondaria,  sia 


Se  si  tratta  invece  di  un  generatore  secondario  a  circuito  ma** 
gnetico  aperto,  come  erano  quelli  di  Gaulard  e  Gibbs  primitivi.^ 
come  era  quello  sul   quale   si   eseguirono   le  ricerche  descritte 
in  questa  memoria,  la  relazione  (34)  è  solamente  approssimativa; 
ma  se,  come  nel  caso  degli  apparecchi  accennali,  le  spire  delle 
due  spirali  sono  tutte   uguali    e  quelle  dell'  elica  primaria  sono  I 
regolarmente  alternate  con   quelle   della  secondaria,  l' appressi* J 
mazione  di  essa  è   sempre   assai   grande  e   superiore  a  quellal 
che  si  richiede  nelle  misure  aventi  scopo  tecnico.  In  ogni  i 

■-  può  essere  determinato  per  mezzo  di  esperienze.  Un  mode 

di  far  ciò  consiste  nel  determinare  per  alcuni  valori  molto  pìtì 

coli  di  r  i  corrispondenti  di       ,    nel    tracciare    con   questi 

breve  tratto  della  linea  A  B  (%.  2),  che  in  vicinanza  dell'  asse 
delle  ordinate  si  può  confondere  con  una  retta,  e  nel  trovare 
l'ordinata  OA  del  punto  A  ove  essa,  prolungata,  taglia  l'asse 

delle  ordinate.  Questa  ordinata   OA  rappresenta  --. 

VII.  Risultati   delle   esperienze.  ~  §  19."  Co!   metodo  < 
cogli  strumenti  descritti  nel  capo  11  si  fecero  cinque  serie  di  espe-1 
rieuze,  tutte  sul    medesimo    generatore  secondario,  colle  spirai]  1 
collegate  sempre  nel  medesimo  modo,  ma  adoperando  per  ognia 
serie  un  diverso  nucleo  di  ferro. 

Contrassegneremo  i  nuclei  adoperati  nelle  successive  serief 
di  esperienze  coi  numeri  i,  2,  3,  4,  5. 

Il  nucleo  n.  i  era  quello  ordinario  col  quale  il  trasformatore 
si  adopera  nella  pratica;  ed  era  costituito  da  un'asta  cilindrica 
di  legno  coperta  con   un   grosso  strato    di  fìli  di  ferro  ossidati 


del  diametro  di  0,65  millimetri.  Il  diametro  complessivo  era  di 
mm.  46,  il  peso  totale  di  chilogrammi  2,92. 

Il  nucleo  n.  2  era  anch'esso  formato  con  un'asta  cilindrica 
di  legno  coperta  di  fili  di  ferro  isolati,  ma  in  esso  i  fili  di  ferro 
avevano  il  diametro  dì  3,3  millimetri.  Il  diametro  dell'anima 
di  legno  era  di  millimetri  20,  il  diametro  complessivo  di  milli- 
metri 43,  il  peso  totale  di  chilogrammi  3,55. 

11  nucleo  n.  3  era  formato  con  16  sbarre  prismatiche  di 
ferro  dolce  aventi  una  sezione  trapezia  di  circa  60  millimetri 
quadrati,  isolate,  ed  appoggiate  tutt'attorno  ad  un'  asta  centrale 
cilindrica  di  legno.  11  diametro  complessivo  medio  era  di  milli- 
metri 43;  quello  dell'anima  di  legno  millimetri  30;  il  peso  chi- 
logrammi 3,44- 

Il  nucleo  n.  4  consisteva  in  un  tubo  di  ferro  trafilato  della 
grossezza  di  3  millimetri,  del  diametro  esterno  di  44  millimetri, 
del  peso  di  2,16  chilogrammi. 

Finalmente  il  nucleo  n.  5  era  una  sbarra  massiccia  di  ferro 
del  diametro  di  42  millimetri  e  del  peso  di  6,59  chilogrammi. 

Questa  serie  di  nuclei  fu  scelta  collo  scopo  di  rendere  di 
più  in  più  sensibili  gli  effetti  delle  correnti  di  Foucault  e  di 
potere  quindi  verificare  se  col  crescere  di  tali  effetti  il  ritardo  ': 
ed  i  valori  di  |a  e  di  i  variassero  effettivamente  nel  modo  pre- 
visto nelle  nostre  considerazioni  teoriche. 

In  tutte  le  cinque  serie  di  esperienze  le  spirali  secondarie 
del  trasformatore  stettero  sempre  collegate  in  modo  da  costituire 
una  spirale  unica,  identica  alla  spirale  primaria.  Siccome  inoltre 
le  spire  dell'  elica  secondaria,  fatte  con  lastra  sottile  di  rame, 
erano  uguali  a  quelle  della  primaria  ed  alternate  colle  medesime, 

cosi  era  prevedibile  a  firiori  che  il  rapporto  -     sarebbe  risultato 

poco  diverso  dall'unità. 

Durante  tutte  le  cinque  serie  si  ebbe  cura  di  mantenere 
costante  la  velocità  della  macchina  e  quindi  anche  il  valore  del 
periodo  T  delle  correnti.  Il  numero  di  giri  della  macchina  di- 
namoelettrica veniva  controllato  durante  ogni  esperienza  per 
mezzo  di  un  tacometro,  ed  inoltre  al  principio  ed  alla  fine  di 
ogni  esperienza  veniva  misurato  direttamente  con  un  contagiri. 
Inoltre  si  cercò,  per  quanto  era  possibile,  di  evitare  da  una 
esperienza  all'altra  le  variazioni  della  intensità  nella  corrente 
primaria,  e  di  mantenere  questa  nei  lìmiti  per  cui  le  letture 
sugli  elettrodinamometri  riuscivano  più  sicure. 
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Le  esperienze  si  seguivano  coli' ordine  dei  valori  crescenti 
di  r,  e  ciascuna  serie  veniva  troncata  quando  i  valori  di  p  di- 
ventavano troppo  piccoli  per  permettere  una  determinazione 
abbastanza  sicura. 

Ciascun  valore  di  a,  o  di  p,  o  di  y  veniva  determinato 
colta  media  di  cinque  o  più  letture.  Le  letture  sui  tre  elettro- 
dinamometri, fatte  da  tre  osservatori,  erano  simultanee. 

NuctEO  N.  I. 

(Filo  di  ferro  di  0,65  millintetrt.J 

§  20.0  Le  esperienze  col  nucleo  n.  i  furono  le  prime  ese- 
guite, e  furono  appunto  i  fatti  in  esse  osservati  quelli  che  ci 
guidarono  alle  considerazioni  svolte  nei  capi  precedenti.  I  ri- 
sultati di  queste  prime  esperienze  sono  già  stati  esposti  nel 
capo  II,  ove  al  §  5."  è  data  la  tabella  delle  letture  «,  B,  y  e  dei 

valori  di  -7- ,    - ,  con  esse  calcolati. 
0     0 

Per   mezzo    di  tale   tabella    abbiamo  già  constatato  il  fatto 

fondamentale,  che  il  rapporto  —,  invece  di  essere  indipendente 

da  r  come  vorrebbero  le  equazioni  teoriche  del  §  6.<»,  capo  III, 
cresce  col  crescere  di  questa  variabile.  Abbiamo  anzi  notato 
che  se  in  un  sistema  di  coordinate  cartesiane  si  prendono  come 
ascisse  i  valori  di  r  e  come  ordinate  i  corrispondenti  valori  di 

—  ,  e  se  poi  8Ì  congiungono  i  punti  così  ottenuti  con  una  linea 

(linea  I  della  tavola  litografata),  questa  serpeggia  attorno  ad 
una  retta,  la  quale  taglia  V  asse  delle  ordinate  ad  una  distanza 
dalla  origine  molto  prossima  all'unità.  Ora  questo  risultato  col- 
lima colla  equazione  (IIF)  del  capo  IV,  cioè  colla 

sen  -  -  5 
e  A  7 

alla  sola  condizione  che  — sen  _  5  sia  sensibilmente  costante. 
Infatti  in  questa  ipotesi    l'equazione   (IIF)   rappresenta   appunto 

I  2  7: 

una  retta  che  sale  colla  pendenza  —  sen  -7=r  3^,  della  quale  V  or- 
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dinata  all'  origine   ha   il  valore  — ,  che   noi  sappiamo  a  priori 

molto  prossimo  all'unità. 

I  2  ** 

Se  per  un  momento  ammettiamo  T  ipotesi  che  —  sen  -=^ 

V-  T 

sia  costante,  possiamo  servirci  della  equazione  (IIIO  per  deter- 
minare  col  metodo  dei   minimi   quadrati   i    valori  più  probabili 

—  sen  -=  3^  e  di  — .  Portando  poi    questi   valori   più  probabili 

e 
nella  equazione  (Iir),  calcolando  con  questa  i  valori  di  -=-  cor- 

b 

rispondenti  ai  valori  di  r  adoperati    nelle  esperienze,  e  parago* 

nando  i  valori  di  -r-  così   calcolati   con   quelli   ricavati  diretta- 

b 

mente  dall'esperienza,  potremo  verificare  se  la  ipotesi  fatta  sia 

ammessibile. 

X  T  2  7? 

I  valori  di  —  e  di  —  sen  -=r  •^,  ai  quali  conduce  il  metodo 

a  a  y 

dei  minimi  quadrati  applicato  alla  equazione  (lir),  sono 

ce  ce 

-       ^— -!^r*  — 2r2— -r  n^-z-r  —  ^r^-z- 

A__^  b  I  2:r^__^  ^      i     \ 

T  ~  "   ,1  V  r^  __  (i7)  «  ~"  '    7  ^^"  T  ""  "^    n^r^-  (ìry~  '   ^^ 

ove  2  indica  somme  estese  a  tutte  le  esperienze,  ed  n  il  numero 
di  queste.  Portando  in  queste  formole  i  valori  di  r  e  di  -7-  re- 
gistrati nella  tabella  dei  risultati  delle  esperienze  data  nel  capo  II, 
valori  che  riproduciamo  anche  nella  tabella  seguente,  troviamo: 

X  12  7? 

—  ==  1,0118,  — sen -— 3^  =  0,01224 .  (36) 

Mettendo  questi  valori  nella  (IIF),  possiamo  adesso  calcolare 

pei  successivi  valori  che  r  aveva  nelle  esperienze  i  corrispon- 

c 
denti  valori  di  —,  e  paragonarli  con  quelli  direttamente  ricavati 

dalle  esperienze.  La  seguente  tabella  contiene  nelle  colonne  in- 

<i     e 
testate  r,  -t-,-j-  ì  valori  ricavati  direttamente  dall'esperienza  e 
b     b 
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presi  dalla  tabella  del  capo  IL  Nella  penultima  colonna  sono  re- 

gistrati  i  valori  di  -r-  calcolati  colla  (Iir),  e  nell'ultima  si  vedono 

o 

le  differenze   tra   i   valori  di  -r-  misurati  direttamente   e  quelli 

b 

calcolati. 


a 

e        1 

c 

Numero 

r 

b 

b 

ì 

b 

calcolato 

5 

I 

0,409 

1,026 

1,010 

1,017 

-0,007 

2 

1.953 

1,117 

1,039 

1,035 

+         4 

3 

3»224 

1,215 

1,054 

1,051 

+         3 

4 

4462 

i>363 

1,074 

1,066 

+         8 

5 

S713 

I061 

1,082 

1,082 

0 

6 

6,958 

1,784 

1,097 

1,097 

0 

7 

8,542 

2,152 

1,109 

1,116 

-  0,007 

8 

9,760 

2,569 

1,134 

1,13^ 

+         3 

9 

11,000 

2,923 

1,142 

1,146 

-         4 

IO 

12,240 

3,476 

1,162 

1,162 

0 

II 

I3i470 

4,249 

1,167       , 

1,177 

—  0,010 

1 

12 

f 

1 

14*790 

4,969 

1,203       . 

1 

1,193 

+  0,010 

Le  diflFerenze  registrate  nell'  ultima  colonna  non  superano 
in  grandezza  quelle  dovute  agli  errori  probabili  delle  osserva* 
zioni:  l'ipotesi  adunque  che  ha  servito  di  base  al  calcolo  è  am* 
messibile  fìnchè  si  sta  nell'  ordine  di  approssimazione  concesso 
dalle  nostre  misure.  Vedesi  però  che  le  diflFerenze  relative  alle 
prime  esperienze  sono  quasi  tutte  positive,  mentre  per  le  ultime 
esperienze  le  diflFerenze  positive  si  alternano  colle  negative.  Il 
fatto  si  può  interpretare  ammettendo  che  la  linea  rappresentata 
dalla  equazione  (IIF)  sia  leggermente  convessa  verso  l'asse  delle 
ascisse.  Questa  osservazione  sarà  meglio  giustifìcata  dalla  di- 
scussione delle  esperienze  fatte  coi  nuclei  n.  3,  4  e  5. 

Il  valore  (36)  di  —  è,  come  si  prevedeva,  molto  prossimo 


a 


all'unità  ed  un  po'  superiore  alla  medesima.  Ma  era  interessante 
vedere  se  tale  valore    collimasse    con  quello  determinato  diret- 
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tamente  con  altri  metodi.  Perciò   cercai  di  determinare  —  per 

mezzo  di  uno  dei  procedimenti  descritti  dal  Maxwell,  i  quali  si 
basano  sull'uso  del  ponte  di  Wheatstone.  *  Trovai  come  media 
di  cinque  determinazioni 

X 

—  =  1,0086 .  (37) 

!* 

La  differenza  tra  i  due  valori  (36)  e  (37)  è,  come  si  vede^ 
nei  limiti  di  quelle  attribuibili  agli  errori  d'osservazione. 

X  I         2  it 

§  21.®  Trovati  così  i  valori  di  —  e  di  —  sen  "=-'^,  potremmo 

\L  \k  T 

2  ic 

determinare  per  le  singole  esperienze  i  valori  di  u  e  di  sen  -=r  ^. 

Per  determinare  [*  potremmo  servirci  dell'equazione  (HO  (capo  IV, 
§  9.<»),  la  quale  dà; 


u. 


\/t+(7F-4 


(38) 


e 

~b 


e  per  determinare  sen  —=  ^  ci  basterebbe  moltiplicare  il  valore 

I  2  TT 

di  fx  pel  valore  (36)  di  —  sen  —  5, 

Siccome  però  l'esame  delle  differenze  3  registrate  nella  ta- 

I  2  7t 

bella  precedente   ci   ha  fatto  prevedere  che  -  -  sen  -=-  3  non  è 
costante,  e  siccome  vedremo  che  nelle  ultime  serie  di  esperienze 

I  2  TT 

la  costanza  di  —  sen  -=-  ^  non  si  può  ammettere  nemmeno  come 

prima  approssimazione,  così  è  più  opportuno  calcolare  diretta- 
mente e  separatamente  per   ciascun   valore   di  r  i  valori  di  ja, 

di  —  sen  -=r  -^  e  di  sen  -=^  ^  che   risultano  dalla  esperienza  re- 
}*•  T  1 

lativa  al  valore   di  r  medesimo.  Per   fare   questo  calcolo  attri- 


*  Maxwell,  Electricity  and  MagntHsnu  -  Oxford,  1873.  Voi.  II,  pag.  35^57^ 
formola  (15). 
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buiremo  al  rapporto  —  un  valore  determinato  direttamente  una 

volta  per  tutte,  e  propriamente  il  valore 

X 
—  ^  i,oo86 , 

trovato  col   metodo   di  Maxwell,  il   quale  coincide  esattamente 

con  quello  che  vedremo   risultare   dalla  seconda  serie  di  aspe* 

rienze,  e  rappresenta   assai   bene   una   media   di   tutti  i   valori 

ricavati  dal  complesso  di  tutte  le  serie.  Posto  questo  valore  di 

X  I         a  r 

— ,  calcoleremo  a  ed     -  sen    -  ^  per  mezzo  delle  equazioni  (IF) 

e  (IIIOi  che  danno 


e 


fi-(^''ì 


ed 


I  27r^  l  {  C  A\ 

—  sen^r'^  =  —    , ; 

u.  T  r\ò       tu 


(39) 


finalmente    moltiplicheremo    tra    di    loro    i    valori    di    a    e    di 

sen  ~  ^  così  trovati,  ed  avremo  il  corrispondente  valore  di 
^  T 

sen-      v. 

Poiché  per  le  ultime  serie  di  esperienze  non  abbiamo  altro 
modo  di  fare  il  calcolo,  e  poiché  giova,  per  i  confronti,  che 
tutte  le  serie  vengano  calcolate  nel  medesimo  modo,  V  esposto 
procedimento  è  per  noi  il  più  conveniente.  Ma  prima  di  ado- 
perarlo dobbiamo  fare  qualche  osservazione  sull'ordine  di  ap- 
prossimazione che  il  calcolo  può  dare. 

È  innanzi  tutto  evidente  che  i  numeri  che  troveremo,  es- 
sendo ricavati  ciascuno  dalle  letture  di  un  solo  esperimento, 
non  potranno  presentare  progressioni  così  regolari  come  quelli 

che  ricaveremmo  facendo  uso  dei  valori  di  —  e  di  —  sen    _  ^ 

UL  a  / 

calcolati  col  complesso  di  tutte  le  esperienze  per  mezzo  del 
metodo  dei  minimi  quadrati.  Ma  oltre  a  ciò  è  necessario  notare 
ancora  che  V  ordine   di    approssimazione,  col   quale    le  formole 
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I  2  ?: 

<33)  e  (39)  permettono  di  calcolare  u  ed  —  sen  -^  5,  è  per  alcune 

»  •* 

esperienze   notevolmente  minore   di   quello  col  quale  si  hanno 

CI         e  e 

dall'esperienza  -j-  e  -j-.  Se   infatti  rappresentiamo  con  5       un 

00  0 

errore  commesso  nella  determinazione  di  -7-  e  con  S  jx  e  5  y  gli 

o 

errori  che  in  causa  di  esso  risultano  nei  valori  calcolati  di  ^^  e 

I  2  ir 

di  y  =  —  sen  -^-  ^,  ricaviamo  dalle  (38)  e  (39),  per  mezzo  di  una 
differenziazione  e  di  semplici  trasformazioni: 

—  =  — Ti-^-T-'  40) 


—  ,8  — 

b        }>•    b 

Ora  queste  formole  dimostrano  che  per  le  prime  esperienze 

e        \ 
di  ogni  serie,  nelle  quali  la  resistenza  r  e  la  differenza  -7 


•*         ^ 


^    ^    0  a       0  y 

hanno  valori  assai  piccoli,  gli  errori  relativi  ---  e  —  risultano 

V-      y 

assai  più  grandi  di  quelli  di  cui  è  affetto  — ;  ed  anche  talmente 

^andi  da  rendere  illusorio  il  calcolo.  Per  renderci  conto  della 
grandezza  degli  errori  possibili  nel  caso  delle  nostre  esperienze, 

possiamo  porre  in  luogo  di  —  l'unità,  e  poi  supporre,  come  di 

e 
fatti  si  deve  ritenere  che  fosse,  ò  — =:o,oi.  Allora  la  (40)  dà 

— •    =0,01  — . 

jx  r^ 


Quindi  si  vede  che  se  —  non   supera   il    valore  V^,!,   ossia    il 

valore  0,316,  l'errore  relativo      '    può  risultare  uguale  a  0,1  ed 

ti. 

anche  maggiore.  Siccome  in  media  e  in  cifra  tonda  si  ha  u  =:  9, 
cosi  possiamo   conchiudere   che    si    può    avere  su  a  un  errore 
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relativo  maggiore  del  dieci  per  cento  per  tutte  le  esperienze 
fatte  con  una  resistenza  r  non  maggiore  di  0,316  x  9  ossia  di 
2,8  ohm  circa.  Questo  è  il  caso  delle  prime  due  esperienze.  Per 
la  prima  esperienza  si  può  anzi  dire  che  il  calcolo  di  \m.  fatto 
colla  (38)  è  illusorio;  infatti,  posto  r  =  0,409,  come  era  in  quella 
esperienza,  e  facendo,  come  testé,  w.  =  9,  si  ha 

8  a  /     9     \^ 

—    =0,01    —^—    =4,84. 
J*  10,409'         ^ 

Che  sia  assurdo  voler  dedurre  dalla  (38)  il  valore  di  \k  corri- 
spondente alla  prima  esperienza,  si  vede  anche  subito  osservando 

che  la  somma  algebrica  -7-  +  (  —  |  —2 j-  ha  per  prima  cifra 

significativa  quella  dei  millesimi,  e  non  può  quindi  essere  de- 
terminata con  esperienze  esatte  solamente  fino  nei  centesimi. 
Analoghe,  e   più   gravi,  sono   le  osservazioni  alle  quali  dà 

luogo  la  (39).  Siccome  -7 ha   per  tutte   le   esperienze   un 

b        fx 

8  y         I  2  TT 

valore  assai  piccolo,  così  Terrore  relativo  —  di  -  -sen-^zr-^  è 

y         V  T 

sempre  molto  maggiore  di  quello  che  si  ha  su  -^.  Il  rapporto 

e 

fra  i  due  errori   relativi  nominati  è  —  —  -,  ed  anche  per  la 

e  A 

12/  esperienza,  ove  -7 ha    il   massimo  valore,  esso   vale 

b        }>. 

circa  6.  Supposto   che    Terrore   relativo   su  —  sia  0,01,  quello 

I  2  7: 

su  —  sen  —  5  potrebbe  essere,  anche  per   T  ultima  esperienza, 

8  y 

uguale  a  0,06.  Acciocché   Terrore   relativo  —  non  superi  0,1, 

e  e  . 

quando  quello  su  —  é  di  0,01,  deve  essere  — >i,ii.  L'errore 

di  —  si  può  quindi  avere  per  tutte  le  cinque  o  sei  prime  espe- 
rienze. 

In  base  a  queste   osservazioni    noi   ci  limiteremo  a  dare  i 

I  2  ""  2  IT 

valori  di  u,  di  —  sen  -7^  ^  e  di  sen  -=r  ^  con   due   cifre,  esclu- 
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deremo  dai  calcoli  la  prima  esperienza,  e  nelle  discussioni  ré- 

lative   ai   valori  di  —  sen  -=-  5   e   di  sen  -7=-  ^   terremo   conto 

\i.  T  T 

principalmente  delle  esperienze  fatte  con  valori  di  r  piuttosto 
grandi. 

§  22.®  Fatte  queste  premesse,  diamo  nello  specchietto  se- 
guente i  risultati  del  calcolo  fatto  colle  formole  (38)  e  (39)  e 
col  dato 


a 

* 

,0086. 

1 

Numero 

t 

r 
i>953 

a 
b 

C 
b 

1*039 

1 

I            2  it  ^ 

sen  _  5 

sen—  5 
0,16 

2 

1,117 

10,10 

0,016 

3 

3»224 

1,215 

1*034 

9,87 

0,014 

0,14 

4 

;    4/462 

1*363 

1*074 

:  9,66 

0,015 

0,14 

5 

5*713 

1,561 

1,082 

,  9,09 

0,013 

0,12 

6 

.    6,958 

1,784 

1,097 

9,08 

'      0,013 

0,12 

:    7 

:    8»542 

2,152 

1,109 

i  8,85 

0,012 

0,10 

;    8 

9,760 

2,569 

1*134 

'  8.57 

0,013 

0,11 

9 

'  11,000 

2,923 

1,142 

8,60 

0,012 

0,10 

IO 

12,240 

3*476 

1,162 

8,35 

0,013 

0,10 

i    ^i 

13*470 

4*249 

1,167 

7»90 

0,012 

0,09 

12 

14*790 

4*969 

1,203 

;     7,84 

1 
1 

0,013 

1 
1 

0,10 

ì 

I  valori  di  {x  registrati  in  questa  tabella  vanno  diminuendo 
gradatamente,  ed  abbastanza  regolarmente,  mentre  cresce  la 
resistenza  r.  Tale  fatto  collima  colle  previsioni,  poiché  col 
crescere  di  r  cresce  la  intensità  della  magnetizzazione  del 
nucleo.  * 

I  2  ir 

II  valore  di  —  sen  -=r  ^  diminuisce   anch*  esso   nelle  prime 

esperienze;  ma  se,  ricordando  le  osservazioni  fatte  al  §  21.°  in- 
torno agli  errori  probabili,  lasciamo  in  disparte  le  esperienze  2, 
364,  per  le   quali   sappiamo  già    che  non  si  può  contare  sul- 


*  G.  Ferraris,  Vedi  Memoria  citata,  a  pag.  163  di  questo  volume. 
G.  Ferraris,  Optrt,  Voi.  I.  20 
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l'esattezza  della  seconda  cifra  significativa,  e  portiamo  invece 
la  nostra  attenzione  unicamente  sulle  esperienze  successive,  ve- 
diamo che  —  sen  -—  ^  oscilla  tra  o.oia  e  0,013  senza  accennare 
in  modo  sensibile  né  a  diminuire,  né  a  crescere. 

E  finalmente  sen -^-5  dopo  una  diminuzione  alquanto  ra- 
pida nelle  prime  esperienze,  alla  quale  però  per  le  fatte  osser- 
vazioni non  possiamo  dare  alcuna  importanza,  segue,  a  partire 
dall'esperienza  5.%  una  progressione  decrescente,  lenta  e  re- 
golare. 

Per  farci  una  idea  dell'ordine   di  grandezza  del  ritardo  ^ 

ci  basterà  calcolarlo  per  uno  dei  valori  di  sen  ^^  trovati. 
Possiamo  porre 

sen -7=-'^  =  0,11 . 


Ora  questo  seno  corrisponde  ad  un  arco  di  6"  19';  quindi 
abbiamo 

5:  r=  6<»  19' :  36o«> , 
donde 

f  =  0,01755  =  ^. 

Per  avere  poi  ^  in  secondi  basta  ricordare  che  durante  le 
esperienze  la  velocità  della  macchina  dinamoelettrica  era  in 
media  di  604  giri  per  minuto  (Vedi  la  tabella  al  §  $.%  Essendo 
otto  per  ogni  giro  le  inversioni  della  corrente,  una  tale  velocità 

corrisponde  a  —  _ — -  ,  ossia   a   40,28   periodi  per  minuto  se- 

60 

€ondo.  Quindi 

T 

T= 


40,28' 


II  I     j.    • 

«  •  —  =  — ^  ai  ^  • 
40,28  57      2296 
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Nucleo  n.  2. 
(Filo  di  ferro  di  3,3  millimetri,) 

§  23.**  Le  esperienze  furono  eseguite  colle  medesime  resi- 
stenze r  che  si  erano  già  adoperate  in  quelle  della  prima  serie. 
I  risultati  sono  registrati  nella  tabella  seguente: 


! 

, 

a 

e 

e 

'  Numero 

n 

1 

— 
b 

b 

b 

calcolato 

a 

I 

600 

1 

,    0,409 

1 

1,030 

1,011 

1,016 

—0,005 

2 

602 

:    1/953 

1,119 

1,050 

1,043 

•f   7 

3 

602 

'   3^4 

1,232 

I1O73    ! 

1,065 

-f        8 

4 

603 

4^62 

1,364 

1,078  ! 

1,086 

-        8 

5 

602 

■    5.713 

1,540 

1,109 

1,108 

+        I 

6 

601 

6,958 

1 

IJ46 

1,131" 

1,130 

+        I 

7 

603 

8,542 

2»055 

1,159 

1,157 

+        2 

i      8 

604 

9,760 

2,319 

1,174 

1,179 

—        5 

9 

602 

11,000 

2,768 

1,195 

1,200 

5 

IO 

601 

12,240 

3."8 

1,224 

1.222 

• 

-f        2 

II 

603 

i3i47o 

3.355 

1,228 

1,243 

—  0,015 

12 

1 
1 

603 

14*790 

3.837 

1,284 

1,266 

+      18 

Anche  qui,  come  già  nella  prima  serie  di  esperienze,  si 
vede  subito  che  gli  aumenti  di  —  sono,  almeno  approssimati- 
vamente, proporzionali   a   quelli  di  r.  Se  si  portano  le  r  come 

e 
ascisse  e  le  —  come    ordinate   si    trova   anche   qui   una   linea 

(linea  II  della  tavola  litografata),  la  quale  serpeggia  attorno  ad 
una  retta.  Anche   qui   adunque   si   può   cominciare    a   ritenere 

provvisoriamente  —  sen  _!-  5  come  costante,  salvo  a  verificare 

poi  entro  quali    limiti   V  ipotesi   sia    ammessibile,  e   far  servire 
r  equazione  (IIF),  che    colla   fatta  ipotesi  diventa  quella  di  una 

retta,  a  determinare  coi   minimi   quadrati  —  e  —  sen  -^^  ^ . 


3o8  Sulle  differenze  di  fase  delle  correnti 

Il  calcolo  fatto  colle  forinole  (35)  dà: 

—  =1,0086,  — sen -  —  -=0,01742 .  (42) 

Portando  questi  valori  neireqiiazione  (IIF)  e  calcolando  con 

e 
questa  i  valori  di  —   corrispondenti    ai    valori    di    r   adoperati 

nelle  esperienze,  si  ottengono  i  numeri  registrati  nella  penultima 
finca  del  quadro  precedente.  L'ultima  finca,  intestata  ò,  contiene 

le  differenze  tra  i  valori  di  -7-  dati  direttamente  dalle  esperienze 

e  quelli  calcolati  nel  modo  ora  detto.  Ora  si  vede  che,  oltre 
alle  oscillazioni  dovute  agli  errori  accidentali  di  osservazione, 
le  differenze  3  presentano,  a  partire  dalla  seconda  esperienza, 
una  diminuzione  graduale  e  passano  da  valori  positivi  a  negativi^ 
E  ciò  dimostra  che  la  linea  rappresentata  dalla  (IH')  è  legger- 
mente incurvata  ed  è  convessa  verso  Tasse  delle  ascisse.  Tuttavia 
la  variazione  regolare  delle  differenze  ò  è  assai  lenta,  e  quindi 
le  (42)  danno   effettivamente    la  prima   un  valore  approssimato 

di  —  e  la  seconda  un  valore  medio  di  —  sen  -^  5 . 

Il  valore  di  —  coincide  con  quello  ricavato  colle  esperienze 

a 

dirette. 

I  2  t: 

Il  valore  poi   di  —  sen  -7=-  ^  è,  come  dovevamo  prevedere, 

u.  y 

maggiore  di  quello  che  si  è  avuto  col  nucleo  n.°  i  ;  e  lo  è  cosi 
notevolmente,  che  su  questo  punto  le  previsioni  delle  nostre 
teorie  risultano  senz'altro  pienamente  confermate. 

Dopo  questo  calcolo  preliminare,  possiamo  adesso  determi- 
nare per   i  singoli   valori    di  r  i    valori  corrispondenti  di  u,  di 

—  sen -=^3  e  di  sen—  r.  Per  le  ragioni  esposte   nell'articolo 

precedente  adoperiamo  anche  per  questa  serie  di  esperienze,  e 
per  tutte  le  successive,  le  formolc  (38)  e  (39).  Lo  specchio  se- 
guente contiene  i  risultati  del  calcolo. 
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«  a  e       .  12^.,         2-, 

Numero  ;-  a  — Sen-=-  ^     SCn  -=-  ^ 

,0*0  IX  J  J 


il 


2  1,953  1,119  1,050  14,02  0,021  0,29 

3  3,224  1,232  1,073  'i»04  0*023  0,25 

4  4,462  1,364  1,078        9,82  0,016  0,15 

5  5J13  1.540  1*109  10,10  0,018  0,18 

6  6,958  1,746  1,131  10,02  0,018  0,18 

7  8,542  2,055  i»i59  10,01  0,018  0,18 

8  9,760  2,319  1,174        9»92  0,017  0,17 

9  11,000  2,768  1,195        9,37  0,017  0,16 
IO  12,240  3,118  1,224        9*4^  0,018  0,17 

jj     II  13*470  3*355  1*228        9,76  0,016  0,16 

jl     12  14,790  3,837  1,284        9,83  0,019       !      0,18 

1'  -  - 


ti 
I 
■I 


Relativamente  a  questi  risultati  si  debbono  tenere  presenti 
le  osservazioni  fatte  al  paragrafo  21.  In  causa  di  queste  osserva- 
zioni furono  ommessi  nella  tabella  i  risultati  relativi  alla  prima 
esperienza. 

II  valore  di  ja  anche  qui,  come  pel  nucleo  i,  va  diminuendo 
mentre  cresce  r.  La  diminuzione,  rapida  in  principio,  diviene  di 
più  in  più  lenta  per  i  grandi  valori  di  r.  Se  si  eccettuano  le 
prime  esperienze,  la  diminuzione  graduale  di  a  è  pel  nucleo 
n.**  2  più  lenta  che  non  pel  nucleo  n.°  i  ;  e  ciò  si  spiega  osser- 
vando che  il  nucleo  n.°  2  contiene  una  massa  di  ferro  maggiore 
del  n.°  I,  epperò  per  una  medesima  intensità  della  corrente 
magnetizzante  si  accosta  meno  alla  saturazione  magnetica. 

Se  si  tralasciano  le  prime  esperienze  (n.°  2  e  n.°  3)  per  le 

quali,  secondo  le  osservazioni  del  paragrafo  21,  non  si  può  con- 

I  2  ~ 

tare  sulla  seconda  cifra   significativa,    il  valore  di  — sen   ^  -^, 

come  già  si  è  notato  pel  nucleo  n.®  i,  oscilla  attorno  ad  un 
valore  approssimativamente  costante  compreso  tra  0,017  e  0,018. 
È  però  da  osservarsi  come  partendo  dalla  esperienza  8.*  i  nu- 
meri che  rappresentano  —  sen  -rfr  ^  accennino  ad  un  incipiente 

aumento,  che  forse  si  accentuerebbe  meglio,  se  si  avessero  espe- 
rienze con  più  grandi  valori  di  r.  Questa  induzione  sarà  giusti- 
ficata dall'esame  dei  risultati  delle  ulteriori  serie  di  esperienze. 


3IO  Sulle  differenze  di  fase  delle  correnti 

2  IT 

sen  -  —  «^  va  diminuendo  alquanto,  ma  assai  meno  rapida* 

mente  che  non  nelle  esperienze  sul  primo  nucleo. 

Per  farci  una  idea  dell'ordine  di  grandezza  del  ritardo  ^, 
che,  come  vedesi,  è  assai  maggiore  di  quello  trovato  pel  nucleo 
n.°  I,  ci  basta  considerare  una  esperienza  scelta  nella  parte  più 
regolare  della  serie.  Prenderemo 

sen  -^  5  =  o,i8. 

Questo  seno  corrisponde  a  un  arco  di  lo^  22',  ossia  di  gradi 
10,366.  Quindi 

T         360  34,72 

Durante  l'intiera  serie  di  esperienze  la  velocità  della  macchina 
dinamoelettrica  fu  in  media  di  602  giri  per  minuto,  e  perciò 
si  ha: 

I        602  X  4 

-  =140,13; 


T  60 


dunque 


= di  I  . 


34,72  X  40,13       1393 


Nucleo  x.°  3. 

(Verghe  di  sezione  trapezia  di  65  millimetri  quadrati  di  sezione.) 

§  24.°  Col  nucleo  n.°  3  le  esperienze  non  poterono  essere 
protratte  oltre  alla  decima,  perchè  con  maggiori  valori  di  r  la 
intensità  della  corrente  secondaria  diventava  troppo  piccola  per 
poter  essere  misurata  con  sicurezza  per  mezzo  dell'elettrodina- 
mometro, e  perchè  il  riscaldamento  del  nucleo  diventava  ecces- 
sivo. Le  prime  dieci  esperienze  però  furono  eseguite  colle  re- 
sistenze r  delle  serie  precedenti,  e  diedero  i  risultati  raccolti 
nel  seguente  specchietto. 
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3" 


599 
602 

604 

602 

603 


a 


I  ■■- 


0,409 
i»953 

3»224 

4,462 
5JI3 


1,050 
1,217 

1438 

i>7i9 
2,146 


e 
b 


i>o39 
1,087 

i>i54 
1,202 

1,286 


6 

602 

6,958 

2,611 

1,392 

7 

601 

8,542 

3.315 

1,464 

8 

601 

9,760 

4,110 

1,615 

9 

601 

11,000 

4*630 

1,645 

IO 

601 

12,240 

5»28o 

1,739 

Se,  analogamente  a  ciò  che  abbiamo  fatto  per  le  serie  pre- 
cedenti, supponiamo  costante  —  sen  -^  3^   e   determiniamo   per 

X  T  2  TT 

mezzo  dei  minimi  quadrati  i  valori  di  —  e  di  —  sen  -^^  ^,  tro- 

!x  a  y 


viamo 


a 


=  0,9614, 


I  2  T 

—  sen  -=:  ^  =  0,06275 


Ora  è  impossibile  che        sia  minore  dell'unità;  e  per  spiegare 

il  valore  trovato  bisogna  ammettere  che  la  linea  rappresentata 
dalla  equazione  (IH')  sia  curva  colla  convessità  verso  l'asse 
delle  ascisse.   Questo   fatto    è   assai    nettamente    indicato   dalla 

poligonale  III  della  tavola  grafica.  Il  valore  trovato  per  —  rap- 

presenta  allora  l' ordinata  all'  origine  di  una  corda,  la  quale 
taglia  certamente  Passe  delle  ordinate  al  di  sotto  del  punto  ove 
Tasse  medesimo    è    tagliato   dalla  curva,  punto  la  cui  ordinata 


A 
UL 


rappresenta  il  vero  valore  di  — .  Se  questa  spiegazione  è  vera. 


dobbiamo  prevedere  che  applicando  il  metodo  dei  minimi  qua- 
drati solamente    alle    prime    esperienze   si  abbia   a   trovare  un 


valore  di  —  maggiore  del  precedente  e  più  prossimo  al  vero, 


312 


Sulle  differenze  di  fase  delle  correnti 


I  2  ^ 

ed  un  valore  di  —  sen  -^  ^   minore   del   precedente.  E    ciò    si 

V-  T 

verifica  effettivamente:  se  pel  calcolo  coi  minimi  quadrati  ado- 
periamo soltanto  le  prime  cinque  esperienze,  troviamo:  = 


—  =  i,oo86, 

rx 


I  2  ìT 

—  sen  -=-  ^  =  0,0461 . 


Questa  notevole    concordanza   coi   risultati   delle  altre  serie  di 
esperienze  dà  maggior  valore  alla  dimostrazione. 

Nello  specchio  seguente   raccogliamo  ora  i   valori  di  a,  di 

I  2  TT  .  2  TC 

—  sen  -=-  -S-  e  di  sen  -=-  ^  calcolati,  come  per  le  serie  precedenti, 
[X  r  T 

e  colle    medesime   osservazioni,  per    mezzo   delle   formole  (38) 
e  (39)- 


Numero 

1 

a 

e 
b 

I    2  t:^ 

—sen  „  3 

2  - 

sen 

2 

■ 

1.953 

1,217 

1,087 

9,56 

1 
0,040 

0,39 

3 

3,224 

Tf>438 

I1I54 

• 

9»o5 

0,045 

0,41 

4 

,  4,462, 

I1719 

1,202 

8,00 

0,043 

0,35 

5 

5,713 

2,146 

1,286 

7^58 

0,049 

0,37 

6 

6,958  : 

2,611 

ii392 

7,68 

0,055 

0,42 

7 

8,542' 

3»3i5 

1,464 

'  7,28 

0,053 

0*39 

1   8 

9,760 

4,110 

1,615 

7,14 

0,062 

0,44 

■ 

9 

11,000 

4,630 

1,645 

7,21 

0,058 

0,42 

io 

13,240  i 

5,280 

1,739 

7.33 

0,060 

0,44 

h 


Il  valore  di  i*  diminuisce  col   crescere  di  r,  come  nei  casi 
ià  esaminati.  Ma 


—  sen 


li. 


r 


che  nelle  esperienze  coi  nuclei  n.*»  i,  n."  2,  dopo  una  rapida  di- 
minuzione indicata  dalle  prime  esperienze,  diventava  sensibil- 
mente costante  a  partire  dall'esperienza  n.^  5,  qui  invece  comincia 
subito  a  crescere,  e  cresce  assai  sensibilmente  per  tutta  la  serie 

di  esperienze.  Per   conseguenza   sen  -yr^,  che  nelle  precedenti 
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serie  di  esperimenti  diminuiva  gradatamente,  qui  rimane  sensi- 
bilmente costante,  e  anzi  accenna  ad  un  leggero  aumento. 

Intanto  è    notevole   il   grande  valore  di   sen  -  ^  ^  e  quindi 

di  3-,  Se  si  pone 

2  w 


sen 


Y^  =  ^'4^7  f 


valore  assai  prossimo  al  medio  dei  numeri  registrati  nell'ultima 

2  ^ 

colonna  della  tabella,  l'arco      ,  ^  risulta    di    24    gradi;    quindi 

si  ha: 

3         24         I 


T       360       15 
Si  aveva  in  media  «  =  602,  ossìa  —■=:  40,13;  quindi 

5^-^  di  r. 
602 

Nucleo  n."  4. 

(Tubo   di  ferro.) 

a 
§  25.°  Il  rapido  aumento  di  —  e  l'intenso  riscaldamento  che 

si  aveva  col  nucleo  n.<»  4  rendevano  impossibile  sperimentare 
con  grandi  valori  di  r.  Quir\(di  la  quarta  serie  dovette  essere 
limitata  alle  esperienze  relative  alle  otto  prime  resistenze  già 
adoperate  nelle  altre  serie.  I  risultati  furono  i  seguenti: 


1 
1 

;  Numero 

;/ 

r 

a 

e 

t 

b 

b 

1 

I 

603 

0,409 

1.083 

1,045 

2 

602 

1,953 

1,503 

1,197 

3 

605 

3,224 

2,086 

1,367 

4 

600 

4,462 

2,793 

1,514 

;■  5 

601 

5JI3 

3J73 

1,700 

i    6  . 

603 

6,95^ 

4,686 

1,832 

1 
:      7 

600 

8,542 

6,106 

2,083 

8 

603 

9,760 

7.294 

2,213 
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Se  si  applica  a  questi  numeri  il  metodo  dei  minimi  quadrati 
per  determinare  —  ed  —  sen  -^  ^,  supposti  costanti,   si   trova, 

come  già  col    nucleo  precedente,  un    valore   di  —  minore  del- 

l'unità,  e  quindi  certamente  minore  del  vero.  Ciò  si  spiega, 
come  nel  caso  precedente,  ammettendo  che  la  linea  rappresentata 
dall'equazione  (IH')  sia  curva  e  convessa  verso  l'asse  delle 
ascisse.  £  questa  spiegazione  si  può  confermare  rifacendo  il 
calcolo  per  mezzo  delle  sole  prime  tre  o  quattro  esperienze  ed 

osservando  che  così  si  arriva  ad  un  valore  di  —  maggiore  e  ad 

a 

un  valore  di  —  sen   ^  ^  minore  del  precedente. 

a  T 

La  curvatura  della  linea  rappresentata  dalla  equazione  (LIV) 

è  d'altronde  chiaramente  indicata  dalla  poligonale  IV  della  tavola 

grafica. 

Qui  sotto  sono  registrati  i  valori  di  u,  di  —  sen  -=^  5^  e  di 

2  t: 

sen  --  .3^  calcolati  colle  formole  (38)  e  (39)  e  col  valore 


—  li 

,0086, 

già  adoperato  nel  calcolo  delle  serie  precedenti: 

Numero 

a 

b 

1 
1,953  !   1,503 

e 
b 

• 
6,00 

I              2  7C^ 

— sen-sT'^ 
0,096  . 

2  '^  0,  , 
0,58      ' 

2 

1,197 

3 

3,224      2,086 

1,367 

5,48 

0,111 

0,61       ' 

'          1 

4 

4,462      2,793 

1,514 

5,13 

0,113 

0.58    : 

5 

5,713  '  3,773 

1,700 

4,90 

0,120 

o»59 

6 

6,958  i  4,686 

1,832 

4»9i 

0,118 

0,58 

j 
7 

8,542      6,106  . 

2,083  1 

4,99 

0,125 

0,63 

8 

9,760      7,294  1 

2,213 

4,98    1 

0,123 

0,61 

Questa  tabella  dà  luogo  ad   osservazioni  analoghe  a  quelle 
che  abbiamo   fatto    intorno    ai   risultati    della  serie  precedente: 

I  2  :r' 

—  sen        5  cresce  regolarmente,  e  fin  dal  principio,  col  crescere 
a  1  I 
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di  r;  e  sen  -=-  5  non  solo  non  diminuisce,  ma  accenna  a  cre- 
scere alquanto. 

I         2  ^ 
E  poi  notevole  la  grandezza  dei  valori  di  —  sen  -:=-  ^  e  di 

sen-=^.  Per  farci  una  idea  del  ritardo  ^,  a  cui  tali  valori  corri- 
spondono, ci  basta  osservare  che  il  numero  0,588,  che  appros- 
simativamente rappresenta  la  media  di  quelli  registrati  nell'ultima 
finca,  è  uguale  al  seno  dell'arco  di  36''.  Perciò  si  ha  in  media, 
approssimativamente, 

^ 36  I 

T       360       IO  ' 

cioè  il  ritardo  ^  è  uguale  a  circa  un  decimo  del  periodo,  o  ad 
un  quinto  dell'intervallo  fra  due  successive  inversioni  di  corrente. 

Siccome  si  ha  in  media  n  =  602,  ossia  -—  —  40,13,  così  si  ha 

5  =  — =: di   I    . 

40,13  X  10       401 


Nl'cleo  n.^  5. 
(Sbarra   massiccia.) 

§  26.®  Col  nucleo  massiccio  la  diminuzione  della  intensità 
della  corrente  secondaria  era  così  rapida,  e  la  produzione  di 
calore  nel  ferro  era  così  grande,  che  le  esperienze  non  poterono 
essere  continuate  oltre  alla  settima.  Lo  specchio  seguente  con- 
tiene i  risultati  delle  misure: 


Numero 

;/ 

r 

a 
'b 

e 
b 

<  1 

I 

602 

0,409 

1,140 

1,073 

i 

'    2 

602 

i>953 

1.636 

1,261 

■1 

3 

603 

3.224 

2,352 

1,457 

1 

! 

II 

4 

603 

4,462 

3,255 

1,666 

1 

.      5 

603 

5JI3 

4i335 

1,869 

1 

6 

604 

6,958 

50^4 

2,080 

1 

,  7 

:| 

1 

601 

8,542 

7,173 

2,263 

1 
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Facendo  per  un  momento  l'ipotesi  che  —  sen  -  _  ^  sia   co- 
stante,  e  applicando  il  metodo  dei  minimi  quadrati,  si  trova: 

X  I         2  r 

—  =  0,988 ,  —  sen  ^r  ^  =  0,152  , 
u.  I^  / 

rifacendo  il  calcolo  colle  sole  tre  prime  esperienze  si  trova 
invece 

—  =  1,011 ,  — sen -=-'J  =  0,136. 

v-  «x        r 

Abbiamo  così,  come  già  nei  casi  precedenti,  una  prova  che  la 
linea  rappresentata  dalla  (IIF)  è  convessa  verso  1*  asse  delle 
ascisse.  La  poligonale  corrispondente  a  tale  linea  è  quella  se- 
gnata V  sulla  tavola  grafica. 

Applicando  poi    le    formole  (38)    e   (39)  si  trovano  i  valori 

di  JL,  di  —  sen  -=■  .5-  e  di  sen  -=r  ^  che  si  vedono  riepilogati  nel 

U'  I  1 

seguente  specchio: 


Numero  y  ,^         l_Sen-=-5 

\       0  b  I  u  / 


2  -r. 

sen  —=r 


2  1,953  I  i»636  '    1,261   1  5,90  0,13  0,76 

3  3,224  2,352      1457  I  4,92  I  0,14  0,68 

4  4,462  I  3,255      1,666  4,67  0,15  I       0,69 

5  5J13  1  4»335      1.869  I  4;54  |  0.^5  j      o»68 

6  6,958  5,564      2,080  i  4,50  I  0,15  0,69 

7  8,542  7,176      2,263  448  ,  0,15  1      0,66 


Su  questi  numeri  si  hanno  a  ripetere  le  osservazioni   fatte 


2  - 


pei  due  ultimi    casi  già   trattati.  Pare   tuttavia  che  — sen         - 

dopo  di  essere   sensibilmente  cresciuto  nelle  prime  esperienze, 
accenni  a  prendere  un  valore  costante. 

Il  ritardo  3-  è  più  grande  che  in  tutti  casi  già  trattati.  Al 
valore  0,682  del  seno,  che  e  approssimativamente  il  medio  dei 
numeri  dell'ultima  colonna  corrispondenti  alle  esperienze  3,  4, 
5,  6,  corrisponde  un  angolo  di  circa  43'';  quindi: 


^        43  I 


T       360    "8,37' 
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il  che  vuol  dire  che  il  ritardo  è  poco  meno  che  uguale  al  quarto 
deirintervallo  di  tempo  che  passa  tra  due  successive  inversioni 
di  corrente. 

Durante  le  esj>erienze   si   ebbe  in  media  n  =  603,  e  quindi 

-~  =:  40,2.  Per  conseguenza  si  ha 

di  I  . 


40,2  -.  8,37       336 

Vili.  Dissipazione  di  energia,  coefficienti  di  rendimento.  — 
§  27.°  Il  rapporto  tra  T  energia  P  dissipata  in  causa  della  rigi- 
dità magnetica  del  ferro  e  in  causa  delle  correnti  di  Foucault, 
che  concorrono  a  produrre  il  ritardo  ^,  e  l'energia  Q  prodotta 
nel  circuito  secondario  è  (capo  VI): 

P        r  2r 

_  =  _sen-^.-.  (25) 

Nelle  nostre  esperienze  era  approssimativamente  À  =  u,  e  quindi 
si  aveva  anche,  con  grande  approssimazione: 


p 

r         2T.  ^ 



—  sen  -=■  ^  . 

Q 

!*          T 

Ora  basta  confrontare  i  valori  di  —  sen       *  5  trovati   pei 

cinque  nuclei  adoperati  nelle  esperienze,  per  vedere  quanta  sia 
l'influenza  che  ha  sulla  perdita  di  energia  la  struttura  del  nucleo. 
Per  una  resistenza  r  di  6  ohm  che,  come  vedremo  fra  poco,  è 
quella  che  nel   caso    delle   nostre    esperienze  corrisponderebbe 

P 

air  incirca  al   massimo    rendimento   esterno,  i    valori  di  jr  pei 

cinque  nuclei  sarebbero  rispettivamente  circa: 

0,07;        0,11;        0,30;        0,72;        0,90. 

Risulta  da  ciò,  che,  a  parità  di  tutte  le  altre  condizioni,  si 
possono  verificare  nei  valori  dei  coefficienti  di  rendimento  dei 
generatori  secondari  differenze  grandissime  dovute  unicamente 
a  difiFerenze  di  struttura  del  nucleo,  e  sovratutto  al  diametro  ed 
al  modo  d'isolamento  dei  fili  di  ferro  coi  quali  questo  è  formato. 
E  ciò  può  spiegare,  in  parte,  le  notevoli  differenze  che  si  trovano 
tra  le  varie  determinazioni  che  si  fecero  del  coefficiente  di  ren- 
dimento dei  generatori  secondari. 
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A  parità  di  diametro  e  di  isolamento  dei  fili  di  ferro,  — 
dipende  da  à,  ed  è  tanto  minore  quanto  più  X  è  grande.  Sic- 
come À  è    proporzionale    ad  A   e   ad  :=r,  cosi  vediamo  che  la 

dissipasione  di  energia  è  ianlo  mena  imporlanle  gnaulo  più  sotto 
grandi  t  coefficienti  d'induzione  delle  spirali  e  quanto  più  è  grande 

il  numero  —  di  inversioni  di  corrente  in  ogni  unità  di  tempo. 

Però  col    variare  dì   T  non   variano   solamente  i*  e  ),  mz 

varia  anche  sen-=r-,  come   mostrano   le   formole  (17);  quindi 

non  e  possibile  da  esperienze  fatte  con  un  determinato  l'alare  di  T 

p 
dedurre   il  valore   di  y-  corrispondente  ad  un   altro  va/ore  del 

periodo. 

§  28."  Le  stesse  osservazioni  si  debbono  fare  anche  relati- 
vamente alla  determinazione  dei  coefficienti  di  rendimento,  nelle 
espressioni  dei  quali,  (30)  e  (31),  figurano  i,  ■*  e  5,  che  sono 
funzioni  di  T.  Ora  siccome  le  nostre  esperienze  furono  eseguite 
per  mezzo  di  correnti  invertite  circa  80  volte  per  minuto  se- 
condo, mentre  il  trasformatore  adoperato  era  costrutto  per  fun- 
zionare con  circa  280  inversioni  per  minuto  secondo,  cosi  dai 
coefficienti  di  rendimento  che  si  possono  dedurre  dalle  nostre 
esperienze  non  si  possono  ricavare  quelli  che  si  avrebbero  nelle 
condizioni  normali  di  impiego  del  trasformatore. 

Non  è  tuttavia  inutile  vedere  su  di  un  esempio  l'applica- 
zione delle  nostre  formole.  E  per  fare  un  tale  esempio  possiamo 
prendere  a  considerare  il  caso  del  nucleo  n."  1.  calcolare  pel 
medesimo  i  valori  r,  ed  r,  della  resistenza  del  circuito  secon- 
dario, ai  quali  corrispondono  i  valori  massimi  del  rendimento 
totale  £,  e  del  rendimento  esterno  od  utile  £,,  portare  poi  questi 
valori  r,  ed  r,  dì  r  rispettivamente  nelle  espressioni  (30)  e  (31) 
di  (,  e  di  i,,  e  calcolare  così  i  valori  massimi  dei  due  coeffi- 
cienti. Possiamo  porre  in  cifra  tonda  1^  =  9,  valore  prossimo  al 
medio  corrispondente  a  valori  di  r  presumibilmente  vicini  a 
quelli  che  danno  i  massimi  di  f,  e  di  =,  ;  possiamo  poi  ritenere 
con  sufficiente  approssimazione 
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1  tfttsA  ^d  le  fbfiDole  (33)  e  (33)  danno 

r,  ^4.1  ohm.        r,  ^  6,1  ohm. 

»n  ({uesd  valori  di  r  le  forinole  (30),  (31)  dàooo 

t,  ^037.        ^=o325• 

Se  non  esistessero  le  correnti  dì  Foucault  né  le  perdite  di 
energia  dovute  alle  periodiche  inversioni  di  polarità  magnetica 
nel  nucleo,  sarebbe  i^o,  e  la  I31),  pel  medesimo  valore  di  r 
darebbe: 

(.,1=0.89. 

Quando  sì  &ccsse  funzionare  ìl  generatore  secondario  con 
^nti  ad  inversioni  più  rapide,  come  quelle  per  le  quali  esso 
Fstato  costruito,  si  otterrebbero  per  e,  ed  £,  valori  più  grandi  ; 

-sen  ^  ~  risulterebbe  più  piccolo  di  quello  che  abbiamo 

e  più  piccola  sarebbe  la  differen;»  tra  il  coefficiente  di 
idimento  pratico  effettivo  e  quello  teorico  calcolato  nell'ipotesi 

■=°- 

Ma  una  osservazione   importante,  sulla  quale  si  deve  insi- 
p 
che  il  rapporto  -^  tra  l'energia   dissipata   e   l'energia 

nba  nel  circuito  secondario  cresce  co!  crescere  della  resistenza  r 
■  questo  circuito;  che  quindi  in  ognt  caso  il  massimo  rendi- 
hento  si  verifica  per  un  valore  r,  della  resistenza  del  circuito 
secondario  minore  di  quello  co!  quale  si  avrebbe  il  massimo 
rendimento  qualora  non  esistessero  il  ritardo  ^  e  la  dissipazione 
di  energia  che  al  medesimo  corrisponde. 

§  29."  Questa  osservazione  ci  guida  a  modificare  in  qualche 
punto  l'interpretazione  e  le  deduzioni  di  esperienze  anteriori,  e 
in  particolare  di  quelle  che  io  stesso  eseguii  sul  generatore  se- 
condario di  Gaulard  e  Gibbs  nella  Esposizione  di  Torino  del  1884. 
In  quelle  esperienze  '  tutte  le  determinazioni  erano  state  fatte 
per  mezzo  dì  un  calorimetro,  che  veniva  alternativamente  in- 
trodotto nel  circuito  primario  e  nel  secondario.  Dalle  misure 
calorimetriche  si  erano  dedotti  per  una  serie  di  valori  di  r  i 
valori   del   rapporto,  che   colie   notazioni  adottate  nel  presente 
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lavoro  è    rappresentato    con  -j-,  I  valori  di  -7-  erano  poi  stati 

o  0 

messi  a  riscontro  colle  equazioni  che  la  teorìa  dà  neir  ipotesi 
di  nessuna  perdita,  di  energia  per  correnti  di  Foucault  o  per 
isteresi,  e  si  era  dedotto  da  tale  confronto  un  valore  del  rap- 
porto u  tra  il  coefficiente  di  rendimento  effettivo  e  quello  che 
si  sarebbe  avuto  nella  ipotesi  posta  a  base  della  teoria.  Si  cal- 
colò allora  una  tabella  di  valori  dei  coefncienti  di  rendimento 
moltiplicando  per  u  i  coefficienti  di  rendimento  teorici  corri- 
spondenti ad  una  serie  di  valori  di  r. 

Ma  colle  misure  calorimetriche,  le  quali,  come  si  disse,  non 

davano    direttamente   altro   che  -p,    non    sarebbe   allora    stato 

b 

possibile  riconoscere.se  e  come  u  dipendesse  da  r;  quindi  u  fu 

trattato  come  una    costante.  Per   conseguenza   i  valori  calcolati 

del  coefficiente  di  rendimento  pratico  ^  variano  colla  legge  stessa 

dei  rendimenti  teorici.  Adesso  invece  vediamo  che  il  rapporto  «, 

che  per  piccoli  valori  di  r,  e  per  grandi  valori  di  -=,  può  pra- 
ticamente ritenersi  uguale  all'  unità,  diminuisce  per  valori  cre- 
scenti di  r\  che  quindi  il  rendimento  pratico,  il  quale  per  piccoli 
valori  di  r  differisce  poco  dal  teorico,  cresce  meno  rapidamente 
di  questo  quando  si  fa  crescere  r  e  raggiunge  più  presto  il 
proprio  valore  massimo. 

IX.  Confronto  dei  coefficienti  d'induzione.  —  §  30.®  Dai 
confronti  fatti  nel  capo  VII  risulta  che  le  esperienze  confermano 
pienamente  le  previsioni  teoriche  relative  al  ritardo  ^  ed  al  suo 
modo  di  variare  da  nucleo  a  nucleo. 

Ma  anche  i  valori  di  a  registrati  nelle  tabelle  dei  risultati 
sperimentali  danno  luogo  a  confronti  istruttivi.  Il  coefficiente  di 
induzione  apparente 

T 

che  si  trova  sperimentando  con  correnti  alternative,  non  è  mai 
uguale  al  coefficiente  di  induzione  da  noi  rappresentato  con  M^ 
(§  II),  che  si  avrebbe  qualora  non  esistessero  né  le  correnti 
di  Foucault,  né  il  ritardo  -.  Il  suo  valore  é  invece  funzione  di  M^ 
e  delle  grandezze  dalle  quali  dipendono  il  ritardo  di  fase  e  l'in- 

'  Vedi  Memoria  citata,  a  pag.  163  di  questo  volume. 
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tensìtà  delie  correnti  parassite,  fra  le  quali  grandezze  sono  da 
annoverare:  la  resistenza  dei  circuiti  delle  correnti  di  Foucault, 
ì  coefficienti  dì  Induzione  di  queste  correnti  su  se  stesse  e  sulle 
due  spirali  del  trasformatore  e  la  durata  T  del  periodo  delle 
correnti  alternative  adoperate.  Secondo  le  considerazioni  teoriche 
svolte  nel  capo  V,  la  funzione  ora  nominata  sarebbe  quella  che 
si  ricava  dalle  equazioni  (17).  K  noi  abbiamo  già  osservato  [13], 


che,  secondo  tali  equazioni,  il  rapporto 


,  deve  risultare  tanto  più  piccolo  qii 


—  ,  che  è  lo  stesso  che 
Ito  più,  col  fare  piccola 


M 

'K 

la  resistenza  f,  si  facilita  la  produzione  delle  correnti  parassite. 

Ora  sarebbe  importante  verificare  se  le  nostre  esperienze 
confermino  in  qu.ilche  modo  una  tale  previsione.  Per 
a  ciò  io  determinai  pei  successivi  nuclei  ì  valori  del  coefficiente 
di  induzione  mutuo  tra  le  due  spirali  del  trasformatore,  valendomi 
per  tale  determinazione  di  un  metodo  sui  risultati  del  quale 
non  avessero  influenza  le  correnti  di  Foucault. 

Il  metodo  che  adoperai  è  quello  che  consiste  ncll"  inserire 
nel  circuito  primario  del  trasformatore  una  pila  costante,  pro- 
durre colla  chiusura  o  colla  rottura  del  circuito  o  colla  inversione 
della  corrente  una  corrente  indotta  istantanea  nel  circuito  se- 
condario, e  paragonare  l'impulsione  da  questa  prodotta  in  un 
galvanometro  con  quella  prodotta  nel  medesimo  galvanometro 
dalla  scarica  di  un  condensatore  di  nota  capacità,  al  quale  la 
carica  venga  data  col  mettere  le  due  armature  in  comunicazione 
colle  due  estremità  di  una  nota  resistenza  percorsa  dalla  cor- 
rente primaria.  '  Detta  R  la  resistenza  compresa  fra  i  due  punti 
del  circuito  primario  coi  quali  comunicano  le  armature  del  con- 
densatore nell'atto  della  carica,  r  la  resistenza  totale  del  circuì»» 
secondario  del  trasformatore,  compreso  il  galvanometro,  C  la 
capacità  del  condensatore,  a  ad  1'  gli  angoli  di  impulsione  del- 
l'ago del  galvanometro  prodotti  rispettivamente  dalla  : 
del  condensatore  e  dalla  corrente  indotta  in  r,  Af  il  coefficiente 
d'induzione  mutua  tra  le  due  spirali  del  trasformatore,  si  ha 


.!/■  ^RrC- 


II  condensatore,  della  fabbrica   di  Elliott,  era  a  lamine  di  mica 

'  Hawart  el  JoL'BFRT,  ÉlKlrìdìì  ti  Magiitlisint,  lom.  Il,  pag.  531-33. 
G.  ftaH*Ki...  Of,„.  Voi  1.  a» 
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ed  aveva   la   capacità   di  —  di   microfarad;   la   pila    era  di  sei 

clementi  Danieli  ;  i  reostati  della  fabbrica  Hartmann  Braun  ;  il 
galvanometro,  del  tipo  Thomson  astatico,  della  officina  di  Car- 
pentier. 

I  valori  ottenuti  con  questo  metodo  sono  registrati  nella 
penultima  colonna,  intestata  AT,  della  tabella  seguente.  In  tale 
tabella  la  prima  colonna  contiene  l'indicazione  del  nucleo  di  cui 
era  provvisto  il  generatore  secondario  durante  Tesperienza.  La 
seconda  colonna  contiene  i  valori  di  a  determinati  nella  quinta 
esperienza  di  ciascuna  delle  serie  precedentemente  esaminate 
(Capo  VII),  esperienza  che  noi  scegliamo  siccome  quella  che  corri- 
sponde alle  condizioni  medie  del  trasformatore  durante  le  nostre 

misure.  La  terza  colonna  contiene  i  valori  di  — .  La  quarta  fi- 
nalmente contiene  i  valori  del  cojsfficiente  d'induzione  appa- 
rente M  determinato  per  mezzo  della  relazione 


M  — 

r 
2  - 

NUCLEO  , 

1 

I 
f 

M 

M' 

M 

I 

9»09 

40,28 

0;0359 

0,0179 

2,01   1 

2 

IO,IO 

40^13 

0,0401 

0,0223 

1,80 

3 

7ó8 

40.13 

0,0301 

0,0269 

1,12 

4 

4.90 

40.13 

0,0194 

0,0240 

0,810 

5 

4;54 

40,20 

0,0180 

0,0273 

0,658 

Le  grandi  differenze  che  si  osservano  tra  i  valori  di  M'  ed 
i  corrispondenti  valori  di  M  non  possono  essere  qui  oggetto  di 
discussioni,  perchè  a  produrle  concorrono  insieme  alle  correnti 
di  Foucault,  le  quali  influiscono  su  M  q  non  su  3/',  anche  gli 
eftetti  del  magnetismo  rimanente,  i  quali  sono  affatto  diversi  nei 
due  modi  di  sperimentare.  Ma  ciò  che  essenzialmente  deve 
fermare  la  nostra  attenzione  è  1'  ordine  assolutamente  diverso 
.secondo  il  quale  variano  da  un  nucleo  alTaltro  i  valori  di  ^  e 
quelli  di  M\  Per  mettere  meglio  in  evidenza  questo  fatto  note- 
vole si  calcolarono  e  si  registrarono  neirultima  colonna  i  valori 
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M 
del  rapporto  ^, .  Questo  rapporto  diminuisce  rapidamente  e  re- 
golarmente dal  valore  2,01  che  esso  ha  nel  caso  del  nucleo  di 
filo  dì  ferro  sottile,  al  valore  0,658  che  corrisponde  al  nucleo 
formato  con  un'unica  sbarra  massiccia  di  ferro.  Ora  quantunque 
i  fenomeni  dai  quali  dipendono  i  valori  ó\  M  e  dì  Af  sieno 
assai  complicati,  questo  risultato  costituisce  una  conferma  delle 
nostre  previsioni,  secondo  le  quali  il  coefficiente  d'induzione  M 
ricavato  da  esperienze  con  correnti  alternative  deve,  a  parità 
<ii  tutte  le  altre  condizioni,  risultare  tanto  più  piccolo  quanto 
più  sono  intense  le  correnti  di  Foucault. 

E  facile  vedere  che  questa  osservazione  si  applica  non  so- 
lamente ai  valori  di  M  determinati  colle  nostre  esperienze,  ma 
a  tutte  le  determinazioni  di  coefficienti  di  induzione,  mutua  o 
propria,  basate  sull'uso  di  correnti  alternative.  Così  per  esempio 
il  metodo  indicato  da  Joubert  ^  per  determinare  il  coefficiente 
di  induzione  propria  di  una  spirale  per  mezzo  dell'elettrometro 
a  quadranti,  quando  venga  applicato  ad  una  spirale  con  nucleo 
di  ferro,  dà  risultati  variabili  col  numero  di  inversioni  della 
corrente  adoperata  e  con  tutte  le  altre  circostanze  che  influi- 
scono sulle  correnti  di  Foucault  adoperata  e  sui  ritardi  di  fase 
dei  quali  noi  ci  siamo  occupati. 

*  JoL'BERT,  Etiides  sur  les  machines  magnito-électriques.  ~  Annales  de  l'E- 
<:o!e  Normale  Superieure,  a/  sèrie,  tom.  X.  —  Avril  1881.  Nota  A,  pag.  170. 


RISULTATI  DI  ALCUNE  ESPERIENZE 

TRASFORMATORE 

ZIPERNOWSKY,    DÉRI,    BLATHY 


La  casa  Ganz  e  Comp,  di  Budapest,  con  atto  di  squisita 
aitilezza,  ha  messo  a  mia  disposizione  un  trasformatore  o  gè- 
ratore  secondario  del  tipo  da  essa  costrutto  ed  inventato  dai 
K>i  ingegneri  Zipernowsky,  Déri  e  BUty.  Su  dì  esso  nella  sc- 
inda metà  dello  scorso  mese  di  giugno  ho  potuto  fare  alcune 
jrienze  ed  alcune  misure,  che  insieme  ad  altre  mi  dovranno 
"vire  per  uno  studio  del  sistema  di  distribuzione  delle  cor- 
niti elettriche  ideato  dai  tre  ingegneri  su  nominati. 

Un  tale  studio,  per   essere   completo,   dovrà  comprendere 

E  partì:  una  relativa  al  trasformatore  o  generatore  secondario, 

i  relativa  all'intiero   sistema  di  cui  il  trasformatore  non  è 

m  organo.  Le  mie  esperienze  attuali  invece  sì  riferiscono 

ira  unicamente  alla  prima  di  queste  parti.  Tuttavia  i  risul- 

i  loro  sono  talmente  favorevoli  da  assumere  di  per  sé  stessi 

i  qualche  importanza,  e  da  meritare  di  esser  fatti  conoscere. 


AVVERTENZA.  -Di  questa  scrino  furono  pubbUcale  ■  Hudapest  una 
Tranccse  e  una  tedesca,  in  opuscoli  a  pene,  colla  data  del  a  lu|:lio 
S,  La  EUUivItthHiicln  Ziìtsehrifl  to  riprodusse  nel  fascìcolo  dell'ottobre  1885, 
ìa  poche  varianti.  L'originale  italiano,  che  non  era  mai  stato  pub- 
in  ai  conosceva,  fu  ritrovato  fra  le  carte  dcUu  famiglia  Ferraris  e 
ita  in  questo  punto  del  volume,  come  camplemento  dei  lavori  di 
Galileo  Ferraris  sui  trasformatori. 

Il   manoscrilto    corrìiponde    esattamente   alle    Iraduiioni    pubblicate   a   Bu- 
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Per  questo  nìotivo  credo  utile  di  comunicare  subito  un  cenno 
sommario  sulle  conseguenze  principali  di  esse. 
Sieno  : 

\'g  P  e  '/g  r^  le  medie  dei  quadrati  delle  intensità  della 
corrente  primaria  e  della  secondaria; 

^  e  ^'  la  quantità  di  energia  consegnata  al  trasformatore 
nell'unità  di  tempo,  e  quella  restituita  nella  parte  esterna  del 
circuito  secondario  nel  tempo  stesso; 

V  =r  —  il  rappòrto  fra  l'energia  restituita  e  quella  spesa» 

ossia  il  coefficiente  di  rendimento  del  trasformatore. 

Le  grandezze  che   importa  conoscere   per  giudicare   della 
bontà  del  trasformatore  sono  le  seguenti  : 

i.°  II  rapporto    -.,-  j  .  L'apparecchio  è  tanto  migliore  quanta 

più  questo  rapporto  è  piccolo,  perchè  questa  è  la  condizione 
necessaria  acciocché  per  dati  valori  di  /'  e  della  resistenza  del 
circuito  primario  sia  minima  la  quantità  di  energia  trasformata 
in  calore  sulla  linea. 

2.^  Il  coefficiente  di  rendimento  v,  il  quale  deve  essere 
il  più  grande  possibile. 

3.0  La  resistenza  7—7^  che  moltiplicata  per  il  medio  qua- 

drato  della  intensità  della  corrente  primaria  dà  per  prodotto 
l'energia  trasformata  dall'apparecchio.  Questa  resistenza  dà  una 
misura  della  potenza  del  trasformatore  e  deve  essere  la  più 
grande  possibile  se  si  vuole  che  con  un  piccolo  apparecchio  si 
possano  trasformare  grandi  quantità  di  energia. 
Ora  se  si  rappresentano  : 

con  2  n  il  numero  di  inversioni  della  corrente  in  ogni 
minuto  secondo; 

con  ;-'  la  resistenza  totale  del  circuito  secondario; 

con  p  e  p'  le  resistenze  delle  spirali  primaria  e  secondaria; 

con  M  il  coefficiente  di  induzione  mutua  fra  l'elica  pri- 
maria e  la  secondaria; 

con  L'  il  coefficiente  di  selfinduzione  dell'elica  secondaria» 
e  se  si  trascura  il  calore  svolto  nel  ferro,  come  nel  mio  studio 
sul  trasformatore  Gaulard  e  Gibbs  ^   ho  dimostrato  potersi  fare 

^  Ricerche  teoriche  e  <if>eriinetitali  sul  generatore  secondario  Gaulard  e  Gtltbs, 

V.  pag.   163  (li  questo  volume. 
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in  una  prima  approssimazione,  si   dimostra  facilmente  che  le 
grandezze  suddette  sono  date  dalle  seguenti  espressioni:  • 


(2) 


q  r  —  ?'  r  —  e 


',/«         //\-         /Z.'\« 


\r)         \m     '    4TJn*M 


(3) 


Per  dati  valori  di  r,  di  //  e  del  rapporto  —  il  valore  (i)  dimi- 

nuisce  col  crescere  di  3/  e  di  L\  ed  i  valori  (2)  e  (3)  crescono  col 
crescere  di  M  e  di  Z.'  e  col  diminuire  di  s  e  di  p'.  Quindi  la  con- 
dizione necessaria  per  avere  un  buon  trasformatore  si  riduce 
alla  seguente  :  con  un  dato  peso  di  rame  e  colle  minime  resistenze 
interne  p  e  z'  ottenere  grandi  coefficienti  di  induzione  M  ed  L\ 

Le  esperienze  che  io  eseguii  nei  giorni  19,  20,  22,  23  di 
questo  mese  ebbero  appunto  per  iscopo  la  determinazione  dei 
coefficienti  di  induzione  di  un  trasformatore  Zipernowsky,  Déri, 
Blàthy.  Tale  trasformatore  è  stato  costrutto  per  3000  Watt,  ed 
è  di  forma  anulare.  Le  spirali  primarie  e  le  secondarie  sono 
all'interno  e  costituiscono  il  nucleo  dell'anello;  il  ferro  è  al- 
l'esterno ed  è  costituito  da  un  filo  sottile  verniciato,  avvolto 
sulle  spirali  in  modo  da  coprirle  completamente.  La  spirale  pri- 
maria è  fatta  con  filo  di  rame  del  diametro  di  2,5  "*|in  ed  ha 
216  spire.  Le  spirali  secondarie  sono  due  e  constano  ciascuna 
di  54  spire  di  filo  del  diametro  di  3,5  ".m.  Esse  si  possono  riu- 
nire per  mezzo  di  un  commutatore,  a  piacimento,  in  tensione 
ed  in  quantità.  Nel  primo  caso  il  rapporto  di  trasformazione  è 
di  1:2,  nel  secondo  è  di  i  :  4.  Il  peso  totale  del  filo  di  rame  è 
di  14  chilogrammi,  il  peso  totale  dell'apparecchio  ù  di  34  chilo- 
grammi. 

*  Vedi  Mascart  et  Joubert,  Ltfons  sur  l'éleciriciti  et  le  nuìi^nitisnie,  pag.  194. 
e.RoiTi,  Di  UH  ilettrocalo» imetro  e  di  alcunt  misure  fatte  con  esso  intorno  al 
generatore  secondario  Gaulard  e  Gibbs.  (Memorie  dt-irAccad(*niia  delle  Scienze 
di  Torino,  voi.  XXXVII.) 
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Le  resistenze  misurate  a  20°  sono  le  seguenti  : 

Spirale  primaria 0,562  ohm. 

c-1  j-^^ 0,076      „ 

Spirale  secondaria  ^  ^^ ^^^^ 

Spirali  secondarie  in  tensione  .  .  .  0,138      „ 
Spirali  secondarie  in  quantità  .  .  .  0,034      » 

Per  determinare  i  coefficienti  di  induzione  Af,  L  mi  servii  di 
un  elettrometro  a  quadranti  del  Mascart.  Con  tale  strumento  e 

col  metodo  del  Joubert  misurai  i  valori  di  j  -y;  j    corrispondenti 

a  noti  valori  di  n  e  ad  una  serie  di  valori  della  resistenza  r' 
compresi  fra  1,74  e  17,73  ohm:  calcolai  quindi  i  valori  di  M  e 
di  L  per  mezzo  della  formula  (i)  facendo  uso  del  metodo  dei 
minimi  quadrati. 

Sperimentando  colle  spirali  secondarie  collegate  in  tensione 
trovai  i  risultati  seguenti  :  * 

Jtf  =  0,225,  Z'  =0,117. 

L 

3^=0,520.   ^ 

Per  mezzo  di  questi  risultati  si  può  fare  un  confronto  tra 
il  trasformatore  anulare  Zipernowsky,  Déri  e  BIàthy  ed  i  gene- 
ratori secondari  del  tipo  di  Gaulard  e  Gibbs. 

Per  ottenere  cogli  apparecchi  a  dischi  di  Gaulard  e  Gibbs 
un  trasformatore  di   circa  3000  watt  disposto  per  un   rapporto 

di  trasformazione  —-=1:2  si  possono   combinare  due    trasfor- 

matori  da  2  cavalli,  riunendo  in  tensione  le  due  spirali  primarie 
ed  in  quantità  le  secondarie. 

Basta  adunque  pel  nostro  scopo  confrontare  un  tale  sistema 
col  trasformatore  anulare  su  descritto. 

Ora  il  generatore  secondario  Gaulard  e  Gibbs  di  due  ca- 
valli è  stato  Toggetto  delle  esperienze  del  sig.  Uzel  e  di  quelle 
che  feci  io  stesso  e  che  descrìssi  nella  citata  memoria;  noi  pos- 
siamo adunque  valerci  dei  numeri  ricavati  da  quelle  esperienze. 

Acciocché  il  confronto  riesca  più  favorevole  al  generatore 
secondario  Gaulard  e  Gibbs  supporremo  che  questo  apparec- 
chio abbia  il  nucleo  intieramente  di  ferro,  pel   qual   caso  io  ho 
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trovato  (vedi  memoria  citata  a  pag.  253  di  questo  volume)  che  alle 
due  resistenze  ^r.nL!  e  izr^nM  relative  ad  una  colonna  sem- 
plice si  può  attribuire  un  valore  comune,  il  quale  per  2  if  =  268 
é  approssimativamente 

C=26,3. 

Accettando  questo  valore,  risulta  pel  sistema  delle  due  co- 
lonne riunite  nel  modo  sovradetto  : 

268  '  M  =  2  C=  52,6,  268  n  Z'  =  C=  26,3 

«  quindi 

M^=  0,0625,  L'  =  0,0312. 

Si  hanno  poi  questi  altri  dati  (vedi  memoria  citata  a  pag.  216  di 
questo  volume)  : 

Resistenza  delle  due  spirali  primarie 

in  tensione 2x0,28—0,56  ohm 

Resistenza    delle    spirali    secondarie 

•     %     •             *-*A  •                             O1285 
riunite  m  quantità ^=0,142      „ 

Peso  totale  del  rame  dei  dischi.  .  .  .  circa  36  chilogr. 
Peso  complessivo  delle  due  colonne.     „       40        „ 

Deduciamo  da  questi  numeri  che  il  trasfomtatore  anulare 
Zipernowsky,  Déry,  Bldthy  ha  resistenze  interne  p  e  p'  quasi  esat- 
tamente uguali  a  quelle  del  sistema  delle  colonne  Gaulard  e  Gibus, 
ma  contiene  un  peso  di  rame  uguale  appena  a  circa  ^/j  di  quello 
contenuto  nelle  colonne  stesse,  e,  ciò  che  e  piit  importante,  pre- 
senta coefficienti  di  induzione  M  ed  L  j,6  volte  più  grandi  di 
quelli  che  queste  presentano. 

La  superiorità  del  trasformatore  anulare  su  quello  a  dischi 
il  adunque  evidente  e  grandissima. 

Per  farci  un'idea  della  grande  differenza  degli  effetti  che 
si  possono  ottenere  coi  due  tipi  di  apparecchi  ci  basta  consi- 
derare le  formule  (i),  (2)  e  (3).  Se,  per  semplicizzare,  riteniamo 

L    ,  . 

che  -^  sia  lo  stesso  nei  due  casi,  e  se,  come  possiamo  fare  con 

minimo    errore,   riteniamo   che  p  e  p'  sieno  esattamente   uguali 


nei  due  casi,  le  formole  (i),  (2)  e  (3)  ci  fanno  vedere  che 


{->^' 
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V,  e  -  --  hanno  gli  stessi  valori  nei  due  apparecchi  quando  ha 
uno  stesso  valore  il  prodotto 


nM. 

In  altri  termini  se  si  vuole  che  il  trasformatore  Zipernowsk}% 
Déri,  Blàthy  funzioni  nelle  medesime  condizioni  economiche  e 
colla  medesima  potenza  del  generatore  secondario  Gaulard  e 
Gibbs  basta  che  i  valori  di  n  coi  quali  si  fanno  funzionare  i 
due  apparecchi  stieno  l'uno  all'altro  nella  ragione  inversa  dei 
rispettivi  coefficienti  di  induzione  Al, 

Ritenendo,  come  abbiamo  trovato  dianzi,  che  il  valore  di  3/ 
pel  trasformatore  anulare  sia  uguale  a  3,6  volte  quello  del  ge- 
neratore secondario  Gaulard  e  Gibbs,  basta  che  il  numero  delle 
inversioni  della  corrente  con  cui  si  fa  funzionare  il  primo  stia 
a  quello  con  cui  si  fa  funzionare  il  secondo  come  i  :  3,6. 

Per  avere  la  potenza  voluta,  e  poter  funzionare  in  buone 
condizioni  economiche,  il  generatore  secondario  a  dischi  di  Gau- 
lard e  Gibbs  richiedeva  268  inversioni  di  corrente  per  minuto 
secondo;  invece  il  trasformatore  anulare  di  Zipernowsky,  Déri 
e  Blàthy  avrebbe    la    medesima    potenza  e   funzionerebbe  nelle 

268 

medesime  condizioni  economiche  anche  con  sole     ,    ,  ossia  con 

3»6o 

sole  74,4  inversioni  di  corrente  per  minuto  secondo. 

Zipernowsky,  Déri  e  Blàthy  usano  solitamente  2  w  =  100,  e 
con  ciò  le  condizioni  di  potenza  e  di  economia  riescono  molto 
migliori  di  quelle  ora  considerate. 

Per  rendere  più  chiaro  il  confronto  fra  i  due  tipi  di  trasfor- 
matori possiamo  ancora  paragonare  le  potenze  loro,  assumendo 
per  entrambi  2  //  =  100.  Dovendo   dare  un   valore  anche  ad  r\ 
possiamo  porre  per  esempio  r  ==  6  ohm  ;  e  così  troviamo  : 
per  la  colonna  Gaulard  e  Gibbs  : 

</'    _5,86    , 
^2/'       0,364' 

per  il  trasformatore  Zipernowsky,  Déri,  Blàthy: 


(i 


'/'     5.86 


'  2  ^-    0,277 
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I  due  valori  stanno  fra  di  loro  come  277  :  364,  ossia  come 
1 : 1,31,  o  ad  un  di  presso  come 

Se  poi  paragoniamo  le  potenze  riferite  all'unità  di  peso  di 
rame,  troviamo  che  quella  del  trasformatore  anulare  sta  a  quella 
del  generatore  secondario  Gaulard  e  Gibbs  come 

364  .    277 
14    •     36   ' 

ossia  come 

3^38  : 1- 

Questi  confronti  sono  sufficienti  per  dimostrare  che  la 
disposizione  del  trasformatore  anulare  è  notevolmente  migliore 
di  quella  dei  trasformatori  a  dischi. 

E  ciò  era  prevedibile,  poiché  anche  a  priori  è  facile  vedere 
che  la  disp)osizione  del  trasformatore  anulare  è  molto  razionale, 
ed  è  forse  la  migliore  che  si  possa  immaginare  allo  scopo  di 
ottenere  con  un  piccolo  peso  di  rame  e  con  piccole  resistenze 
interne  grandi  coefficienti  di  induzione. 
Infatti  : 

i.°  Per  avere  colla  minima  massa  di  metallo  una  grande 
superficie  delle  spire  conviene  allontanare  quanto  è  possibile 
il  metallo  dal  centro  delle  spire  e  quindi  adoperare  fili  in  luogo 
di  dischi. 

2.®  Per  avere  colla  minima  lunghezza  di  filo  la  massima 
superficie  totale  delle  spire  conviene  fare  poche  spire  di  grande 
diametro. 

3.°  Perchè  l'efficacia  del  nucleo  di  ferro  sia  massima 
conviene  adoperare  un  nucleo  di  lunghezza  infinita,  o,  ciò  che 
è  equivalente,  un  nucleo  chiuso  su  sé  stesso.  Ora  la  copertura 
di  ferro  del  trasformatore  anulare  equivale  evidentemente  ad 
un  nucleo  chiuso  su  sé  stesso. 

4.°  Per  evitare  le  correnti  di  Foucault  conviene  inter- 
rompere la  continuità  del  ferro  adoperando  filo  verniciato  av- 
volto in  piani  perpendicolari  alle  correnti  induttrici. 

Si  é  così  condotti  naturalmente  alla  disposizione  adottata 
da  Zipernowsky,  Déri  e  Blathy. 
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Bisogna  notare  finalmente  che  T  induzione  esercitata  dalle 
correnti  circolanti  nelle  spirali  del  trasformatore  anulare  è  sen- 
sibilmente indipendente  dalla  posizione  che  le  spirali  medesime 
hanno  nell'interno  dell'involucro  di  ferro  completamente  chiuso, 
e  che  quindi  nel  trasformatore  anulare,  non  meno  che  in  quello 
a  dischi,  le  spirali  primaria  e  secondaria  si  trovano  rispetto  al 
ferro  identicamente  nelle  medesime  condizioni. 


ROTAZIONI  ELETTRODINAMICHE 

PRODOTTE 

PER  MEZZO  DI  CORRENTI  ALTERNATE 


(NoU  presentata  alla  R.  Accademia  delle  Scienze  di  Tonno  nell'adunanza 
del  18  marzo  188&  -  VoL  XXIH  degli  Atti.) 


I.  Sìa  O  (fìg.  i)  un  punto  di  uno  spazio  nel  quale  si  sovrap- 
pongono i  campi  magnetici  prodotti  da  due  correnti  elettriche; 
le  direzioni  O  -X"  ed  O  Y  che  hanno  i  due  campi  magnetici  nel 
punto  O  sieno  diverse,  sieno  per  esempio  perpendicolari  Tuna 
all'altra.  Se  si  rappresentano  con 
lunghezze  OA  ed  OB  portate  su 
OJf  ed  O  y  le  intensità  dei  due 
campi,  la  diagonale  OR  del  parai* 
lelogrammo  OARBdk  colla  propria 
lunghezza  e  colla  propria  direzione 
r  intensità  e  la  direzione  del  campo 
magnetico  risultante.  Se  le  intensità 
dei  campi  magnetici  componenti  va- 
riano col  tempo,  il  punto  R  si  muove, 
e  percorre  una  linea,  la  forma  della 
quale  è  determinata  dalla  legge  con 
cui  variano  O  A  ed  O  B;  ma  in  ogni 
istante  il  raggio  vettore  O  R  rappre- 
senta colla  sua  lunghezza  e  colla  sua 
direzione  l'intensità  che  nello  stesso 
istante  il  campo  magnetico  risultante 
ha  nel  punto  O. 

Se  le  due  correnti  sono  alternate  e  sinusoidali  col  medesimo 
periodo,  anche  le  intensità  O  A  ed  O  B  dei  due  campi  magne- 
tici componenti  sono  tali;   se  si   rappresentano   rispettivamente 


v% 

T 

El 

B 

^ 

y                      0 

X' 

L       X 

Fig.  I. 
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con  X  e  con  y,  esse  si  possono  esprimere  in  funzione  del 
tempo  t  colle  uguaglianze 

x=As^n  —  t,  y=B  sen  -^  (/  +  p) , 

ove  si  indichino  con  A  e  con  B  i  valori  massimi  di  esse,  con  T 

la  durata  del  periodo  e  con  -_^  1a  differenza  di  fase  fra  le  due 

correnti.  Eliminando  /  fra  queste  due  equazioni,  si  ottiene  una 
relazione  fra  x  ed  y,  che  è  Tequazione  della  linea  percorsa  dal 
punto  R  riferita  alle  rette  OX,  Oy  prese  come  assi  di  coordinate. 

Quando  la  differenza  di  fase  tra  le  due  correnti  è  uguale  a 
zero,  oppure  corrisponde  ad  un  numero  intiero  di  semiperiodi, 
la  linea  percorsa  dal  punto  R  è  una  retta  passante  per  O,  e  su 
questa  retta  il  punto  R  percorre  spazi  proporzionali  a  quelli 
percorsi  nel  medesimo  tempo  dai  punti  -^  e  i5  su  O  X  ed  O  Y, 
Allora  il  campo  magnetico  risultante  ha  una  direzione  costante 
ed  una  intensità  variabile  colla  legge  sinusoidale  come  i  campi 
magnetici  componenti. 

In  tutti  gli  altri  casi,  quando  cioè  le  due  correnti  non  si 
invertono  simultaneamente,  la  linea  percorsa  dal  punto  R  è  una 
ellisse  di  centro  O.  Allora  il  raggio  vettore  O  R,  che  rappre- 
senta rintensità  e  la  direzione  del  campo  magnetico  risultante, 
si  mantiene  costantemente  diverso  da  zero,  e  ruota  nel  piano 
XOY  attorno  al  punto  O;  in  altri  termini  si  ha  allora  un  campo 
magnetico  che  non  si  annulla  mai  e  che  gira  attorno  ad  O.  11 
campo  magnetico  girante  compie  la  propria  rivoluzione  nella 
durata  f  di  un  periodo  delle  correnti.  Il  senso  della  rotazione 
si  inverte  se  la  fase  di  una  delle  correnti  si  fa  variare  di  un 
mezzo  periodo  o  di  un  numero  dispari  di  mezzi  periodi. 

Se  in  particolare  le  direzioni  O  X  ed  O  Y  dei  campi  ma- 
gnetici componenti  sono  perpendicolari  Tuna  all'altra,  se  le  in- 
tensità massime  A  ^  E  dei  due  campi  sono  uguali  tra  di  loro, 

ft  I 

e  se  la  differenza  di  fase  ^  è  uguale  ad  —  si  ha 

^  4 

.2  7:  .  2  r 

.V  =  A  sen  ^  / ,  v  =  ^  cos  -^  ^; 

•quindi 

OR-^A      ed       AOR  =  ^t, 
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Allora  la  traiettoria  del  punto  R  è  una  circonferenza  di  raggio  A, 

ed  il  punto  R  la  percorre  colla  velocità  angolare  costante    ._  ; 

in  altri  termini,  si  ha  allora  un  campo  magnetico  di  intensità 
costante,  il  quale  gira  attorno  ad  O  con  velocità  uniforme. 

Gii  effetti  sovra  descritti  si  possono  produrre  per  mezzo 
di  una  sola  corrente  alternativa.  É  infatti  sempre  possibile,  ed 
in  più  modi,  per  mezzo  di  una  corrente  alternativa  data  otte- 
nere le  due  correnti  necessarie  per  produrre  le  forze  magnetiche 
componenti  O  A  ed  O  B,  e  far  variare,  fra  certi  limiti,  la  diffe- 
renza di  fase  fra  le  medesime.  Un  modo  per  fare  ciò  consiste 
nel  far  passare  la  corrente  data  nella  spirale  primaria  di  un 
trasformatore.  Allora  si  hanno  a  disposizione  la  corrente  data 
€  la  corrente  secondaria  da  essa  prodotta  nel  trasformatore. 
Facendo  passare  le  due  correnti  in  due  spirali  aventi  gli  assi 
sulle  rette  OA'ed  OV,  si  può  far  servire  la  prima  a  produrre 
la  lorza  magnetica  O  A,  e  la  seconda  a  produrre  la  forza  ma- 
gnetica O^.  Acciocché  le  due  correnti  presentino  la  voluta  dif- 
ferenza di  fase  basta  inserire  una  conveniente  resistenza  nel 
circuito  secondario;  la  differenza  di  fase,  che  cosi  si  ottiene, 
tende  verso  un  quarto  di  periodo  se  la  resistenza  del  circuito 
secondario  si  fa  crescere  fino  all'Infinito.  Col  crescere  della  re- 
sistenza, il  rapporto  tra  la  intensità  media  della  corrente  se- 
condaria e  quella  della  primaria  diminuisce;  ma  calcolando 
convenientemente  Ìl  numero  delle  spire  nelle  due  spirali  de- 
stinate a  produrre  le  forze  magnetiche  O  A  cà  (>B,è  possibile 
far  si  che  risulti  A  =  B,  e  realizzare  approssimativamente  le 
condizioni  nelle  quali  il  campo  magnetico  risultante  mantiene 
una  intensità  quasi  costante  e  ruota  con  velocità  quasi  uniforme. 

L'n  altro  modo  per  ottenere  il  medesimo  risultato  consiste 
nel  far  servire  alla  produzione  dei  due  campi  magnetici  oscil- 
latori componenti  le  due  correnti  secondarie  prodotte  In  due 
traslormatori  od  in  due  porzioni  d'un  trasformatore  ove  la  cor- 
rente alternativa  data  funzioni  come  corrente  primaria. 

Si  possono  finalmente  adoperare  per  produrre  le  forze  ma- 
gnetiche O  -^  ed  O  B  due  correnti  derivale.  Se  nel  circuito  di 
una  di  tali  correnti  sì  inseriscono  resistenze  esenti  da  induzione 
propria,  e  nel  circuito  dell'altra  si  inserisce  invece  una  spirale 
con  piccola  resistenza  e  con  grande  coelficienle  di  autoinduzione, 
si  può  fare  si  che  mentre  le  medie  intensità  delle  due  correnti 
sono  uguali,  oppure  hanno   Ira  di  loro  un  rapporto  prefisso,  le 
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fasi  delle   correnti   medesime   differiscano    notevolmente   l'una 
dall'  altra. 

Dimque  per  mezzo  di  una  semplice  corrente  alternativa, 
(iperaiite  in  spirali  immobili,  è  possìbile  produrre  un  campo 
magnetico  rotante  ed  ottenere  con  questo  tutti  gli  effetti  che  si 
potrebbero  ottenere  per  mezzo  della  rotazione  di  una  calamita^J 

Si  possono.  Tra  gli  altri,  riprodurre  per  mezzo  dì  una  sei 
plìce  corrente  alternata   i  fenomeni   dì  induzione  che  si  hannol 
quando  si  fa  rotare   una   calamita   in    vicinanza   di    una  massa 
conduttrice;  e  per  tal  modo  sì  possono  ripetere  sotto  una  forma 
nuova  le  antiche   esperienze   sul   magnetismo  dì    rotazione,  Sfc 
nello  spazio  ove  si  sovrappongono  ì  campi  magnetici  alternati' 
si  ha  un  corpo  conduttore,  la   rotazione   del   campo  magnetici 
risultante  produce  in  tale  coi 
correnti  indotte,  che  per  la  le( 
di  Lenz  si  oppongono 
zione    del    campo  magnetico, 
sulle  quali   il   campo  magnetico' 
reagisce  con  forze  che  tendono 
i  trascinare   i!   conduttore    nella 
propria  rotazione.  Se  il  conduU 
tore  è  mobile  attorno  all'asse  Q 
'.  lìg.  I,')  esso  si  mette  in  mo- 
mento e  prende  a  rotare  comq 
farebbe  quando  esso  si  trovassi] 
ì  polì  di  una  calamita  rotante 
-  attorno  all'asse  O  medesimo. 

2.  Descrivo  alcuni  degli  espe- 
nienti  coi  quali  ho  verificato  edi 
utilizzato  questo  fatto.  ' 

La  figura  2  rappresenta  sche- 
maticamente   in    prospettiva    la^ 
Fig.  1  disposizione  di  una  prima  espe-? 

rienza.  Con  lAAA 
■zBBBz',  sono  rappresentate  due  spirali  piatte,  delle  quali  hi 
prima  è  formata  con  poche  spire  di  grosso  filo,  e  la  second 
contiene  un  numero  più  grande  di  spire  fatte  con  un  filo  pii 
sottile,  Per  rendere  semplice  la  figura  si  è  rappresentata  uni 
sola  spira  per  ciascuna   spirale,  e   si    sono   indicati  in   i,  i'  ei 
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in  2,  2'  i  reofori  ai  quali  le  due  spirali  sono  coll^ate.  i  piani 
delle  spire  delle  due  spirali  sono  verticali  e  perpendicolari  tra 
di  loro;  essi  si  tagliano  secondo  la  verticale  (>  O'  che  rapppi- 
senta  l'asse  dell'apparecchio.  La  spirale  i  A  A  A\'  di  filo  grosso 
è  inserita  nel  circuito  primario  di  un  trasformatore  di  Gaulard 
e  Gibbs;  la  spirale  2BBB2'  di  filo  sottile  è  inserita  nel  cir- 
cuito secondario  del  trasforniatorr  inedesìmo.  Nello  slesso  cir- 
cuito secondario  e  inserita  una  resistenza  variabile  priva  di 
induzione  propria,  per  mezzo  della  quale  si  può  far  variare  il 
rapporto  tra  le  intensitA  medie  della  corrente  primaria  e  della 
secondaria,  e  con  esso  la  differenza  di  fase  tra  le  due  correnti. 

Il  trasformatore  è  disposto  per  un  rapporto  di  trasforma- 
zione uguale  ad  iuta,  ossia  ha  un  medesimo  numero  di  spire 
nelle  due  eliche  primaria  e  secondaria;  ma  siccome  per  produrre 
una  grande  differenza  di  fase  fra  le  due  correnti  conviene  in- 
serire nel  circuito  secondario  una  resistenza  alquanto  grande, 
cosi  l'intensità  della  corrente  secondaria  risulta  notevolmente 
minore  di  quella  della  primaria.  Il  maggior  numero  di  spire 
esistente  nella  spirale  2  Zi /JB2'  compensa  questa  differenza. 
Determinando  convenientemente  la  resistenza  inserita  nel  circuito 
secondario  si  può  far  si  che,  pur  avendo  una  notevole  differenza 
di  fase,  le  intensità  medie  dei  campi  magnetici  prodotti  dalle 
due  correnti  nel  centro  comune  C  delle  due  spirali  siano  sen- 
sibilmente uguali.  Questa  condizione  si  può  verificare  facilmente 
per  tentativi.  Quando  essa  è  veri6cata,  si  ha  nello  spazio  com- 
preso nelle  due  spirali  un  campo  magnetico  di  intensità  appros- 
simativamente costante,  il  quale  gira  uniformemente  attorno 
all'asse  OO'  compiendo  un  giro  intiero  per  ogni  periodo  delia 
corrente  alternativa.  In  tale  spazio  è  sospeso  un  pìccolo  ci- 
lindro C  di  rame,  vuoto  e  chiuso,  sostenuto  da  un  filo  O. 

Se  si  fa  passare  la  corrente  soltanto  in  una  delle  spirali,  il 
cilindretto  rimane  immobile,  ma  se  si  fanno  passare  le  correnti 
in  entrambe  le  spirali,  nel  modo  suddetto,  Ìl  piccolo  cilindro  in- 
comincia subito  a  rotare  attorno  al  proprio  asse,  torcendo  ìl 
filo  di  sospensione  per  molte  decine  di  giri.  Se  per  mezzo  di 
un  commutatore  inserito  nel  circuito  secondario  si  invertono  le 
congiunzioni  delle  estremità  2  e  2'  della  spirale  B  B  B  coi  capi 
dell'elica  secondaria  del  trasformatore,  colla  qual  cosa  si  fa  va- 
riare di  un  mezzo  periodo  la  fase  della  corrente  in  B  B  B,  la 
rotazione  del  cilindretto  C  si  inverte.  Se  l'inversione  del  com- 
mutatore si  opera  mentre  il  cilindretto   sta  girando  in  un  certo 
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verso,  si  vede  la  rota/ione  rallentarsi  rapidamente  e 
quasi  subito  per  ricominciare  nel  verso  opposto. 

1  medesimi  effetti  si  ottengono  se  si  infieriscono  le  due  spi- 
rali A  A. 4  e  B  BB  in  due  circuiti  derivali,  uno  tlei  quali  con- 
tenga una  resistenza,  ma  sia  esente  da  induzione  propria,  menire 
l'altro  presenti  soltanto  una  piccola  resistenza,  ma  contenga  un^ 
spirale  con  nucleo  di  ferro  e  con  un  notevole  coeiTiciente  < 
induzione  propria,  :. 

Le  esperienze  furono  ripetute  coi  medesimi  risultati  sost 
tuendo  al  cilindretto  di  rame  un  uguale  cilindretto  di  ferro. 
il  cilindro  adoperato  é  piccolo  ed  occupa  solamente  una  piccola 
parte  dello  spazio  che  si  lia  nell'interno  delle  spirali,  l'esperìen/a 
riesce  facilmente  tanto  coi  ferro  quanto  col  rame.  Quando  in- 
vece si  adoperano  cilindri  grandi  riempienti  per  una  grande 
parte  l'interno  delle  spirali,  l'esperienza  riesce  meno  facilmente 
col  ferro  che  col  rame.  Ciò  in  causa  dei  grandi  coelìBcienti  di 
induzione  propria  che  allora  acquistano  le  spirali.  Quando  infatti 
le  spirali  A  A  A  e  B  B  B  dell'  apparecchio  presentano  grandi 
coefficienti  di  induzione,  non  si  può  provocare  nelle  due  cor- 
renti la  differenza  di  fase  di  cui  si  ha  bìsc^no,  se  non  alU 
condizione  di  inserire  nei  circuiti  esterni  resistenze  considerevoli. 
If  quali  consumano  inutilmente  una  notevole  parte  dell'energia 
di  cui  si  dispone. 

In  una  esperienza  ho  adoperato  un  cilindretto  di  ferro  for- 
malo con  tanti  dischi  uguali  di  lastra  sottile  separati  ed  isolati 
per  mezzo  di  dischetti  di  carta  frapposti.  In  un  tale  cilindretto 
non  si  possono  produrre  le  correnti  indotte  per  mezzo  delle 
quali  si  spiegano  !  risultati  ottenuti  col  rame;  tuttavia  l'espe- 
rienza riuscì  come  prima.  In  questo  caso  la  rotazione  è  dovuta 
al  ritardo  col  quale  la  magnetizzazione  dei  dischetti  di  femi 
segue  la  rotazione  del  campo  magnetico  a  cui  è  dovuta. 

Le  esperienze  sovradescritle,  ad  eseguire  le  quali  bastano 
apparecchi  grossolani  ed  improvvisati,  possono  servire  nei  corsi 
non  solo  come  modificazione  delle  antiche  e  classiche  esperienze 
di  Arago  e  di  Babbage  ed  ilersciiel,  ma  sovratulto  come  mezzo 
per  porre  in  evidenza  1'  esistenza  delle  differenze  di  fase  fra  le 
correnti  primaria  e  secondaria  di  un  trasformatore,  o  quella 
delle  differenze  di  fase  che  si  hanno  tra  le  correnti  derivate 
alternative,  o  quelle  che  possono  esistere  fra  due  correnti  alter- 
native qualunque  di  ugual  periodo.  É  anzi  facile  disporre  le 
esperienze  in  modo  tale   che  esse  valgano  a  porre  in  chiaro  il 
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nodo  di  variare  delle  dit!'erenze  di  fase  col  variare  delle  resi- 
stenze dei  circuiti  e  dei  cornicienti  di  induzione  esistenti  nei 
medesimi. 

Se  poi  si  adopera  un  leggiero  cilindretto  di  rame  riempiente 
quasi  completamente  l' interno  di  due  moltiplicatori  incrociali, 
portato  da  una  lunga  sospensione  bifilare  e  munito  di  uno  spec- 
chietto per  le  letture  col  cantinccliiale  e  colla  scala,  si  pnù  for- 
mare uno  strumento  molto  sensibile,  atto  ad  attestare,  anche 
con  correnti  di  debok-   intensità,  piccolissime  differenze  di  fase. 

3.  Invece  di  appendere  il  cilindro  conduttore  mobile  ad  un 
filo  o  ad  una  sospensione  bifilare,  lo  sì  può   far  portare  da  un 
albero  metallico  appoggiato   su  cuscinetti;  ed   .illora,  dando  : 
l'apparecchio    maggiori    dimensioni,  se  ne  può  formare  un  m 
tore  elettrico   per   correnti   alternative.  E  evidente  tt  priori. 


risulterà  anche  dalle  considerazioni  che  farò  più  sotto,  cite  un 
motore  così  fatto  non  potrebbe  avere  importanza  come  mezzo 
di  trasformazione  industriale  di  energìa,  ma  per  la  sua  ^eroplìciU 
e  per  le  sue  proprietà  esso  potrebbe  tuttavia  servire  ad  utitì 
applicazioni,  lo  ho  combinato  un  modello  provvisorio  di  motore, 
ed  ho  eseguito  su  di  esso  alcuni  esperimenti. 

La  lig.  3  è  una  sezione  del  motore  fatta  con  un  piano  per- 
pendicolare all'asse  di  rotazione;  essa  può  servire  a  dare  un'idea 
della  disposizione  delle  parti  principali  dell'apparecchio. 


La  parte  mobile    della    macchina  consiste  in  un  cilindro  il 
rame  C,  centrato  su   di  un  albero  di  ferro  O,  col  quale  è  soli 
darlo.  Il  cilindro  di  rame  è  vuoto,  ma  ù  chiuso,  con  fondi  purcl 
di  rame,  alle  due  esiremità;  ha  il  diametro  esterno  di  8,  9  e 
timetri  e  la  lunghezza  di  18  centimetri;  pesa  4,  9  chilogrammi,  I 
L'albero  O  ha  il  diametro  di  un  centimetro,  è  orizzontate  e  si  1 
appoggia  sopra  due  cuscinetti. 

l.a  parte  fissa  della  macchina  è  costituita  semplicemente  da.l 
due  coppie  di  spirali,  che  nella  figura  si  vedono  sezionate  ini 
A  .4,  A'  A'  ed  in  B  B,  B'  B'.  Una  dì  queste  coppie  di  spirali)  I 
la  A  A,  A'  A',  è  disposta  colle  sue  spire  in  piani  verticali, 
quando  è  percorsa  da  una  corrente  produce  nel  proprio  inteniorl 
nello  spazio  ove  si  trova  il  ciUndro  di  rame,  un  campo  magne^^T 
lieo  di  direzione  media  orizzontale.  L'altra  coppia,  la  B  B,  B'B"t 
invece  ha  le  sue  spire  in  piani  orizzontali,  e  quando  è  percorsa  J 
da  una  corrente  produce  nello  spazio  occupato  dal  cilindro  di  il 
rame  un  campo  magnetico,  del  quale  la  direzione  media  è  \ 
tioale.  Le  spirali  sono  contenute  in  telarini  dì  legno  di  fonnal 
rettangolare.  Due  di  questi  telarini,  quelli  delle  spirali  orizzon-T 
tali  /ÌB,  R' li'  hanno  le  dimensioni  appena  sulHcienti  per  lasciare  I 
al  cilindro  C  Ìl  giuoco  necessario  pel  movimento;  la  larghezza- 1 
e  la  lunghezza  del  loro  vano  superano  soltanto  di  un  centimetro  I 
il  diametro  e  la  lunghezza  del  cilindro  di  rame.  Gli  altri  due-fl 
telarini,  quelli  delle  spirali  verticali  A  A,  A'  A'  hanno  la  me-] 
desima  larghezza  ed  una  lunghezza  maggiore,  in  modo  che  e 
abbracciano  i  due  telarini  B  B,  B'  B'  e  li  contengono  esatta-! 
mente.  Quando  Ì  quattro  telarini  sono  in  posto  essi  chiudona| 
luio  spazio  parallelepipedo  defg,  che,  a  meno  de!  piccolo  giuocQ 
necessario  per  la  libertà  del  movimento  è  circoscritto  al  e 
lindro  C.  La  fessura  lasciata  tra  le  spirali  A  ed  A'  e  quelli 
lasciata  tra  B  e  B'  hanno  la  larghezza  strettamente  necessa 
per  lasciar  passare  l'albero  O. 

Le  spirali,  A  A,  A'  A'  sono  fatte  con  tìlo  di  rame  del  t 
metro  di  millimetri  1,92;   ciascuna   di   esse   contiene  96  spire;, 
esse  sono    collegate   tra   di  loro    in   serie  in  modo  da  formarej 
una  spirale  unica  di    192   spire;    la   resistenza   totale  delle  du< 
spirali  collegate  in  serie  e  dì  0,844  ohm. 

Le  spirali  B  B,   B'  B'  sono  fatte  con  filo  di  rame  del  e 
metro  di  0,97  millimetri,  e  ciascuna  di  esse  contiene  504.  spire. 
Le  due  spirali    sono   collegate  in  circuiti  paralleli,  in  modo  d 
equivalei^e  ad   una  spirale  unica   di  504  spire  fatta  con  filo  d 
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:  doppia.  Le  resistenze  delle  singole  spirali  sono  ugnali 
a  7.13  ohm  ed  a  6,63  ohm;  la  resistenza  delle  due  spirali  riunite 
<>  (ii  3.43  ohm. 

I*er  mettere  in  azione  il  piccolo  motore  che  ho  descritto  mi 
servii  di  un  generatore  secondario  dì  Gaulard  e  Gibbs.  Inserii 
le  spirali  di  filo  grosso  A  A,  A'  A'  nel  circuito  primario  e  le 
spirali  di  filo  sottile  fi  B,  B'  li'  nel  circuito  secondario.  Nello 
stesso  circuito  secondario  era  pure  inserito  un  reostato  indu- 
striate a  filo  di  pakfong,  esente  da  induzione  propria,  per  mezzo 
del  quale  si  potevano  far  variare  l'intensità  e  la  fase  della  cor- 
rente secondaria.  La  resistenza  alla  quale  corrispondeva  il 
migliore  funzionamento  del  piccolo  motore  si  poteva  cosi  deter- 
minare praticamente  per  tentativi.  Tale  resistenza  dipende  na- 
turalmente dai  coeflicienti  di  induzione  del  trasformatore  e  dalla 
durata  del  periodo  delia  corrente  adoperata.  Nelle  mie  esperienze 
la  spirale  secondaria  del  trasformatore  era  uguale  alla  primaria, 
e  quindi  praticamente  il  eocRìciente  di  autoinduzione  della  gi- 
rale secondaria  era  uguale  a  quello  mutuo  tra  la  spirale  mede- 
sima e  la  primaria. 

Le  inversioni  della  corrente  erano  circa  80  per  minuto 
secondo:  ed  in  base  a  questi  dati  risultava  da  esperienze  ante- 
riormente eseguite  su!  trasformatore,  che  la  resistenza  apparente 
dovuta  all'induzione  della  spirale  secondaria  su  sé  stessa  era 
di  circa  8  Ohm.  In  queste  condizioni  l'esperienza  dimostrò  che 
il  migliore  funzionamento  del  piccolo  motore  si  aveva  quando 
col  reostato  sì  introduceva  nel  circuito  secondario  una  resistenza 
di  15  a  18  Ohm.  Coi  dati  numerici  sovrariferiti  si  può  calcolare 
che  appunto  fra  tali  limiti  è  compresa  la  resistenza  necessaria 
per  fare  si  che  l'intensità  media  del  campo  magnetico  prodotto 
dalle  spirati  B  B,  B'  B'  percorse  dalla  corrente  secondaria  sia 
uguale  a  quella  del  campo  magnetico  prodotto  dalle  spirali  A  A, 
A'  A'  percorse  dalla  corrente  primaria.  SÌ  può  poi  calcolare 
che  coi  sovraindicati  valori  della  resistenza  inserita  nel  circuito 
secondario,  la  difl'erenza  di  fase  tra  la  corrente  secondaria  e  la 
primaria  doveva  corrispondere  a  poco  meno  di  un  quinto  di 
periodo. 

Colle  cose  disposte  nel  modo  descriHo,  il  cilindro  di  rame 
del  piccolo  motore  cominciava  a  mettersi  in  movimento  spon- 
Uncamente  quando  la  corrente  nel  circuito  primario  raggiungeva 
una  intensità  media  di  circa  5  ampère.  Con  correnti  dì  intensità 
superiore  a  questo  limite  il  cilindro  di  rame  prendeva  una  ve- 

-^  ■»^'v^^ 
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locità,  la  quale  poteva  crescere  fino  a  900  giri  per  minuto.  Al 
di  là  di  questo  limite  l'imperfetto  centramento  del  cilindro  sul 
suo  asse  dava  luogo  a  scosse  troppo  violenti  per  poter  conti- 
nuare resperimento. 

Nel  circuito  secondario  era  inserito  un  commutatore,  col 
quale  si  potevano  invertire  le  congiunzioni  delle  spirali  B  B, 
B'  B'  colle  estremità  della  spirale  secondaria  del  trasformatore. 
Invertendo  le  congiunzioni  si  invertiva  il  senso  della  rotazione; 
operando  l'inversione  del  commutatore  mentre  il  cilindro  girava 
con  grande  velocità  in  un  verso,  lo  si  vedeva  arrestarsi  rapi- 
damente, come  se  fosse  stato  stretto  in  un  freno,  e  poi  mettersi 
in  rotazione  nel  verso  opposto. 

Fu  applicato  all'  albero  dell*  apparecchio  un  piccolo  freno 
dinamometrico  equilibrato,  collegato  con  una  bilancia  a  sospen- 
sione inferiore,  il  quale  servì  a  dare  un'  idea  dell*  ordine  di 
•  grandezza  del  lavoro  meccanico  ottenibile  e  del  modo  di  variare 
del  medesimo.  Qui  sotto  sono  registrati  i  valori  ottenuti.  Nella 
prima  colonna  sono  indicati  i  numeri  di  giri  per  minuto  primo 
che  l'albero  compieva  nelle  successive  esperienze;  nella  seconda 
colonna  sono  indicati  i  corrispondenti  lavori  meccanici  misurati 
col  freno  ed  espressi  in  watt. 


Giri  in  i'        Watt.      :  Giri  in  i'        Watt. 


I- 


262  1,32  722  2,55 

I           400  2,12  770  2,40             i 

\      546  2,65  772  2,04      jl 

i        653  2,77  900  o 


L' intensità  media  della  corrente  primaria  era  di  circa  9 
ampère;  le  inversioni  di  essa  erano  80  per  i'. 

Vedesi  che  il  lavoro  cresce  col  crescere  della  velocità  finché 
questa  non  ha  raggiunto  il  valore  corrispondente  a  circa  650 
giri  al  minuto;  per  tale  velocità  il  lavoro  è  massimo;  per  ve- 
locità maggiori  esso  diminuisce  con  rapidità  crescente,  finche 
per  una  velocità  di  900  giri  al  minuto  il  lavoro  utilizzabile  si 
riduce  a  zero.  Questa  rapida  decrescenza  del  lavoro  utilizzabile 
è  dovuta  in  gran  parte  all'  imperfetto  centramento  della  parte 
rotante:    gh*  urti  dovuti    a   questa  causa  danno  luogo  a  perdite 


■filiti'  cilliruaU: 
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Hi  energia  crescenti,  al  crescere  della  velocità,  con  progressione 
rapidissiina.  Portando   in  un  disegno  come  ascisse  i    numeri  di 

■  giri  per  minuto,  e  come    ordinate    i  valori  del  lavoro  misurato, 

fé  congiungendo  con  una  linea  i  punti  cosi  ottenuti,  si  trova 
una  linea,  la  quale  da  principio,  e  tino  al  punto  corrispondente 
ad  una  velocità  di  circa  500  giri  per  minuto,  si  confonde  sen- 
sibilmente con  una  retta  passante  per  l'origine,  ma  in  seguito 
si  ripiega  verso  l'asse  delle  ascisse,  verso  il  quale  discende  ra- 
pidissimamente. Questa  l'orma  della  linea  giustifìca  la  spiegazione 
precedente.  .Senza  gli  efl'etti  degli  urti,  dei  quali  abbiamo  parlato, 
la  linea  dei  lavori  ottenuti  andrebbe  innalzandosi  fino  al  punto 
corrispondente  all'ascissa  1200  circa  e  discenderebbe  poscia  re- 
golarmente per  incontrare  l'asse  delle  ascisse  in  vicinanza  del- 
l'ascissa 2400,  che    corrisponde   alla    velociti!  di    rotazione  del 

j-  campo  magnetico. 

4.  Le  relazioni  esistenti  tra  il  momento  della  coppia  che  fa 
il  tamburo,  il  lavoro  meccanico  utilizzabile,  l'energia  che 
l^i  trasforma  in  calore  nel  cilindro  di   rame  e  le  velocit.'i  di  m- 
zione  del  campo  magnetico  e  del  tamburo  si  possono  stabilire 

["làcilmente  se  si  suppone  In  macchina  nelle  condizioni  ideali 
migliori,  se  cioè  si  suppone  che  i  campi  magnetici  sinusoidali 
prodotti  dalle  due  correnti  alternative  abbiano  uguali  intensità 
massime  e  presentino  una  differenza   di  fase  corrispondente  ad 

*  un  quarto  di  periodo. 

In  questo  caso  il  campo  magnetico  risultante  ha  una  inlen- 

Hiiìtà  invariabile  e  ruota  attorno  all'asse  dell'apparecchio  con  una 
velocità  angolare  uniforme.  Noi  rappresenteremo  questa  velocita 
angolare  del  campo  magnetico  colia  lettera  U,  e  rappresenteremo 
invece  con  i"  la  velocità  angolare  del  tamburo  di  rame;  la  ve- 
locità angolare  del  moto  relativo  del  campo  magnetico  rispetto 
al  tamburo  sarà  allora  U    -  0: 

Se  diciamo  M  Ìl  momento  della  coppia,  colla  quale  Ìl  campo 
magnetico  rotante  agisce  sulle  correnti  indotte  nel  tamburo  di 
rame  e  tende  a  trascinare  questo  nella  propria  rotazione,  pos- 
siamo esprimere  subito  il  valore  del  lavoro  meccanico  prodotto 
dal  motore  e  quello  delta  energia  che  viene  trasformata  in  ca- 
lore nel  tamburo  in  causa  delle  correnti  in  esso  indotte.  Rap- 
presentando con  ir  il  lavoro  meccanico  prodotto  dal  motore  in 
una  unità  di  tempo,  e  intendendo  che  in  esso  sia  compresa 
quella  parte  che  è  consumala  dalle  resistenze  passive,  abbiamo 


//": 


M-« 


l'i 
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Rappresentando  invece  con  P  l'energia  che  in  ogni  unità  di 
tempo  si  trasforma  in  calore  dentro  al  tamburo  in  causa  delle 
correnti  che  vi  sono  prodotte  per  induzione  dal  campo  magnetico 
rotante,  abbiamo: 

P=il/(a-(o).  (2) 

Quest'  ultima  relazione  si  dimostra  osservando  che  V  energia 
trasformata  in  calore  in  causa  delle  correnti  esistenti  nel  tam- 
buro è  uguale  a  quella  che  si  spende  per  produrre  le  correnti 
medesime,  e  questa  è  uguale  al  lavoro  necessario  per  mantenere 
il  moto  relativo,  colla  velocità  11  —  w,  tra  l'indotto  ed  il  campo 
magnetico  induttore. 

Dalle  formole  (i)  e  (2)  si  ha  per  divisione 

P  "12 -to'  ^^' 

od  anche 

W  e, 

ÌV-r  P    "'   12  *  '"^^ 

l'energia  IV,  che  si  ottiene  come  lavoro  meccanico  o  come 
forza  viva,  sta  alla  totale  energia  If^+P,  che  si  manifesta  in 
parte  come  energia  meccanica  ed  in  parte  come  calore,  come 
la  velocità  di  rotazione  del  cilindro  sta  alla  velocità  di  rotazione 
del  campo  magnetico. 

Se,  come  abbiamo  supposto  nel  calcolo  precedente,  il  campo 
magnetico  ha  una  intensità  costante  e  gira  con  velocità  uniforme, 
vi  ha  nel  cilindro  conduttore  un  sistema  di  correnti  indotte, 
che  conserva  costantemente  la  stessa  configurazione;  questo 
sistema  di  correnti  si  sposta  girando  attorno  all'asse  dell'appa- 
recchio, ma  i  fenomeni  che  in  un  elemento  di  tempo  qualunque 
avvengono  in  un  elemento  qualunque  del  volume  del  cilindro, 
in  un  elemento  di  tempo  successivo  si  riproducono  esattamente 
in  un  altro  elemento  di  volume.  Il  calore  svolto  dalle  correnti 
nel  cilindro  è  adunque  lo  stesso  che  si  svolgerebbe  se  le  cor- 
renti fossero    costanti    ed    immobili.  Ora    in    ogni    elemento    di 

voknne  la  corrente    è    proporzionale  ad  -       —,  ove  si   rappre- 

P 
senti  con  s  la  resistenza  specifica    del  metallo;  quindi  il  calore 
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svolto  è  proporzionale  a  p  I j  ,  ossìa  a       .  Dicendo 

adunque  h  una  costante,  possiamo  porre 

» 

Portando  questo  valore  nelle  formole  (i)  e  (2),  otteniamo 

fr=— (Q-o;)w,  d') 


ed 


M=  —  (12  -  u,) ,  (2') 


Data  la  durata  del  periodo  della  corrente  alternativa  adoperata, 
li  ha  un  valore  determinato  e  costante.  Allora  la  (i')  fa  vedere 
che  l'energia  W^  che  si  manifesta  come  lavoro  meccanico,  ha 
un  valore  massimo  quando 


* 


mentre  la  (2')  dà  per  M  un  valore  massimo  quando 

o>  =  0, 

Quando   l'energia   meccanica   IT  è    massima,  ossia   quando    è 

D>  =  — ,  la  (3)  dà 
2 

l'energia  che  si  manifesta  come  lavoro  meccanico  è  allora  uguale 
a  quella  che  si  manifesta  come  calore  nel  cilindro  rotante. 

5.  Queste  relazioni  ed  i  risultati  delle  esperienze  riferite 
più  sopra  confermano,  ciò  che  era  evidente  a  priori^  che  un 
apparecchio  fondato  sul  principio  di  quello  da  noi  studiato  non 
potrebbe  avere  alcuna  importanza  industriale  come  motore;  e 
quantunque  sia  possibile  studiare  le  dimensioni  di  esso  in  modo 
da  aumentarne  notevolmente  la  potenza  e  migliorarne  moltissimo 
il  rendimento,  sarebbe  inutile  entrare  qui  in  alcuna  considera- 
zione su  tale  problema. 
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Io  credo  tuttavia  che  le  esperienze  che  ho  descritto  possano 
presentare  qualche  interesse. 

In  primo  luogo  un  piccolo  apparecchio  come  il  descritto 
può  servire  utilmente  per  esperienze  nei  corsi.  Adoperato  a  tale 
uso,  esso  presenta  il  vantaggio  di  funzionare  per  mezzo  di  una 
coppia  diretta  sempre  nel  medesimo  verso,  per  modo  che  anche 
con  le  sole  forze  elettrodinamiche,  sempre  assai  deboli,  si  pos- 
sono con  esso  accumulare  in  una  grande  massa,  come  è  quella 
del  cilindro  di  rame  da  noi  adoperato,  notevoli  quantità  di 
energia  cinetica. 

In  secondo  luogo,  e  ciò  è  più  importante,  un  apparecchio 
analogo  al  descritto  potrebbe  servire  come  misuratore  della 
elettricità  somministrata  in  una  distribuzione  di  energia  elettrica 
fatta  con  correnti  alternative.  Bisognerebbe  a  quest*  uopo  di- 
sporre le  cose  in  modo,  che  al  movimento  del  tamburo  si  op- 
ponesse una  resistenza  proporzionale  al  quadrato  della  velocità. 
Siccome  il  momento  della  coppia  motrice  è  proporzionale  al 
quadrato  della  intensità  media  della  corrente,  così  la  velocità  di 
regime  deirapparecchio  risulterebbe  proporzionale  alla  intensità 
media  della  corrente;  ed  il  numero  di  giri  compiuto  dal  tam- 
buro in  un  dato  tempo,  numero  che  può  essere  indicato  da  un 
contatore,  risulterebbe  proporzionale  alla  quantità  di  elettricità 
trasmessa  nel  tempo  medesimo.  Naturalmente  converrebbe  allora 
disporre  verticalmente  Tasse  dello  strumento,  onde  ridurre  al 
minimo  le  resistenze  passive  perturbatrici  ed  attenuare  gli  ef- 
fetti delle  imperfezioni  del  centramento. 

6.  Come  già  avevo  fatto  nelle  esperienze  col  cilindretto 
sospeso,  ho  cercato  di  ripetere  gli  esperimenti,  sostituendo  al 
cilindro  di  rame  un  cilindro  di  ferro  di  uguali  dimensioni  e  di 
peso  poco  diverso.  Il  risultato  fu  quasi  completamente  negativo: 
riuscii  a  stento  a  produrre  una  lentissima  rotazione.  La  ragione 
di  questo  risultato  sta  nel  fatto  che  col  cilindro  di  ferro  le  spi- 
rali B  Bf  B'  B'  assumono  un  grande  coefficiente  di  induzione 
propria,  che  rende  necessario  introdurre  nel  circuito  secondario 
del  trasformatore  una  grande  resistenza  onde  ottenere  la  voluta 
differenza  di  fase  tra  le  correnti.  Ma  con  questa  grande  resi- 
stenza in  circuito  la  intensità  della  corrente  secondaria  riesce 
piccolissima.  Né  la  debolezza  della  corrente  si  può  compensare 
aumentando  il  numero  delle  spire  nelle  eliche  B  B^  B'  B',  j>ercht? 
col  numero  delle  spire  cresce  il  coefficiente  di  induzione  propria 
delle  spirali  medesime. 


(//■  cor r filli  alternale. 
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Provai  pure,  come  già  avevo  fatto  nelle  esperienze  col  ci- 
lindretto di  ferro  massiccio,  un  cilindro  formato  con  dischi 
!4ituati  in  piani  perpendicolari  all'asse  ed  isolati  con  fogli  di 
carta  frapposti.  Il  risnliato,  in  questo  caso,  tu  assolutamente 
negativo. 

Sperimentai  ancora  con  un  altro  modello  di  motore,  ove  il 
tamburo  girava  su  di  un  asse  verticale  ed  occupava  lo  spazio 
esistente  fra  i  poli,  scavati  a  superficie  cilindrica,  di  quattro 
elettromagneti  afTacciati  due  a  due.  Due  di  questi  elettromagneti, 
affacciati  l'uno  all'altro,  erano  eccitati  dalla  corrente  primaria  e 
tacevano  le  veci  delle  spirali  AjI,  A' ^Ì';  gli  altri  due,  anch'essi 
atTacciati  l'uno  all'altro,  erano  attivati  dalla  corrente  secondaria, 
e  facevano  le  veci  delle  spirali  fi  B,  B'  B'.  L'apparecchio  fun- 
zionò, in  questo  caso,  meglio  col  cilindro  di  ferro  che  con 
quello  di  rame;  ma  gli  effetti  furono  con  esso  molto  minori  di 
quelli  ottenuti  coli' apparecchio  precedente.  La  ragione  del  fatto 
è  quella  stessa  di  cui  abbiamo  parlato  testé. 

Provai  finalmente  a  sostituire  al  tamburo  solido  un  con- 
duttore liquido,  una  massa  di  mercurio.  Per  fare  l'esperimento 

L 

^^y^  .'I'  e  B  B,  B'  B',  tolte  dal  motore  che  aveva  servito  alle 
esperienze  sovradescritte,  vennero  collocate  in  piani  verticali, 
due  a  due  paralleli  tra  di  loro  e  perpendicolari  agli  altri  due. 
in  modo  da  costituire  le  quattro  faccie  di  un  prisma  a  base 
quadrata.  Nella  fig.  4  le  quattro  spirali  sono  vedute  in  proiezione 
orizzontale  e  sono  segnate  colle  lettere  A,  A',  B,  B'.  Le  spirali 
furono  collegate  tra  di  loro  e  col  generatore  secondario  come 
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lo  erano  nel  motore:  le  A  ed  A'  furono  inserite  nel  circuito 
primario,  le  B,  B'  nel  secondario  insieme  col  reostato  e  col 
commutatore.  Nello  spazio  circondato  dalle  quattro  spirali  si 
collocò  un  bicchiere  M  pieno  di  mercurio  e  si  constatarono  nel 
liquido  le  rotazioni  prevedute.  In  causa  della  maggiore  resistenza 
specifica  le  velocità  acquistate  dal  mercurio  furono,  a  parità  delle 
altre  circostanze,  molto  minori  di  quelle  acquistate  dal  rame. 
La  massima  velocità  ottenuta  nel  mercurio  fu,  con  una  corrente 
di  IO  ampère,  di  circa  13  giri  per  minuto  primo. 


•j''>  jL;^ 


SUL  METODO 

DEI 

TRE    ELETTRODINAMOMETRI 

PER  LA  MISURA 

DELL'ENERGIA  DISSIPATA  PER  ISTERESI 

E  PER  CORRENTI  DI  FOUCAULT 

IN  UN  TRASFORMATORE 

(Nota  presentata  alla  R.  Accademia  delle   Scienze  di  Torino  nell'adunanza 
del  22  novembre  1891.  -  Voi.  XXVII  degli  Atti.) 


Nella  seduta  del  4  dicembre  1887  io  aveva  l'onore  di  leg- 
gere davanti  a  questa  R,  Accademia  una  mia  memoria  "  Sulle 
differenze  di  fase  delle  correnti,  sul  ritardo  dell'induzione  e  sulla 
dissipazione  di  energia  nei  trasformatori  „.  ^  In  quella  memoria, 
dopo  di  aver  discusso  ed  interpretato  i  risultati  di  varie  serie 
di  misure  sulle  differenze  di  fase  tra  le  due  correnti,  primaria 
e  secondaria,  di  un  trasformatore,  io  prendeva  in  esame  le  re- 
lazioni esistenti  tra  la  detta  differenza  di  fase  e  la  dissipazione 
di  energia  che  ha  luogo  nel  trasformatore  in  causa  delle  correnti 
di  P^oucault  e  dell'isteresi.  Arrivavo,  tra  le  altre  cose,  ai  seguenti 
risultati  : 

I."  La  corrente  secondaria  presenta  un  ritardo  di  fase  ri- 
spetto a  quella  che  si  avrebbe  qualora  non  esistessero  né  le 
correnti  di  Foucault,  né  l'isteresi. 

2.°  Tale  ritardo  di  fase  è  in  relazione  con  una  perdita, 
o  dissipazione  di  energia,  che  ha  luogo  nel  trasformatore. 

3."  Tra  il  ritardo  di  fase  e  la  dissipazione  di  energia 
esiste  una  relazione  semplice,  la  quale  è  sempre  la  stessa,  qua- 

^  Vedi  a  pag.  261  di  questo  volume. 
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lunque  sia  la  causa  del  ritardo  e  della  dissipazione.  Se  adunque, 
come  è  il  caso  nel  tcasfinnartore,  la  dissipazione  di  energia  è 
dovuta  in  parte  alle  correnti  di  Foucault  ed  in  parte  all'isteresi 
nel  nucleo  di  ferro,  il  ritardo  di  fase  rappresenta  T  effetto  com- 
plessivo di  queste  due  cause. 

4."  Se  la  differenza  di  fase  tra  le  due  correnti  primaria 
-e  secondaria  viene  misurata  per  mezzo  di  tre  elettrodinamo- 
metri, dei  quali  il  primo  abbia  entrambe  le  spirali,  la  fissa  e  la 
mobile,  nel  circuito  primario,  il  secondo  le  abbia  entrambe  nel 
circuito  secondario,  ed  il  terzo  abbia  una  spirale  nel  primario 
€  l'altra  nel  secondano,  si  deduce  dai  risultati  precedenti  che  le 
letture  fatte  sui  tre  elettrodinamometri  sono  legate  da  relazioni 
semplicissime  coli*  energia  dissipata,  e  quindi  anche  colla  totale 
energia  spesa  nella  spirale  primaria,  col  coefficiente  di  rendi- 
mento del  trasformatore,  ecc. 

Nella  mia  memoria  dimostravo  tali  relazioni,  le  discutevo 
minutamente,  ne  deducevo  una  serie  di  conseguenze,  e  ne  facevo 
l'applicazione  ad  una  serie  di  casi  sperimentali,  nei  quali,  va- 
riando di  volta  in  volta  il  nucleo  di  ferro  del  ti'asformatore, 
facevo  variare  fra  limiti  molto  estesi  il  ritardo  di  fase  e  la  dis- 
sipazione dell'energia.  E  cenni  assai  larghi  di  quel  mio  lavoro 
venivano  pubblicati,  oltreché  nelle  principali  riviste  periodiche 
di  elettrotecnica,  nei  trattati  di  Fleming  ^  e  di  Kittler.  * 

Le  relazioni  da  me  dimostrate  sono  comprese  nella  formola 
seguente,  o  si  derivano  immediatamente  da  essa. 

Se  si  rappresenta  con  P  l'energia  dissipata  in  i'  comples- 
sivamente per  le  correnti  di  Foucault  e  per  l' isteresi, 

con  O  la  quantità  di  energia  svolta  nello  stesso  tempo, 
■cioè  in  i',  nel  circuito  secondario, 

con  -^  il  rapporto   tra   il   coefficiente  d'induzione  mutua 

tra  le  due  spirali  primaria  e  secondaria  ed  il  coefficiente  di  in- 
duzione propria  della  spirale  secondaria, 

con  //i,  //3,  //g,  le  costanti  dei  tre  elettrodinamometri,  con 
a,  Ji,  Y  le  letture  simultanee  fatte  sui  medesimi  e  con  ^,  //,  r,  le 


*  J.  A.  Fi.EMiNG;  M.  A.,  1).  Se.  (Lond.)  The  aittritate  ctirrent  transforpuer  in 
ihtory  and  practice  (Londonì,  Voi.  I,  pag.  305-324.  CLa  formola  (35')  citata  nel 
testo  si  trova  riprodotta  a  pag.  319.Ì 

''  E.  Kittler,  Ifandbuch  der  Elfktrotechmk,  Stuttgart,  II  Band,  i*  Hàlfte, 
pag.  273-294.  (La  formola  è  a  pag.  276,  ed  una  parte  della  discussione  è  a 
pag.  292  294.) 


irt-    letture    ndotle    ad    una    medesima    costante,    ossìa: 


L'avere  io  misurato  le  ditìfereiize  dì  Tasc  col  metodo  dei 
:  elettrodinamometri  senza  sapere,  e  quindi  senza  accennare 
t  esso  era  già  stato  indicato  dal  sig.  Th.  H.  Blakesley,  *  in- 
[usse  i|uesto  elettricista  a  leggere  nella  /'/lynoU  Society  di 
,  il  IO  marzo  1888,  una  nota.  i:olla  quale  egli  rivendicava 
a  sé  la  priorità  dell'idea  di  tale  metodo  di  misura.  E  la  sua 
nota  fu  riprodotta  nel  Pliilosopliital  Magatine  •  e  poi  in  parecchie 
altre  riviste. 

La  rivendicazione  del  Blakesley  perù  si  estendeva  soltanto 
al  metodo  di  misura  delle  differt;nze  di  fase  da  me  ritrovato  e 
prescelto,  e  non  toccava,  né  avrebbe  potuto  toccare,  il  corpo 
del  mio  lavoro,  ossia  la  discussione  dei  risultati  delle  esperienze, 
lo  studio  delle  relazioni  tra  le  diiferenze  di  fase  e  la  dissipa- 
zione di  energia,  la  determinazione  del  coefficiente  di  rendimento 
del  trasformatore,  lo  studio  sperimentale  degli  effetti  delle  cor- 
renti di  Foucault,  ecc.,  risultati,  relazioni,  determinazioni,  studi, 
che  in  gran  parte  sono  appunto  compendiati  nella  fonuola  su 
esposta  e  nelle  sue  conseguenze. 

Orbene,  lo  stesso  Mr.  Th.  H.  Blakesley,  due  mesi  dopo  di 
aver  pubblicato  la  rivendicazione  sovraccennata  e  di  avere  di- 
mostrato con  ciò  di  avere  conoscenza  del  mio  lavoro,  leggeva 
nella  stessa  Pliysìcaf  ^Society,  nella  seduta  del  12  maggio  1888,  ' 
una  sua  memoria  col  titolo:  "  On  uiagiietic  lag, .  nella  quale. 
senza  alcun  accenno  al  mio  precedente  lavoro,  ridimostrava  le 
stesse  cose  e  rlpresentava  le  stesse  formolc. 


'  Forniola  segnata  col  li.  laj'l  a  pag,  289  di  'lutslu  voluint. 

'  Tht  EUcIricimti,  a  ottobre  1685.  ~  Uiov>  però  qui  notare  clic  non  risulta 
che  il  Blakesley  avesse  speri  mentalmente  fatto  uso  del  metudo.  Egli  inoltre 
non  lUggcrì  l'uso  di  Ire   elettrodinamometri    se    non    nelle    publili  cai  ioni  poslc- 

'  Serie  5.',  »ol.  XXV,  pag.  095.  aprile   1868. 

*  Verfi;  PliilasopbUal  Maj;a:ìnf,  3-'  scric,  voi.  .\X\'I,  pag.  34  e  seguenti. 
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Di  ciò  io  non  niosst  accusa  all'egregio  collega,  al  quale  al- 
lora poteva  servire  di  giustificazione  il  fatto  che  la  mia  memoria 
originale  era  scritta  in  lingua  italiana.  Non  gli  mossi  accusa 
nemmeno  più  tardi,  quando,  e  per  i  riassunti  della  mia  memoria 
che  erano  comparsi  numerosi  in  inglese  eri  in  altre  lingue  sulle 
riviste  scientifiche,  e  per  i  larghi  brani  di  essa  pubblicati  in^i 
notissimi  trattati  del  Fleming  '  e  del  Kittler,  ■  la  mia  precedenzii 
doveva  essere  venuta  a  sua  cognizione.  E  non  intendo  ili 
muovere  accusa  nemmeno  adesso,  perchè  questioni  personali 
L'ome  questa  non  interessano  punto  la  scienza,  ed  hanno  quindi 
itgli  pcchi  miei,  anche  quando  mi  toccano  direttamente,  una 
importanza  affatto  secondaria- 

Ma  in  questi  ultimi  tempi  il  mio  metodo  per  misurare 
l'energia  dissipata,  l'energia  spesa  nella  spirale  primaria  ed  il 
rendimento  di  un  trasformatore  ha  ricevuto  applicazioni  som- 
mamente importanti  per  opera  del  prof.  Ayrton,  di  J.  F.  Taylor 
e  di  altri,  e,  ciò  che  pili  monta,  Ì[  prof.  Ayrton  ed  il  sig.  J.  F.  Taylor 
hanno  pubblicato  una  memoria  "  colla  quale  hanno  dimostrato 
che  la  formola  (25'),  da  essi  attribuita  al  Blakesley,  è  vera  anche 
quando  le  correnti  non  sono  sinusoidali  ed  è  perciò  affatto  ge- 
nerale. Dopo  tale  pubblicazione  anche  il  metodo  di  misura  del- 
l'energia dissipata,  che  io  adoperai  pel  primo,  e  tutte  le  dedu- 
zioni che  ne  feci  nel  lavoro  sovracitato,  acquistano  maggioro 
generalità  e  maggiore  importanza.  E  ciò  mi  impone  il  dovere 
di  ricordare  qui,  come  ora  faccio,  le  suesposte  date.  Se  ciò  co- 
stituisce per  me  una  rivendicazione  di  priorità,  la  rivendicazione 
però  non  è  né  il  movente,  né  lo  scopo  di  questa  mia  nota.  Lo 
scopo  è  di  informare  l'Accademia  di  un  fatto  che  interessa  un 
lavoro  da  essa  accolto  e  pubblicato  ne'  suoi  volumi,  e  di  porre 
in  sodo  che  il  valore  di  tale  lavoro  risulta  notevolmente  accrc- 
-iciuto  dopo  la  pubblicazione  di  Ayrton  e  Taylor. 

Per  mettere  ora  in  evidenza  l' identità  delle  formole  date 
dal  Blakesley  nella  sua  tnemoria  del  12  maggio  1888  con  quelle 
che  si  trovano  nella  mia  memoria  del  4  dicembre  1887.  basta 
licordare  il  significato  delle  lettere  che  in  esse  figurano. 


'  FLEurNC,  op,  clt„  pag.  3'9- 

'■■  Kittler,  op.  cit ,  pag,  aB>t9^. 

'  Pi-oof  of  thi  gtmraliiy  of  cirtaiii  forcuta  fiubIùktJ /or  a  s/^ial  mst  ky 
Mr.  B/aiislv.  By  Prof,  W.  E.  Ayrton,  F.  R.  S.,  and  J.  F.  Taylor,  Piiiton.. 
pMtal  Mngaciin.  aprii   i9gi,  pag,  35*. 
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Blakeslev  denomina  :  ^ 

*i»  •»#  *«  le  letture  sui  tre  elettrodinamometri; 

A,  B,  C  le  costanti  dei  tre  strumenti  ; 

Ti,  r,  le  resistenze  della  spirale  primaria  e  del  circuito 

secondario; 
ntf  n,  i    numeri    delle   spire    nelle  due    eliche  primaria  e 

secondaria  ; 

e  con  queste  notazioni  dà  le  seguenti  espressioni  :  ^ 

Potenza    totale   spesa   fra   i    morsetti    primari   del    trasfor- 
matore ' 


=  r,  .4  2,  -r  r,   ^^    C»,; 


potenza  dissipata  corrispondente  al  ritardo  magnetico  :  * 


—  'A-^  Cx,    -fìyj^. 


Se,  come  nella  mia  memoria,  si  rappresenta  con  P  l'energia 
dissipata  in  i*  per  isteresi  e  per  correnti  di  Foucault,  energia 
corrispondente  al  ritardo  di  fase,  e  con  Q  quella  svolta  nel 
circuito  secondario,  si  ha  adunque: 


p=r,yil  c«,-5«,;, 


O  =  Tj    B  x*  , 


donde 


P  ///     6*3 

O  ^   n    Br^     ^  * 


*  Memoria  citata:  Philo<of>hirai  Ma^ozìne,  5.    seri»*,  voi.  XXVI,  liipli»»  i88ft, 

pag.  as. 

^  Memoria  citata,  pag:.  30. 

*  Total  potver. 

*  Power  ùivoived  ivith  the  ttuiqitttn  lag. 

C,.  Ferraris,  Opftr,  Voi.  I.  23 
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£  se,  adottando  anche  le  altre  notazioni  della  mia  memoria, 
si  pone 

questa  formola  diventa: 

Q  ""  T  T  "  ^  ~  T\T  "  7/  ' 

si  riduce  cioè  alla  (25')  sovraricordata. 


UN  METODO 

PER   LA 

TRATTAZIONE  DEI  VETTORI  ROTANTI 

OD  ALTERNATIVI 

ED  UNA  APPLICAZIONE  DI  ESSO 

AI 

MOTORI  ELETTRICI  A  CORRENTI  ALTERNATE 

(Memoria  presentata  alla  R.  Accademia  delle  Scienze  di  Torino 
nell'adunanza  del  3  dicembre  1893.) 


Lo  Studio  di  alcuni  apparecchi  elettrotecnici  moderni,  e  se- 
gnatamente quello  di  alcune  specie  di  motori  elettrici,  porta  a 
considerare  grandezze  alternative  vettoriali.  Per  la  trattazione  di 
tali  grandezze  può  giovare  il  ricorrere  a  qualche  modo  di  rap- 
presentazione grafica,  il  quale  dia  di  esse  non  solo  l'ampiezza 
e  la  fase,  ma  anche  la  direzione. 

lo  qui  presento  un  metodo,  che  nella  interpretazione  e  nella 
esposizione  elementare  di  molti  fenomeni  può  riuscire  assai 
semplice  e  perspicuo.  Per  mostrare  poi  Tuso  e  l'utilità  del  nuovo 
metodo,  lo  applico  ai  campi  magnetici  ed  espongo  per  mezzo 
di  esso  una  teoria  elementare  de'  principali  motori  elettrici  a 
correnti  alternative. 


I. 
VETTORI  ROTANTI  E  VETTORI  ALTERNATIVI. 

I.  Definizione.  —  Denominiamo  vettore  rotante  una  gran- 
dezza vettoriale  della  quale  il  valore  scalare  è  costante,  mentre 
la  direzione  ruota  attorno  ad  un  asse  con  velocità  uniforme. 
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Un  metodo  per  la  trattazione 


Qui  ci  limitiamo  a  considerare  vettori  rotanti  in  un  dato 
piano.  In  questo  caso  a  definire  un  vettore  rotante  ci  bastano 
i  seguenti  elementi  :  la  gratidezza,  il  verso,  la  frequenza,  ossia 
il  numero  di  giri  fatti  in  una  unità  di  tempo,  e  \r  fase,  ossia 
la  frazione  di  giro  compiuta  all'origine  del  tempo. 

Data  la  frequenza,  possiamo  rappresentare  il  vettore  rotante 
per  mezzo  di  un  segmento  di  retta  o^,  od  os  (fig.  i)  facendo 

semplicemente  queste  convenzioni:  che  la  lun- 
ghezza del  segmento  rappresenti  la  grandezza 
del  vettore,  che  la  direzione  di  esso  sia  quella 
che  ha  il  vettore  nell'origine  del  tempo,  e  che 
la  lettera  d  od  6'  indichi  il  verso,  destro  o  si- 
nistro, della  rotazione.  Se  o  A"  è  la  retta  a  par- 
tire dalla  quale  si  vogliono  misurare  gli  angoli 
descritti  dal  vettore,  l'angolo  X od  od  Xos  e 
quello  percorso  dal  vettore  all'origine  del  tempo 
e  si   dice   valore  angolare   della  fase.   Il   rap- 

Xos  . 
oppure  e  la  fase. 


Fij;.  1. 


porto 


Xod 


Per  nominare  i  vettori  così  rappresentati  potremo  servirci 
semplicemente  delle  lettere  t/  ed  5. 

2.  Composizione  di  due  vettori  di  eguale  frequenza  ro- 
tanti NEL  medesimo  PIANO.  —  Primo  caso:  Vettori  rotanti  nei 
tnedesitno  verso,  —  Si  abbiano  due  vettori  rotanti  nel  medesimo 
verso  e  colla  medesima  frequenza;  e  siano  questi,  per  esempio, 
d  e  d!  (fig.  2).  In    ogni    istante  la  loro  somma  vettoriale,  ossia 

la  loro  risultante,  è  il  vettore  rap- 
presentato dalla  diagonale  o  D  del 
parallelogrammo  fatto  su  di  essi,  o, 
ciò  che  vai  lo  stesso,  dalla  retta  0  I> 
che  chiude  il  triangolo  odD  od  il 
triangolo  od! D.  Ora  siccome  d^d* 
girano  nel  medesimo  verso  e  colla 
medesima  velocità  angolare,  così  l'angolo  dod*  rimane  costante. 
Rimane  quindi  costante  anche  la  diagonale  oD,  Essa  intanto  gira 
attorno  ad  o  colla  stessa  velocità  angolare  delle  componenti. 
Dunque  la  risultante  di  due  vettori  di  uguale  frequenza,  rotanti 
nel  medesimo  piano  e  nel  medesimo  verso,  è  anch'  essa  un 
vettore  rotante  nel  medesimo  verso  e  colla  stessa  frequenza. 

Se  l'angolo  dod'  è  uguale  a  due  retti,  se  cioè  le  fasi  di  d 
e  di  d'  differiscono  di  180",  noi   diciamo  che  d  e  d*  hanno  fasi 


Fig.  a. 


I  veUoi  i  ivla»ili  od  alUrmUti-i,  « 
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opposte.  Se  i  due  vettori  componenti  liannn  grandezze  uguali  e 
Tasi  opposte,  la  loro  risultante  è  nulla. 

£  inutile  dire  come  dal  caso  di  due  soli  vettori  si  passi  al 
caso  di  un  numero  qualunque  di  vettori  rotanti  nel  medesimo 
piano  e  ne!  medeBÌmo  verso,  e  come  si  dimostri  che  il  vettore 
risultante  è  anch'esso  un  vettore  rotante  nel  medesimo  piano 
e  nel  medesimo  verso,  ed  è  rappresentato  dalla  retta  che  chiude 
il  |>oligono  fatto  coi  vettori  componenti. 

Secotuio  caso:  Vellorì  lolimli  t»  versi  opposti.  —  Se  (6g,  3) 
i  due  vettori  componenti  oiÌ,  os  rotano  in  versi  opposti,  l'an- 
golo sod  varia;  quindi  la  diagonale  o  A  varia  ^ 
inevitabilmente  di  grandezza.  Essa  intanto  può 
variare,  ed  iii  generale  varia,  anche  di  direzione. 

Ma  si  hanno  a  considerare  due  casi^ 
aj  II  caso  in  cui  le  grandezze  ot/  ed  e 


dei  due  vettori  componenti  sono  uguali  tra  di 
loro; 

V  Quello  in  cui  tali  grandezze  sono  di- 
suguali. 

3.  oj  Caso  i.n  cui  i  due  vettori  componenti  _. 

(i.wso  i.KAsnr.zzE  igiali.  —  In  questo  caso  Ir 
risultante  ha  una  direzione  fìssa.  Infatti  la  diagonale  o  A  (fìg.  3) 
e  allora  in  ogni  istante  la  bisettrice  dell'angolo  sod,  e  siccome 
od  ed  OS  ruotano  colla  stessa  velociti!  angolare  l'uno  verso  la 
destra  e  l' altro  verso  la  sinistra,  così  essa  rimane  fissa  nello 
spazio. 

Varia  invece  il  i-ahrc  della  risultante,  il   quale  è  legato  al- 
l' angolo  variabile  A  o  d  dalla  relazione 


o  A^^3  iidcos  A  od, 

I'i>nendo  fiA^=a  e  2od^A,  rappresentando  con  it  la  fre- 
quenza, con  /  il  tempo  e  con  a  il  valore  dell'angolo  Aod  per 
/^o.  questa  relazione  si  scrive: 

a:=  Ar:0&(2  '  il  l    ;-  >l. 

Una  grandezza  variante  secondo  questa  legge  è  ciò  che  co- 
munemente dicesi  una  grandezza  aitrniatìva  od  allemanle  ar- 
monica o  sinusoidalf.  La  costante  A  è  V ampiezza,  h  la  frequenza, 
l'angolo  *  il  valore  angofarr  della  faf.e,  quando  si  prende  come 
origine  del  tempo  l'istantt  in  cui  a  e  massima. 
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Ci 


ti:iiu{v  ptT  in  Irallazto 


Noi  dunque  diciamo  o  A  uii  vellon-  tì/leri/a/n-o,  e  conclu- 
diamo :  due  vettori  uguali,  rotanti  in  un  medesimo  piano,  colla 
stessa  frequenza  ed  iti  versi  opposti  danno  per  risultante  un 
vettore  di  direzione  fissa,  alternativo,  della  stessa  frequenza. 
La  direzione  di  questo  vettore  alternativu  e  quella  della  biset- 
trice dell'angolo  clic  in  un  istante  qualunque  e  compreso  fra  Ì 
due  vettori  componenti,  e  perciò  anche  quella  della  bisettrice 
dell'angolo  che  i  due  vettori  componenti  comprendono  nell'istante 
in  cui  /  ^=  o,  ossia  quella  dei  due  segmenti  di  rette  coi  quali  si 
rappresentano,  secondo  la  nostra  convenzione,  i  due  vettori 
componenti. 

L'ampiezza  del  vettore  alternativo  risultante  ù  uguale  ni 
doppio  della  grandezza  di  uno  dei  vettori  componenti. 

Viceversa  un  vettore  alternativo  sinusoidale  si  può  sempre 
scomporre  in  due  vettori  rotanti  di  ugual  valore  e  di  versi  i 
posti.  Qualunque  vettore  alternativo  sinusoidale  si  puù  * 
derare  come  risultante  di  due  vettori  rotanti  nel  modo  detto.  1 
Ora  questo  modo  dì  considerare  un  vettore  alternativo  co» 
duce  a  rappresentazioni  grafiche  semplicissime,  atte  ad  indicai^ 
di  un  vettore  alternativo  In  direzione  fissa,  l'ampiezza  e  la 
L'artifizio  consiste  nel  rappresentare  con  un  segmento  di  ret* 
la  direzione  e  l'ampiezza  del  vettore  alternativo  e  con  sUq 
segmenti  di  rette  i  vettori  rotanti  di  cui  quello  si  componi 
Disegnando  tutti  tre  questi  segmenti,  si  ha  la  rappresenta  zi  orti 
a  indicata  nella  lig.4.  In  questa  figura  il  segmento  OM 

indica  la  direzione  e  da  l'ampiezza  del  vettore  i 
ternativo,  mentre  i  segmenti  oticd  fs  rappresela 
j  tano  i  vettori  rotanti,  destro  e  sinistro,  in  cui  ( 

Il  scomporre.  L'angolo  «  o  if,  od  il  suo  uguais 

rappresenta  il  valore  angolare  della  tase.  MM 

i^=i2osr:=^oti  ed   ù  sulla   bisettrici 

dell'angolo  snrf,  cosi  uno  qualunque  dei  seg;mend 

Olì,  OS,  o  li  si  può   trovare  quando  sono  dati  gfl 

vif.  4'         altri  due.  Quindi  sì  ha  una  rappresentazione  coni-J 

plela  anche  disegnando  solamente  questi  due.  Pei 

tal  modo  possiamo  rappresentare   il  vettore  alternativo  sempltil 

ci,mente  con  oaiÌ,  a  con  oas,  o  con  osd. 

4.  b)  Caso  in   cui   i    imi;  vkttohi  componenti  hanno  craH' 
DEzzE  DIVERSE.  —  Se   i    Vettori   rotanti  componenti,  otl  ed   aj 
(fig.  5),  non    sono   uguali,  è    variabile  non  solo  l'ampie^ 
anche  la  direzione  del  vettore  risultante.  Co!  centro  in  i 


dei  vetlori  rotanti  od  alternativi,  ecc. 
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Un  raggio  uguale  al  più  piccolo  dei  vettori  componenti,  uguale 
^^  OS  nel  caso  della  figura,  si  descriva  l'arco  di  circolo  sFd*. 
Si  può  considerare  o  d  come  risultante  di  due 
vettori  od*  ^  d' d  rotanti  nel  medesimo  verso. 
Ora  i  due  vettori  rotanti  od*  ed  os  danno  per 
risultante  un  vettore  alternativo  oa  di  direzione 

fìssa  bisettrice  dell'angolo  sod  e  di  ampiezza 
oa  =  2od'  =  2os.  Dunque  i  due  vettori  ro-  5 
tanti  o^  ed  05  di  versi  opposti  e  di  valori 
diversi  equivalgono  ad  un  vettore  alterna- 
tivo oa  dì  direzione  fìssa  e  ad  un  vettore 
rotante  d  d. 

5.  Composizione  di  duk  o  piì'  vettori  al- 
ternativi DI  DIREZIONI  FISSE.  —  Valendoci  delle 
considerazioni  precedenti  possiamo  ridurre  la  composizione  di 
vettori  alternativi  a  quella  di  vettori  rotanti.  Se  per  esempio 
abbiamo  due  vettori  alternativi  di  direzione  fìssa  oasd  ed 
o'  a'  s' d  (fìg.  6),  noi  possiamo  comporre  d  con  d  ed  s  con  0'  e 
poi  comporre  insieme,  nel  modo  or 
ora  indicato,  le  due  risultanti.  Per 
comporre  d  con  d!  tiriamo  da  un 
punto  O  un  segmento  O  D  uguale  e 
parallelo  a  r/,  e  da  />  un  segmento 
a 


f  »g-  5- 


i.« 


O 


Fij:.  6. 


D  U  uguale  e  parallelo  a  d  ;  troviamo  così  la  risultante  O  D\ 
Per  comporre  similmente  a-  con  s\  tiriamo  O  S  ed  SS  rispet- 
tivamente uguali  e  paralleli  ad  s  e  ad  .s'  e  tiriamo  O  S\  Dopo 
ciò  noi  possiamo  dire  che  il  sistema  dei  due  vettori  alternativi 
a  ed  a*  dati  è  equivalente  al  sistema  dei  due  vettori  rotanti  O  D* 
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ed  O S.  Ora  ai  due  vettori  rotanti  O D'  ed  OS  possiamo  ap- 
plicare la  costruzione  precedente  :  se  O  Z)'  è  il  minore  dei  due, 
noi  prendiamo  O  S"  :=0D'  e  sulla  bisettrice  O  F  dell*  angolo 
S  O  U  prendiamo  0^  =  20i5'  =  20  5".  I  due  vettori  ro- 
tanti O  Z>'  ed  O  S*,  e  quindi  anche  i  due  vettori  alternativi 
dati  a  ed  a',  equivalgono  al  vettore  alternativo  O-^  ed  al  vet- 
tore rotante  S*  S\ 

La  proposizione  si  può  estendere  senz'altro  al  caso  di  un 
numero  qualunque  di  vettori  alternativi:  qualsivoglia  sistema  di 
vettori  alternativi  di  uguale  frequenza,  situati  in  un  medesimo 
piano,  si  può  ridurre  ad  un  sistema  semplice  di  un  vettore  al- 
ternativo fisso  combinato  con  un  vettore  rotante.  L'operazione 
da  farsi  è  ancora  quella  indicata  nella  fig.  6,  con  questa  sola 
differenza,  che  in  luogo  dei  triangoli  O  D  D\  O  5  5'  si  hanno 
a  fare  i  poligoni  di  tutte  le  componenti  ^  e  di  tutte  le  compo- 
nenti  5  dei  vettori  dati. 

Importa  applicare  la  proposizione  a  casi      ^ 
particolari. 

6.  Casi  particolari: 

a)  Vettori  alternativi  aventi  la  medesi- 
ma direzione.  —  Se  a'  è  parallelo  ad  a  (fig.  7), 


Kij 


^\\  angoli  O  S  S\  O  D  D'  sono  uguali  tra  di  loro,  quindi  i  trian- 
goli OSS\  ODU  sono  uguali,  e  per  conseguenza  OS=OD\ 
Inoltre  la  bisettrice  O  A  dell'  angolo  S  O  D'  t  anche  bisettrice 
degli  angoH  S  O  D  ed  S  5,  D  D\  ed  è  perciò  parallela  alle  o  a 
ed  o'  a\  Dunque  la  risultante  O  A  dei  due  vettori  alternativi 
paralleli  a  ed  «'  è  anch'essa  un  vettore  alternativo  fisso  ed  ò 
parallela  ai  componenti. 


Per  trovare  questa  risultante  non  è  necessario  eseguire 
fluita  la  costruzione  indicata  nella  tig.  7  :  basta  evidentemente 
I  fere  una  metà  di  essa,  per  esempio  la  parte  <i  D  D\  Secondo 
f  l'interpretazione  finora  data  alla  figura,  i  segmenti  O  D  e  D  !>' 
rappresentano  la  meta  delle  ampiezze  dei  vettori  alternativi 
componenti,  ed  il  segmento  OD'  rappresenta  la  metà  dell'am- 
piezza del  vettore  alternativo  risultante-  Se  si  abbassano  le 
perpendicolari  DB,  DB'  su  O  A,  !e  proiczìom  OS,  B  B'  e<l 
<>  B'  rappresentano  similmente  le  metà  dei  valori  istantanei  die 
i  due  vettori  componenti  ed  il  risultante  hanno  per  (^o:  e  sl' 
si  suppone  che  la  figura  ODO'  giri  attorno  ad  O  colia  frc- 
•|uenza  n,  le  proiezioni  di  OD,  D D',  O  D'  sulla  retta  fissa  O  .1 
rappresentano  in  ogni  istante  le  metà  dei  valori  istantanei  dei 
vettori  medesimi.  Ma  noi  possiamo  ora  rappresentare  con  OD 
e  con  D  D'  non  le  meta,  ma  le  intiere  ampiezze  dei  vettori 
componenti;  e  con  ciò  abbiamo  subito  in  OD'  la  rappresenta- 
zione dell'ampiezza  della  risultante  e  nelle  proiezioni  su  O  A  li: 
rappresentazioni  dei  valori  istantanei  delle  grandezze  dei  tre 
vettori  considerati.  Cosi  noi  ritroviamo  la  nota  e  solita  costru- 
zione di  cui  si  la  uso  nello  studio  delle  grandezze  alternative. 
Kssa  è  un  caso  particolare  della  costruzione  più  generale  da 
noi  indicata. 

Le  fatte  considerazioni  si  estendono  scnz'  altro  al  caso  di 
un  numero  qualunque  di  vettori  alternativi  paralleli. 

7.  Ay  l'tltorì  olteriialivi  di  <iÌredoiiÌ  diverse.  —  Se  Ì  due 
vettori  alternativi  dati,  a  ed  n',  non  sono  paralleli,  la  costruzione 
generale  esposta  all'  art.  5,  e  rappresentata  nella  figura  6,  con- 
duce a  trovare  che  i  due  vettori  dati  equivalgono  a  due  vettori 
uno  alternativo  dì  direzione  fissa  rappresentato  da  O  ^  e  l'altro 
rotante  di  valore  costante,  rappresentato  da  S'  S.  Ma  vi  hanno 
casi  particolari  nei  quali  di  questi  due  vettori  esiste  soltanto 
l'uno  u  soltanto  l'altro. 

Esiste  solamente  il  vettore  alternativo  di  direzione  fissa 
quando  i  due  vettori  alternativi  componenti  hanno  la  medesima 
fase. 

In  questo  caso  intatti  gli  angoli  OSS,  f > /J  W  (fig.  8) 
sono  uguali  entrambi  al  supplemento  dell'angolo  aoa'  e  perciò 
suno  uguali  tra  di  loro.  Quindi  i  triangoli  .'^O.S',  D O D'  sono 
uguali  l'uno  all'altro,  e  per  conseguenza  si  ha  OS'^=.OD'. 
Dunque  si  hanno  a  comporre  due  vettori  rotanti  OD'  ed  0>S' 
uguali   e   di    versi   opposti.  Ì  quali,  come   si  è  dimostrato  [3', 
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danno  per  risultante  un  semplice  vettore  alternativo    di   dire- 
zione fissa. 

Questa  risultante  è  rappresentata  dal  segmento  O  A  uguale 
a  2  (>  5'  ed  a  2  O  />'  e  giacente  sulla  bisettrice  O  F  deirangolo 

S  OD\  La  sua  fase  ha  il  valore  angolare  S* 0A= —  S'  O  lY 
=  —  8  0(1=1  —  s'  otfi  essa  è  uguale  alla  fase  dei  vettori  alter- 

2  2 

nativi  componenti. 


Fig.  8. 


Se  si  tira  a  A*  uguale  e  parallela  ad  o  a'  e  se  si  tira  o  A\ 
si  ha  il  triangolo  o  a  A',  il  quale  è  simile  al  triangolo  O  S  S" 
perchè  l'angolo  a  è  uguale  all'angolo  S  ed  i  lati  o  a,  a  A'  sona 
uguali  al  doppio  dei  lati  OSy  SS'.  Dunque  si  ha  o  A  =  ^OS  =  O^L 
Inoltre  dalle  eguaglianze 


aoA'=  S()S\     S'()A=  —  SOD'=—sof/=soa 

2  2 


si  deduce  so  .1' =:s  ()  .1;  il  che  significa  che  o  A'  è  parallek» 
ad  ()  A,  Per  conseguenza  o  A'  è  uguale  e  parellelo  al  vettore* 
risultante  ()  A.  Diremo  adunque:  Due  vettori  alternativi  di 
uguale  fase  si  compongono  in  un  unico  vettore  alternativo  di 
ugual  fase,  del  quale  l'ampiezza  e  la  direzione  sono  rappresen- 
tate dalla  diagonale  del  parallelogrammo  fatto  sulle  rette  ch<' 
rappresentano  per  ampiezza  e  per  direzione  i  due  vettori  com- 
ponenti. 

8.  La    c<>niposizione    di    due    vettori    alternativi    dà  inveo«- 
conu'    risultante    un    semplice    vettore    rotante  quando    l' uno  o 
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r altro  dei  vettori  rotanti  O D\  OS  (fig.  6,  art.  5)  è  uguale  a 
zero. 

Questo  caso  si  verifica  quando  o  s  cà  o'  s'  (fig.  6),  oppure 
oti  td  od  hanno  grandezze  uguali  e  direzioni  opposte;  allora 
infatti  il  punto  S^  oppure  il  punto  U  coincide  con.O. 

La  condizione  os  =  o's',  oppure  od=o'ir,  implica  quella 
che  sia  oa  =  o'a\  ossia  che  le  am- 
piezze dei  due  vettori  alternativi  dati 
sieno  fra  di  loro  uguali. 

La  condizione  poi,  che  05  ed  o'  0'» 
oppure  oii  ed  o' if  abbiano  direzioni 
opposte,  implica  una  relazione  tra  le 
direzioni  dei  due  vettori  alternativi  oa 
ed  o'  a'  e  le  fasi  dei  medesimi.  È  facile 
vedere  quale  sia  questa  relazione.  Sup- 
poniamo infatti  (fig.  9)  che  sia  o  iT  op- 
posto ad  o  d,  diciamo  %  l'angolo  aoa' 
tra  le  direzioni  dei  due  vettori  alter- 


nativi componenti,  e  rappresentiamo 
con  ^  e  con  ^'  i  valori  angolari  a  od, 
a  od'  delle  fasi  dei  vettori  medesimi;  abbiamo: 


F»?-  9- 


X  -\-  •:/  —  z*  :=•  T,       ossia      J  —  : 


M>     «I       —       Z     , 


Dunque  due  vettori  alternativi  di  direzioni  fisse  danno  per 
risultante  un  semplice  vettore  rotante  quando  hanno  ampiezze 
uguali  e  presentano  una  differenza  di  fase,  il  valore  angolare 
della  quale  è  uguale  al  supplemento  dell'angolo  compreso  fra 
le  loro  direzioni. 

9.  Esempi,  —  Q)me  primo  esempio  consideriamo  il  caso  di 
due  vettori  alternativi,  mutuamente  per- 
]>endico1ari  oa,  o  a    {^%.  io). 

Il  teorema  dice  che  acciocché  essi 
si  compongano  in  un  semplice  vettore 
rotante  dev'essere  in  primo  luogo 
1/  a'  =  oa.  In  secondo  luogo  deve  es- 
sere y  —  ^  =  -  —  1  e  quindi,  essendo 


F^.  10. 


tS 


S^ 


S  -9 
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Se  per  esempio  prendiamo  9  =  0,   ossia  :  angolo  no  d  =  o, 

dev'essere  3»'  =  — ,  ossia  angolo  a'  o V  =  —  . 

2  2 

Ora  che .  veramente,  date  queste  condizioni,  i  due  vettori 
//  ed  o'  producano  come  risultante  un  vettore  rotante,  si  rico- 
nosce subito  applicando  ad  essi  la  costruzione  dell'art  5,  fig.  6. 
Infatti  per  comporre  d  con  d  si  deve  tirare  O D=od  e  poi 
J)D*=^o*  d,  col  che  si  ricade  sul  punto  0\  per  comporre  in- 
vece 5  con  s*  si  hanno  a  tirare  O  5  ed  5  5*  uguali  e  paralleli 
ad  o  5  e  ad  o'  s\  col  che  si  trova  la  risultante  O  S',  che  è  una 
rotazione  sinistra  di  grandezza  uguale  ad  .v  +  s\  ossia  a  2  .v, 
ossia  ad  a  e  ad  a\  I  due  vettori  alternativi  dati  producono 
adunque  come  risultante  un  semplice  vettore  rotante  della  me- 
desima frequenza  e  di  grandezza  uguale  alle  loro  ampiezze. 

Come  secondo  esempio 
consideriamo  il  caso  di  due 
vettori  alternativi  ugnali  oa 
ed  o' a  (fig.  Il),  le  direzioni 
dei  quali  comprendono  un  an- 
golo x=r.  —  r . 
4 
In  questo  caso  la  condi- 
zione espressa  dal  teorema 
dimostrato    è    che    si     abbia 


j. 


r 


Se  per  esempio:  o=^aod=o,  dev'essere  -:,'  =  n'o'if  -~~. 

4 
K  veramente,  se   si    applica  a  questo  caso   la  costruzione  della 

lig.  6,  si  trova  che  D*  si  confonde  con  O.  La  risultante  si  riduce 
al  vettore  rotante  OS\  La  sua  grandezza  è  rappresentata  dal- 
l'ipotenusa del  triangolo  rettangolo  isoscele  OSS';  essa  è  perciò 

uguale  ad  .s'  y  2  ossia  ad  ~r~ . 

10.  Dal  caso  ora  considerato  di  due  soli  vettori  alternativi 
componenti  si  passa  subito  al  caso  generale  di  un  numero  qua- 
lunque di  vettori:  un  sistema  qualunque  di  vettori  alternativi  può 
equivalere  ad  un  semplice  vettore  rotante.  La  condizione  neces- 
saria perchè  ciò  avvenga  è  semplicemente  questa;  che  il  poligono 
delle  componenti  (f  oppure  quello  delle  componenti  5  sìa  chiuso. 


I  Un  caso  particolare  importante  è  quello  nel  quale  i  vettori 
mponenti  sono  uguali  e  fanno  gli  uni  cogli  altri  angoli  uguali. 
Siano  (lati  in  un  piano  N  vettori  alternativi  uguali,  ciascuno  dei 
quali  faccia  col  precedente  un  angolo  a,  che  non  sia  né  ir,  né  un 
multiplo  di  -,  ed  abbia  rispetto  al  medesimo  una  precedenza  di 
fase  di  valore  angolare  uguale  anch'  essa  ad  x.  Allora  ciascuno 
dei  vettori  rotanti  >•;  fa  col  precedente  un  angolo  «  —  a,  ossia 
«ero;  il  poligono  delle  s  ha  tutti  i  suoi  lati  su  dì  una  medesima 
retta,  la  risultante  S'  di  tutte  le  .*  è  uguale  alla  loro  somma, 
ossia  -S'  —  N  s.  Il  poligono  delle  rfè  invece  un  polìgono  regolare 
del  quale  gli  angoli  esterni  hanno  ìl  valore  21;  acciocché  esso 
sia  chiuso,  è  necessario  e  sufficiente  che  A^  di  tali  angoli  facciano 
un  multiplo  di  quattro  angoli  retti,  ossia  che  si  abbia 

od 

"  ~  -jV  ■ 

(ive  li  è  un  numero  intiero  qualunque  non  divisibile  per  iV.  Se 
e  soddisfatta  questa  condizione,  gli  A^  vettori  rotanti  ti  hanno 
una  risultante  nulla;  e  ciò  vuol  dire  che  gli  A' vettori  alternativi 
dati  hanno  per  risultante  il  semplice  vettore  rotante  S.  Se  di- 
ciamo n  l'ampiezza  comune  dei  vettori  alternativi  dati,  il  valore 
ilei  vettore  rotante  risulta 


5=.Va— 


.V 


Se  invece  di  supporre,  come  abbiamo  fatto,  che  ciascuno  dei 
vettori  dati  abbia  una  precedenza  di  fase  >  rispetto  a  quellg  che 
lo  precede,  avessimo  supposto  che  esso  abbia  un  ritardo  di  fase, 
avremmo  trovato  che  il  poligono  delle  li  giace  su  di  una  retta 
e  dà  D-=nd,  e  che  il  poligono  delle  a-  6  chiuso,  e  dà  ò'=ro; 
in  questo  caso  la  risultante  degli  .V  vettori  alternativi  dati  sa- 
rebbe un  semplice  vettore  D  rotante  verso  la  destra. 

Abbiamo  escluso  Ìl  caso  di  a  uguale  a  -,  o  ad  un  multiplo 
<li  1,  e  per  conseguenza  abbiamo  detto  che  il  numero  intero  k 
non  deve  essere  divisibile  per  A'.  Se  si  facesse  1^^  o  ad  un 
multiplo  di  s,  ossia  se  sì  prendesse  k  uguale  ad  A'^,  o  ad  un 
multiplo  di  A',  gli  angoli  esterni  del  poligono  delle  rf  sarebbero 
uguali  a  2  -  o  ad  un  multiplo  di  2  ::,  ed  il  poligono  si  ridurrebbe, 
come  quello  delle  s-,  ad  una  linea  retta.  .\Ilora  si  avrebbero  due 


A' 
vettori  rotanti  S  e  /)  uguali  entramhi  ad  —  a  e  di  versi  opposi 

i  quali  darebbero  come  risultante  un  vettore  alternativo 
rczione  fìssa  e  dì  ampiezza  uguale  ad  .Va.  Ciò  ù  quanto  si  sa*| 
peva  di  già,  perché  supporre  a=zr  o  multiplo  di  ic  equivale  »  ' 
supporre  che  ì  vettori  alternativi  dati  siano  tra  di  loro  paralleli. 
I  casi  che  più  comunemente  si  iianno  a  considerare  nello 
studio  dei  motori  elettrici  sono  quelli  ove  k=^2,  quelli  cioè  ove 
i  vettori  alternativi  considerati  sono  regolarmente  distribuiti,  a 
distanze  angolari  uguali,  tutt'aCtorno  ad  un  asse.  Fra  questi  osi 
poi  merita  una  menzione  speciale  quello  ove  A'^3.  Allora  lc_ 
distanze  angolari   tra    i    vettori   dati  ed    i  valori  angolari  dellq 

loro  differenze  di    fase   sono  uguali  a  — r.,  ossia  sono  di  1 

3 
11  vettore  rotante,  che  risulta  dalla  comprosizione  dei  tre  vettoi 

alternativi,   ha   il    valore  —  a,  ossia  è  uguale   ad    una  volta  4. 

mezzo  l'ampiezza  di  ciascuno  dei  vettori  componenti. 

II.    Ciò    che    precede    riguarda    la    composizione,    ossìa 
somma  de'  vettori    da    noi    considerati.  Per   le  applicazioni  alld 
quali  miriamo  conviene  aggiungere  qualche  considerazione  ; 
prodotti  alicosif,  n/isens  delle  ampiezze  i>  e  ti  di  due  vettoi^ 
pel  coseno  e  pel  seno  dell'angolo  ?  compreso    fra    le  direzioni 
dei  medesimi,  prodotti  dei  quali  il  primo  è  lo  scalare  col  se(^ 
cambiato,  ed  il  secondo  l-    il    tensore    del    vettore  del  prodotti 
dei  due  vettori. 

In  primo  luogo  conviene  ricordare  questa  proposìzion 
sono  dati  due  gruppi  di  vettori,  e  se  in  un  dato  istante  sono: 
ti  la  grandezza  di  uno  qualunque  dei  vettori  del  primo  gruppo, 
b  quella  di  uno  qualunque  dei  vettori  del  secondo  gruppo, 
valore  istantaneo  del  vettore  risultante  di  tutti  i  vettori  ( 
quello  del  risultante  dei  vettori  li,  f  l'angolo  compreso  Ira  mi( 
vettore  n  ed  un  vettore  A,  e  *  l'angolo  di  .•/  con  B,  si  ha 
-ah  cos  '^^=  A  B  cos  'I' , 


fl/'S' 


i  =  ,4Ssen'I'. 


Per  dimostrai-e  la  prima  di  queste  uguaglianze,  del  resto! 
notissime,  basta  osservare  che  se  si  dice  W  l'angolo  tra  A  edl 
uno  dei  vettori  l>,  si  ha: 
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quindi 

-  «  A  cos  ^  =  ^  /;  ^^  cos  ^'  =  ^  ^  A  cos  ^' . 

Ma  -  ù  cos  ^^  =z  B  cos  4»,  dunque 

-  a  ^  cos  ^  —  A  B  cos  ^ . 

La  seconda  eguaglianza,  ossìa  la  ^  a  b  sen  •:.=:  A  B  sen  4»^ 
si  dimostra  in  modo  analogo. 

12.  In  secondo  luogo  conviene  vedere  quali  sieno  i  valori 
medi  dei  prodotti  a b  cos  ^  ^A  ab  sen  :p  quando  i  vettori  a  b  sono 
delle  specie  di  cui  noi  qui  ci  occupiamo,  quando  cioè  essi  sono 
vettori  rotanti  o  vettori  alternativi.  £  qui  si  hanno  più  casi. 

i.°  Caso,  —  Se  i  due  vettori  ri  e  A  sono  vettori  rotanti  nel 
medesimo  piano,  colla  medesima  frequenza  e  nel  medesimo  verso, 
r  angolo  a»  compreso  fra  i  medesimi  rimane  costante  :  esso  è 
uguale  al  valore  angolare  della  differenza  di  fase  de'  due  vettori. 
Siccome,  per  la  definizione  di  vettore  rotante  da  noi  adottata, 
anche  a  g  b  sono  costanti,  così  i  prodotti  a  b  cos  *,  a  b  sen  w 
sono  indipendenti  dal  tempo. 

2.°  Caso.  —  Sg  a  e  b  sono  ancora  vettori  rotanti  in  un 
medesimo  piano,  ma  con  frequenze  diverse  n  ed  ni,  l'angolo  ^ 
compreso  fra  di  essi  passa  in  ogni  unità  di  tempo  ;/  —  m  volte 

da  o  a  2  ~,  ossia  varia  tra  o  e  2  -   nel  tempo  .11  valore 

n  —  m 

medio  di  cos  ^  e  di  sen  3»   durante   tale  tempo  è  uguale  a  zero, 

ed  è  perciò  uguale   a   zero  anche    il  valore  medio  dei  prodotti 

considerati. 

3.°  C€iso,  —  Un  caso  particolare  compreso  in  quello  or  ora 

considerato  è  quello  di  due  vettori  rotanti  in  versi  opposti:  se 

sono  n  ed  /;/  le    frequenze   dei    due    vettori  rotanti,  V  angolo  9 

varia  tra  o  e  2  ::  nel   tempo  ,  e  durante  questo  tempo  i 

//  t  m 

valori  medi  ò\  ab  cos  *v,  e  di  a  ^  sen  y  sono  uguali  a  zero. 

4.^  Caso,  —  Un  altro  caso  particolare  è  quello  in  cui  a  è 
un  vettore  rotante  e  b  un  vettore  fisso  di  grandezza  costante. 
Questo  caso  si  riduce  ai  precedenti  facendo  semplicemente  ;//  =  o. 
Anche  in  questo  caso  i  medi  prodotti  sono  uguali  a  zero. 

5.®  Caso,  —  Se  a  è  un  vettore  alternativo  di  direzione 
fissa  e  A  è  un  vettore  rotante,  possiamo  immaginare  a  scom- 
posto in  due  vettori   uguali   rotanti   in  versi   opposti,  d  ed  s,  e 
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valendoci  del  teorema  ricordato  all'articolo  precedente  (ii), 
porre  : 

a  b  cos  ^  —  db  cos  ò  -\-  $  b  cos  t , 

a  b  sen  -:*  -  db  sen  o  +  ^  A  sen  ?, 

Dve  ò  e  d  rappresentano  gli  angoli  che  nell'istante  considerato 
b  fa  con  d  e  con  s.  Così  siamo  ricondotti  ai  casi  precedenti. 

Se  a  e  A  hanno  frequenze  diverse,  tanto  i  prodotti  db  cos  "^, 
r/ÀsenS  quanto  i  prodotti  5^ cosa,  5^ sen  7  hanno  valori  medi 
uguali  a  zero;  quindi  sono  uguali  a  zero  anche  i  medi  di 
a  b  cos  CE*,  e  di  a  ^  sen  « . 

Se  tf  e  ^  hanno  una  medesima  frequenza,  solamente  i  pro- 
dotti d b  cos  <tf  db  sen  5,  oppure  solamente  5  b  sen  e,  5  A  cos  <y  sono 
nulli;  gli  altri  due  sono  diversi  da  zero  e  sono  costanti.  Se, 
per  esempio,  A  è  un  vettore  rotante  verso  destra  i  prodotti 
.s^  b  cos  9y  sb  sen  d  hanno  un  valore  medio  uguale  a  zero,  ed  i 
prodotti  flf^cosò,  r^^senò  sono  costanti.  Si  ha  perciò  sempli* 
cemente  : 

medio  dì\  ab  cos  -b  ^  d  b  cos  ò, 

medio  di  a  ^  sen  ^  =  db  sen  e. 

Se  si  rappresenta  con  A  l'ampiezza  del  vettore  alternati vt\ 

si  ha  r/=— ,  e  quindi 
2 

medio  di  a b  cos  *  =  —  Ab  cos  ò  , 

2 

medio  di  a  b  sen  ^  =:  —  -^  />  sen  ò . 

2 

Se  si  prende  come  origine  del  tempo  T  istante  in  cui  a  ha  il 
valore  massimo  A^  l'angolo  0,  che  figura  in  queste  espressioni, 
<r  il  valore  angolare  della  differenza  di  fase  tra  a  e  b. 

ó.''  Caso,  Se  finalmente  a  ^  b  sono  due  vettori  alternativi 
di  uguale  frequenza,  noi  consideriamo  il  primo  come  risultante 
di  due  vettori  rotanti  d  td  s  ed  il  secondo  come  risultante  di 
due  altri  vettori  rotanti  d'  ed  s.  In  grazia  della  proposizione 
dimostrata  all'art.  11,  i  prodotti  abcos^,  ab  sen  9  sono  in  ogni 
istante  uguali  alla  somma  di  quelli  che  si  hanno  colle  combi- 
nazioni dd*,  d s\  sd'y  ss\  Ma,  in  grazia  di  ciò  che  si  è  detto 
dianzi  trattando    il    raso  3. ',  i    valori    medi   dei   prodotti    corri- 
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spendenti  alla  seconda  ed  alla  terza  combinazione  sono  uguali 
a  zero;  dunque,  se  diciamo  ò  l'angolo  costante  tra  </  e  (f  e  <r 
l'angolo  costante  tra  5  ed  s',  abbiamo: 

medio  di  a  ^  cos  z»^=:dd  cos  ò  -}-  ^  5'  cos  ^ , 

medio  di  aAsen  9  =  //rf'sen  5-f  55'senc. 

Se  diciamo  A  ^  B  \q  ampiezze  dei  due  vettori  alternativi  dati, 
e  se  notiamo  che 

a=s= — ,      e      a  =  s=  — , 
2  2 

possiamo  scrivere  anche: 

medio  a  b  cos  9  = (cos  0  +  cos  <j)  , 


medio  a  0  san  ^  =  -~ —  (sen  0  +  sen  a) , 

4 

Se  poi,  dicendo  a  e  5  le  fasi  di  a  e  6,  notiamo  che 

^  =  ?  +  ?-»,    e    (1  =  9- 8  + a, 
possiamo  scrivere  ancora: 

...                 AB 
medio  a  0  cos  9  = cos  ^.  cos  (3  —  a) , 

2 

medio  a  0  sen  -p  = sen  e.,  cos  (3  —  a), 


II- 

APPLICAZIONE  AI  CAMPI  MAGNETICI 
ED  AI  MOTORI  ELETTRICI  A  CORRENTI  ALTERNATE. 

13.  Possiamo  applicare  le  considerazioni  generali  sovra- 
esposte  al  caso  speciale  in  cui  i  vettori  considerati  sono  forze 
magnetiche. 

G.  Ferraris,  Op9r€^  Voi.  I.  24 
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In  questo  caso  le  proposizioni  degli  articoli  8,  9  e  io  nic^^' 
strano  subito  come  per  mezzo  di  due,  o  di  più  campi  magneti^^*^ 
alternativi  dì  direzioni  fisse  si  possa  produrre  un  campo  m^^^ 
gnetico  rotante  ;  esse  mostrano  perciò  come  un  campo  magnetic^^^^ 
rotante  si  possa  produrre  per  mezzo  di  due  o  più  correnti  a  -^ 
ternative  di  fasi  diverse;  esse  comprendono,  in  altre  parole, 
principio  fondamentale  dei  motori  elettrici  a  correnti  altemaiiT  " 
polifasi. 

Viceversa  la  proposizione  dell'art.  3  mostra  come  un  camper 
magnetico  alternativo,  od  un  (lusso  d'induzione  alternativo  sf 
possa  sempre  considerare  come  risultante  di  due,  o  di  più  campi, 
o  di  due  o  più  flussi  di  valore  costante,  rotanti  gli  uni  versi; 
destra  e  gli  altri  verso  sinistra.  Ora  questo  modo  di  considerare 
un  campo  magnetico  od  un  flusso  d' induzione  alternativo  puù 
tornare  molto  utile  nello  studio  delle  correnti  indotte  in  con- 
duttori posti  nei  campo  magnetico  e  delle  forze  che  questo 
esercita  sulle  medesime;  può  per  conseguenza  tornare  utile 
nello  studio  de'fenomeni  fondamentali  in  molti  apparecchi  elet- 
trici, e  specialmente  nei  motori  elettrici  per  correnti  alternative. 
Per  dare  un  esempio  di  applicazione  noi  prenderemo  qui  a 
trattare  di  questi  ultimi. 

14.  Motori  sincroni.  —  Consideriamo  dapprima  una  arma- 
tura costituita  da  un'unica  spirale,  della  quale  le  spire  sieno  in 
piani  perpendicolari  ad  un  asse  comune 
oa  {fig.  12),  e  supponiamo  che  essa  possa 
rotare  nel  piano  della  figura,  attorno  ad 
un  asse  o,  in  un  campo  magnetico,  ove 
l'induzione  magnetica  abbia  il  valore  uni- 
forme B  e  \a.  direzione  costante  o  B.  Se 
tale  spirale  è  percorsa  da  una  corrente 
elettrica,  essa  equivale  ad  un  magnete  di 
asse  oa,  il  momento  magnetico  del  quale 
si  ottiene  moltiplicando  la  somma  delle 
Fi»!,  la.  superficie  delle  spire  per  la  intensità  della 

corrente  in  misura  elettromagnetica  asso- 
luta. Noi  possiamo  rappresentare  questo  magnete,  e  quindi  anche 
la  spirale  percorsa  dalla  corrente,  per  mezzo  di  un  vettore  avente 
la  direzione  oa  ed  una  grandezza  uguale  al  momento  magnetico 
sovraddetto.  Se  la  corrente  è  alternativa  colla  frequenza  »,  anc 
il  vettore  è  alternativo  colla  medesima  frequenza,  e  noi  lo  | 
sifimo   rappresentare,  secondo    il    nostro   metodo,   in   oasil.\ 
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fare  uso  di  questa  rappresentazione  equivale  a  sostituire  al  ma- 
gnete alternativo  oa  due  magneti  rotanti,  i  momenti  magnetici 
dei  quali  sono  rappresentati  da  e  f/  e  da  os.  Dicendo  A  l'am- 
piezza o  a  e  rf  ed  s  le  grandezze  dei  due  vettori  rotanti  o  ti,  o  a, 

j^ 
si  ha  (/=  s  ^  — . 

2 

Ciò  posto,  consideriamo  le  forze  esercitate  sulla  spirale 
dal  campo   magnetico   in    cui  essa  è  collocata.  Queste  forze  si 

riducono  ad  una  coppia,  il  cui  momento  è  fì  .asen  Boa,  e,  pei 
teorema  ricordato  all'art,  ii,  è  uguale  alla  somma 

B  li  seni  +  Bssen  i , 

ove  con  ''  e  con  s  si  rappresentano,  come  più  sopra,  gli  angoli 
che  nell'istante  considerato  fanno  con  o  B  i  due  vettori  rotanti 
destro  e  sinistro  d  ed  s. 

Se  la  spirale  è  in  riposo,  i  vettori  rf  ed  s  rotano  con  la 
medesima  frequenza  n  l'uno  verso  destra  e  l'altro  verso  sinistra, 
e,  per  ciò  che  si  è  detto  all'articolo  12  ^i^."  caso),  i  valori  medi 
dei  prodotti  Bd seni  e  fissene  sono  uguali  a  zero.  È  quindi 
uguale  a  zero  il  medio  valore  del  momento  della  coppia  con- 
siderata. 

Se  si  fa  rotare  la  spirale  attorno  all'  asse  o  con  una  fre- 
()uenza  tu,  gira  con  essa  il  vettore  o  a,  ed  i  due  vettori  fii  ed 
OS  prendono  a  girare  con  velocità  angolari  uguali  alle  somme 
algebriche  di  quelle  ch'essi  hanno  relativamente  all'armatura  e 
di  quella  che  hanno  comune  con  questa.  Se  per  esempio  l'ar- 
matura ruota  verso  la  destra,  il  vettore  rotante  1/  gira  nello 
spazio  con  la  frequenza  11  -  tu,  ed  il  vettore  s  gira  colla  fre- 
quenza ti  —  tu.  Però  finché  »«  è  diverso  da  «  i  valori  medi  dei 
momenti  delle  coppie  sono  ancora  uguali  a  zero. 

Ma  se  111=: II,  la  frequenza  di  rf  diventa  uguale  a  2h  e 
quella  dì  s  sì  riduce  a  zero.  La  corrente  dell'armatura  equivale 
allora  a  due  magneti  di  momento  magnetico  costante,  uno  dei 
quali,  li,  ruota  nel  verso  dell'annatura  con  una  frequenza  doppia, 
e  l'altro,  s,  sta  fisso  nello  spazio.  La  direzione  fissa  di  que- 
st'ultimo è  quella  per  cui  passa  l'asse  oa  della  spirale  rotante 
nel  momento  in  cui  in  essa  la  corrente  alternativa  ha  l'intensità 
massima.  Tale  direzione  fa  con  o  fi  un  angolo  determinato  che 
rappresenteremo  con  t.  In  questo  caso  il  momento  della  coppia 
agente  sull'armatura  non  ha  più  un  valore  medio  uguale  a  zero: 


/■/. 
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allora  inratti  è  uguale  a  zero  soltanto   il  momento  medio  della 
coppia  agente  su  o  il,  ossia  il  valore  medio  de!  prodotto  B  d  set»  '-  ; 

mentre   il    momento    della   coppia    agente   su   os   ha   il  valore 
costante 

B s sen  ; , 


^BsenT. 

Questa  coppia  tende  a  chiudere  l'angolo  soB.  Se  tale  an- 
golo è,  come  in  figura,  a  destra  dì  o  B,  ossia  dalla  parte  verso 
cui  l'armatura  ruota,  la  coppia  si  oppone  al  movimento,  obbliga 
a  spendere  un  lavoro;  l'apparecchio  funziona  come  una  dinamo. 
Se  invece  l' angolo  B os  giace  a  sinistra  di  o B,  ossia  dalla 
parte  opposta  al  movimento,  la  coppia  agisce  nel  verso  della 
rotazione,  essa  fa  un  lavoro;  l'apparecchio  funziona  come  motore 
elettrico;  esso  è,  nella  forma  più  semplice,  un  motore  sincrono. 

La  coppia  motrice  di  questo  motore  varia  tra  o  ed     -AB 


quando  ?  varia  tra  o  e  — .  Per  valori  di  ;  minori  di  —  il  fin; 

2  2 

zionamento  del  motore  è  stabile.  Se  infatti  si  aumenta  la  coppìJ 
resistente,  l' armatura  si    attarda  alquanto,  cresce  l' angolo  ;  < 
cresce  con  esso  il  momento  della  coppia  motrice.  Se  in 
diminuisce  la  coppia  resistente,  l'armatura  accenna  per 
mento  ad  accelerarsi,  diminuisce   cosi   l'angolo   ;  e  con    esa 
diminuisce  la  coppia  motrice, 

15.  Motori   asincroni.    —    Armatura   chittsa  posta 
campo  tiiagticlico  rotatile.  —  Consideriamo  in  secondo  luogo  i 
armatura  formata  di  N  spire,  o  di  A'  spirali   elementari,  chiù 
su  sé  stesse  in  corto  circuito  e  disposte  regolarmente  ad  ugual{1 
distanze   angolari,   in   altrettanti   plani   diametrali,   lutt' attomofl 
all'asse   di    rotazione.  Diciamo  5  la  superficie,  r  la  resistenzi 
ed  L  il  coefficiente   di   autoinduzione   di   una  delle  spirali.  Ini 
maginiamo  poi  che  l'armatura  si  trovi  in  un  campo  magnetic< 
rotante,  nel  quale  l' induzione  magnetica,  costante  ed  unifarmeja 
abbia  il  valore  B    e    ruoti    ri-lativainente  alla  armatura  con  un) 
frequenza  u. 

Nella  spirale   elementare  colla   normale  della  quale  l' indi* 
zione  B  fa,  alla   fine   del   tempo  /,  un   angolo  a,  passa 
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istante  un  flusso  d'induzione  B  S  cos  %  ;  quindi,  per  la  variazione 
di  9c  dovuta  alla  rotazione  di  B  rispetto  all'armatura,  si  ha  nella 
spirale  una  forza  elettromotrice 

ait  uB S sen  « . 

Questa  forza  elettromotrice  produce  nelia  spirale  elementare 
una  corrente  di  intensità  1  data  dalla  formola 

t  = B  o  sen  (x  —  cp) , 

P 

ove  o  è  il  valore  angolare  del  ritardo  di  fase  della  corrente 
rispetto  alla  forza  elettromotrice,  dato  dalla  relazione 

2  71  flZ. 

tang3)=;— ^— , 
e  p  è  la  resistenza  apparente  della  spirale,  ossia 

Tale  corrente  equivale  ad  una  lamina  magnetica,  il  cui  momento 
magnetico  è  uguale  ad  i  S,  ossia  a 

B  S^  sen(x  —  ^), 

P 

e  si  può  rappresentare  con  un  vettore  avente  la  direzione  della 
normale  al  piano  della  spirale,  o,  come  possiamo  dire  concisa- 
mente, la  direzione  a. 

Ora  se  si  proietta  questo  vettore  prima  sulla  retta  che  fa 
con  B  l'angolo  ©,  e  poi  sulla  perpendicolare  ad  essa,  si  ha  ri- 
spettivamente 

— ^  B  S^  sen  (x  —  ^)  cos  (x  —  i) ,      e      — ^  B  5'  sen*  {%  —  ^); 

P  *  ? 

e  se  si  calcolano  i  valori  medi  di  queste  proiezioni  per  a  com- 
preso tra  o  e  2  -,  si  trova  che  questi  valori  medi  sono  rispet- 
tivamente zero  e -     - .  Dunque  le  A'^  spirali  equivalgono 

in  complesso  ad  un  magnete  di  momento  magnetico 

2         S 
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Tasse  del  quale  fa  con  la  direzione  di  B  l'angolo  costante  o  4-  — . 
Tale  magnete   segue  B  nella   rotazione,  stando   costantemente 


ir 


/. 


indietro,  alla  distanza  angolare  9  H .  Se  nella  fig.  13  si  sup- 

pone  che  il  campo  magnetico  ruoti  relativamente  all'  arìnatura 
nella  direzione  della  freccia  w,  e  se  O  -Y  è  perpendicolare  alla 
direzione  O  B  della  induzione  magnetica,  la  direzione  del  ma- 
gnete equivalente  alla  armatura  è  la  O  A,  la  quale  fa  con  O  X 

B    l'angolo  XOA=^^, 

16.  Motori  a  campo  rotante.  — 
Un'armatura  come  quella  che  abbiamo 
ora  considerato,  collocata  in  un  campo 
magnetico  rotante  prodotto  per  mezzo 
di  un  sistema  di  correnti  polifasi,  costi- 
tuisce un  motore  a  campo  rotante. 

La  coppia  motrice  è  quella  che  il 
campo  magnetico  eserciterebbe  se  al 
posto  dell'armatura  vi  fosse  il  magnete 
equivalente  dianzi  considerato.  Il  mo- 
mento di  essa  è  adunque  (figura  13) 
ABsen  A  O  B;  dicendolo  K  e  ponendo  per  A  il  valore  trovato 
nell'articolo  precedente,  si  ha: 

2  p 


F'g-  13- 


Ricordando  che  cos  o  =  —  ,  si  può  scrivere  anche 

P 

2  p' 


ossia 


K=TzNB^S^ 


rn 


r^-i-^^^u'^L^  • 


(i> 


In  questa  espressione  la  lettera  u  rappresenta  la  frequenza 
dei  moto  relativo  di  rotazione  del  campo  magnetico  rispetto  al- 
l' armatura.  La  formola  dà  la  relazione  tra  la  coppia  di  rota- 
zìone  K  e  \si  frequenza  //;  ed  è  facile  vedere  quale  sia  l' anda- 
mento della  linea,  nella  quale  la  formola  si  traduce  quando  si 
prende  n  come  ascissa  e  K  come  ordinata. 
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La  (i)  si  può  scrivere 


K= 


r* 
u 


onde  appare  che  K  cambia  di  segno  senza  cambiare  di  valore 
quando  si  cambia  «  in  —  u,  ha  il  valore  zero  per  w  =  o  e  per 
u=  ±  (x,  ed  ha  un  valore  numerico  massimo  quando  i  due  ter- 
mini del  denominatore,  il  prodotto  dei  quali  è  costante,  sono 
uguali  tra  di  loro,  ossia  quando 


u=± 


TiTi    L* 


Perciò  la  linea   Q  C,  (fig.   14)  i  punti  della  quale  hanno  per 
ascisse  i  valori  di  u  e  per  ordinate  i  corrispondenti  valori  di 


Flg.  14. 


K,  si  compone  dì  due  rami  omotetici  rispetto  all'origine  O, 
passa  per  l'orìgine,  è  assintotica  da  entrambe  la  parti  all'asse 
delle  ascisse  e  presenta  due  punti  J/,  M'  d' ordinata  numerica- 

I    r 

mente  massima,  i  quali   corrispondono  alle  ascisse  -\ e 

I    r  r.NB^S*  u 

—      -r  .  Il  valore  del  massimo  è        —  • 

2  T  Z.  2  r 

L'origine  O  è  un  punto  d'inflessione,  e  nelle  sue  vicinanze 

la  linea  si  confonde  con  una  linea  retta,  la  pendenza  della  quale 

è  -  - .Le  ascisse  dei  punti  massimo  e  minimo  M  ed  M' 

r 

e  la  lunghezza  del  tratto,  che  praticamente  si  confonde  con  una 
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retta,   crescono   col   diminuire   di  — ;   al   limite,  per  — =o,   i 

r  r 

punti  M  ^à  AT  andrebbero  all'  infinito  e   la   linea  si  trasforme- 

rebbe  in  una  retta  passante  per  O  colla  pendenza  ^^ . 

Dato  il  valore  di  u,  e  ritenuto  costante  L,  la  coppia  IC  varia 
colla  resistenza  r.  La  legge  della  variazione  apparisce  chiara  se 
si  mette  l'espressione  di  K  sotto  la  forma 

^H 

r 

Per  r=o  e  per  r=oc,  K  sì  annulla;  per  r= ,  ossia  per 

•K  NB*  S^  u 

esso  è  massimo:  il  valore  del  massimo  è ,  come 

2r 

sopra.  È  da  notare  che  il  valore  di  r,  a  cui  corrisponde  il 
massimo  di  AT,  è  proporzionale  alla  frequenza  u  del  moto  rela- 
tivo tra  il  campo  e  l'armatura. 

17.  In  ciò  che  precede  si  è  considerata  la  relazione  tra  la 
coppia  di  rotazione  e  la  frequenza  u  del  moto  relativo  del  campo 
rotante  rispetto  all'armatura.  Per  trovare  ora  la  relazione  tra 
la  coppia  e  la  velocità  della  rotazione  dell'armatura  basta  os- 
servare, che,  se  si  rappresenta,  come  al  solito,  con  n  la  frequenza 
del  campo  magnetico  rotante,  e  se  con  m  si  rappresenta  la 
frequenza  della  rotazione  dell'armatura,  ossia  il  numero  di  giri 
che  l'armatura  fa  in  i",  si  ha 

«  =  «  —  /;/. 

Portando  questo  valore  nella  (i)  si  ha 

r*  +  j\,  r.^  L^  (n  —  ;;/)* 

la  quale  dà  la  relazione  cercata. 

La  curva  in  cui  si  traduce  questa  formola,  quando  si  prende 
come  ordinata  la  coppia  K  e  come  ascissa  la  frequenza  m  della 
rotazione  dell'armatura,  si  può  dedurre  subito  dalla  curva  Q  O  C, 
della  fig.  14;   anzi    è   la   stessa  curva   riferita   soltanto  ad  altri 
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assi  di  coordinate.  Sì  porti  infatti  su  O  X'  una  lunghezza 
UU,  =  n,  e  sia  p  il  piede  dell'ordinata  di  un  punto  qualunque 
I"  della  curva  C,  C,  ;  si  ha  (\  p^  O  (\  — O p=:n  -  u  ^  tu. 
Dunque  se  sì  prende  il  punto  (.\  come  origine  delle  coordinate, 
la  retta  O,  1',  parallela  ad  ()  Y  come  asse  delle  ordinale  e  la 
i)^  U X,  diretta  da  destra  verso  sinistra,  come  parte  positiva 
dell'asse  delle  ascisse,  la  linea  C,  M' i)  t'M Q  C^  è  senz'altro 
quella  i  punti  della  quale  hanno  per  coordinate  i  valori  di  tn  e 
di  A'. 

La  curva  mette  in  evidenza  le  principali  proprietà  del  mo- 


tore. Bisogna  distinguere  due  casi  :  i!  caso  di  «  ^ 


j  e  quello 


Nel  primo  caso,  quando  w^- 


Y ,  quando  cioè  -xr-nL^r 


si  ha  O  0^-^Otf,  l'origine  O,  cade  a  sinistra  di  y,  od  in  //. 
Allora  K  ha  il  valor  massimo  per  m  =  o:  la  coppia  motrice  è 
massima  quando  l'armatura  non  ruota  ancora,  è  massima  nel 
momento  della  messa  in  moto.  Se  a  partire  dal  riposo,  ossia 
da  ni  =  o,  si  fa  crescere  ni,  K  diminuisce  fino  ad  annullarsi  per 
m^H  e  a  diventare  negativo  per  iti'>ii.  Il  funzionamento  del 
motore  è  stabile.  Infatti  se  cresce  la  coppia  resistente  e  se  perciò 
diminuisce  ni,  cresce  fi  P,  cresce  cioè  anche  la  coppia  motrice  A' 
fino  a  diventare  uguale  al  nuovo  valore  della  coppia  resistente. 
Se  viceversa  diminuisce  la  coppia  resistente  e  se  perciò  la  ve- 
locità aumenta,  diminuisce  /  P,  ossìa  diminuisce  anche  la  coppia 
motrice  K  fino  a  ristabilire  1"  equilibrio. 

Nclsecondocaso,  quando»  >——— .ossia  quandoaK«Z.>r, 

sì  ha  O  O,  >  Oq;  V  origine  (J,  cade  a  destra  di  y.  Allora  per 
m  =  o  la  coppia  motrice  K  ha  un  valore  O^  Q  minore  del 
massimo  q  M.  Se  si  fa  crescere  ut  a  partire  dal  valor  zero,  K 
comincia  a  crescere  e  raggiunge  il  valore  massimo  t}  M  quando 


,„  =  0,i/=  U,  O  -  Oq- 


— .  .  Dopo  di  ciò,  se  / 


ancora,  AT  diminuisce   lino   ad   annullarsi   per   i»  =  »ed   a  di- 
ventare   negativo   per   w/  >  h,  U   funzionamento   del   motore   e 


stabile   per  m  >  (J,  q,   ossia   per 


perchè  allora. 


378 


I  metodo  ptr  la  tratlasiùus 


provocando  una  diminuzione  di  m,  dà  luogo  ad  una  diminuzione 

di  K,  per  cui   si   ristabilisce  l'equilibrio.  Ma  per  nf^ti  - 

il  funzionamento  del   motore  è  instabile.   Se  infatti  per   i 
mento  della  coppia  resistente  si  verifica  una  diminuzione  di  t. 
questa  diminuzione   dà    luogo  ad  una  diminuzione  della  coppia 
motrice  /Ce  quindi  ad  una  ulteriore  diminuzione  dì  ni;  e  questo 
effetto  si  riproduce  e  si  moltiplica  fino  a  tanto  che  il  motore  a 
riduce  al  riposo. 

In  tutti  i  casi  ^  si  riduce  a  zero  per  in  =  n  e  diventa  i 
gativo  per  m  >  ii.  Ciò  vuol  dire   che   in  ogni  caso  i 
far  girare  l'armatura  con  una  frequenza  superiore  a  quella  delle 
correnti,  se  non  per  mezzo  di  una  coppia  motrice  applicata  dal- 
l'esterno all'albero,  se  non  colla  spesa  di  un  lavoro.  La  coppi 
a  ciò  necessaria  ha  il  inomento  massimo  q'  M'  quando 


H  =  0,  O  I-  O  ?■  =  O,  O  +  O  !7  —  «  + 


277/.* 


ii  m.^ 
tppia 
lesto      , 

re  ^^B 

delle 
dal- 


Nel  secondo  caso  or  ora  considerato,  quando  cioè  2  r  m  Z,  !>l! 
può  accadere  (e  accade  comunemente  quando  ii  è  grande)  eh* 
il  valore  O^  O  di  K  corrispondente  ad  h;  =  o  sia  insufficiente 
per  l'avviamento  del  motore.  Allora  si  può  aiutare  l'avviamenti» 
inserendo  nel  circuito  dell'armatura  una  resistenza  non  induttivi 
facendo  cioè  crescere  r  senza  aumentare  L.  Infatti  il  valore  J 
ili  A'  che  la  formola  (a)  dà  per  in  -  o,  valore  che  si  può  scrivei 


K.~: 


è  massimo   per   r^^-tiL',   e   perciò,  finché   r   b   minore 
2- H L,  esso  cresce  col  crescere  di  r,  L' efficacia  di   questo  i 
tifìzio  per  accrescere  K^  nel  momento  della  messa  in  marcia  \ 
tanto  maggiore   quanto  più  è   grande  la  frequenza  ii  delle  co] 
renti  adoperate;  ed  è  precisamente  nel  caso  di  grandi  frequena 
che  esso  può  essere   necessario.  Il   motore  può  avviarsi  da  t 
senza  speciali  provvedimenti,  ed  ha  un  funzionamento  più  stabifl 
quando  la  frequenza  n  è  piccola, 

l8.  Armatl-ra   chiusa   posta  in    un    ca.mpo  magnetico 
iKRNATivo.  Motori  asincroni  monofasi.  —  Si  immagini  ora  < 
la  stessa  armatura  già  considerata  all'art.  15  sia  collocata,  1 
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più  in  un  campo  magnetico  roEanEt,  ma  in  un  campo  magnetico 
alternativo  di  direzione  fissa;  ciò  che  allora  ha  da  accadere  si 
può  facilmente  dedurre  dalle  cose  or  ora  dette. 

Il  campo  magnetico  alternativo  equivale  a  due  campi  rotanti 
ili  direzioni  opposte;  similmente  le  correnti  indotte  nell'armatura 
equivalgono  a  due  magneti  rotanti  in  direzioni  opposte;  sul- 
r  armatura  agisce  adunque  una  coppia  uguale  alla  risultante  di 
quelle  esercitate  dai  due  campi  sui  due  magneti  rotanti.  Ma  per 
le  cose  dette  all'art.  12,  caso  3.°,  i  valori  medi  delle  coppie 
prodotte  da  ciascuno  dei  campi  sul  magnete  rotante  nel  verso 
opposto  sono  uguali  a  zero,  dunque  il  valore  medio  del  mo- 
mento della  coppia  risultante  totale  agente  sull'armatura  è  sem- 
plicemente uguale  alla  differenza  tra  quello  della  coppia  che  il 
campo  rotante  verso  destra  esercita  sul  magnete  rotante  verso 
destra,  e  quello  della  coppia  che  il  campo  rotante  a  sinistra 
produce  sul  magnete  rotante  verso  sinistra.  Detti  K,  e  K.,  i 
momenti  di  queste  due  coppie,  e  detto  K  il  momento  della  coppia 
risultante  agente  sull'armatura,  preso  come  positivo  quando  la 
coppia  è  diretta  verso  la  destra,  si  ha 

K=K,-K,.  (3) 

Le  coppie  K,  e  A',  si  calcolano  colla  formola  (i)  del  §  16- 
deve  a  quest'uopo  ritenere  che  Ji  rappresenti  il  valore  della 
induzione  magnetica  in  ciascuno  dei  due  campi  rotanti  ìn  cui  sì 
è  scomposto  il  campo  alternativo  dato,  si  deve  cioè  ritenere  che 
il  valore  massimo  dell'induzione  magnetica  in  quest'ultimo  sia 
rappresentato  con  2  B.  Si  devono  poi  sostituire  nella  formola, 
alla  frequenza  u  del  moto  relativo,  successivamente  i  valori  », 
ed  M,  corrispondenti  ai  moti  che  i  due  campì  rotanti  hanno  rt- 
/ativaiuente  a/i'uniiattira.  Ora  se  si  suppone  che  l'armatura  ruoli 
verso  destra  con  una  frequenza  ni,  e  se  si  rappresenta  con  11 
frequenza  del  campo  magnetico  alternativo,  si  ha 


i 


K,=^N/Ì'S'' 


r(n  —  m)  ■ 


r'+4v*L'{n  ^-m]*' 
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e  quindi 
K=-NB^S^rV 


n  —  m 


n  +  /;/ 


■^^T^L^(n'-m)^     r*-f4-«iM«  -■  w) 


uA 


(6) 


Le  linee  che  rappresentano  le  relazioni  tra  À"i,  K^,  K  e  la 
frequenza  m  della  rotazione  dell'armatura,  si  possono  ricavare 
subito  dalla  Q  O  C,  che  nella  fig.  14  rappresenta  l'equazione  (i). 

La  Q  O  C,  è  riprodotta  e  segnata  colle  stesse  lettere  nella 
fig.  15,  ove,  come  nella  14,  il  punto  O  è  l'origine  delle  u  ed  il 
punto  Oi,  alla  distanza  OO^  =«  da  O,  è  l'origine  delle  m. 


f 'g-  is- 


si prenda  (fig.   15)  C\  p^  =  O^  p^  =  m,  e  si  tirino  le  corri- 
spondenti ordinate  p^  P^  ^  P%  P%'ì  si  ha  subito  : 


1;/. 


0^1=  OOi  -piOi=n—m  ed  0/a  =  0C\  +  O^ p^  =  n  + 

Dunque  le  ordinate  pi  Pi  e  p^  P,  rappresentano  rispettivamente 
A\  e  Àg.  Per  avere  A'  basta  sottrarre  /,  P^  da  pi  Pi.  Se  si 
prende  sxipi  Pi  il  segmento  Pi  P=pi  P^,  il  rimanente  segmento 
Pi  P  rappresenta  À",  ed  il  punto  P  è  un  punto  della  curva  che 
dà  A"  in  funzione  di  ;;/,  riferita  agli  assi  coordinati  Oj  -ATed  O^  5',. 

Quale  debba  essere  l'andamento  della  linea  A'  si  vede  anche 
più  chiaramente  se  si  disegna  in  Q  P^  Q  la  linea  simmetrica, 
rispetto  all'asse  O^  l'i,  alla  porzione  Q P^  C,  della  Q  O  Q, 
Allora  il  valore  di  K  corrispondente  al  valore  O^  pi  di  m  risulta 
rappresentato  dal  segmento  P^  Pi  compreso  fra  le  due  linee 
QPi  Ci  e  QPq  Cq.  a  questo  segmento  è  uguale,  per  la  linea 
A",  l'ordinata  pi  P  corrispondente  all'ascissa  ;;/=  O,  pi. 

L' esame  della  curva  K  mette  in  chiaro  le  principali  pro- 
prietà del  motore.  Il  momento  A'  della  coppia  agente  sull'arma- 
tura è  nullo  quando  m  =  o,  ossia  quando  l'armatura  è  in  riposo  ; 
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ma  se  questa  gira,  subito  A'  prende  valori  diversi  da  zero,  e 
se  la  frequenza  tii  della  rotazione  non  supera  Ìl  valore  rappre- 
sentato in  figura  con  0,  j4,  esso  è  positivo,  ossia  la  coppia  ha 
il  verso  stesso  della  rotazione,  è  una  eoppia  motrice.  Se,  par- 
tendo dal  riiKiso,  l'armatura  prende  velocità  crescenti,  la  coppia, 
nulla  da  princìpio,  va  crescendo  anch'essa  6no  ad 
raggiunto  il  quale,  se  m  seguita  a  crescere,  essa  diminuisce 
pidamente,  e  si  riduce  dì  nuovo  a  zero  quando  m  raggiunge 
un  determinato  valore  O,  .4  alquanto  inferiore  ad  n.  Pei  valori 
di  tu  maggiori  di  (J,  j1  la  coppia  A'diventa  e  rimane  sempre  nega 
tiva,  ossia  essa  è  opposta  alla  rotazione,  è  una  coppia  resistente. 
II  tratto  discendente  vI/vW  della  curva  corrisponde  ad  un 
funzionamento  stabile  del  motore.  Infatti  se.  mentre  l'armatura 
gira  colla  frequenza  tu  =  (\  />,  e  colla  coppia  motrice  fi,  P,  la 
coppia  resistente  viene  ad  aumentare  alquanto  e  diventa  mag- 
giore di  Pi  P,  la  velocità  dell'armatura  diminuisce,  t>,  A  ■^i'"'" 
nuisce,  e  cresce  la  coppia  motrice  y»,  P  fino  a  ristabilire  l'equi- 
librio. Se  similmente  la  coppia  resistente  viene  a  diminuire, 
r  armatura  sì  accelera,  p,  sì  sposta  verso  sinistra  e  la  coppia 
motrice  p^  /* diminuisce  anch'essa. 

Invece  il  funzionamento  non  è  stabile  pel  tratto  ascendente 
i  jW  della  linea,  ossia  per  valori  di  m  minori  di  quello  a  cui  cor- 
{sponde  il  massimo  della  coppia  motrice.  Allora  infatti  una  dtmi- 
■zione  di  velocità  dovuta  ad  un  eccesso  della  coppia  resistente 
mila  coppia  motrice  provoca  una  diminuzione  di  quest'ultima  e 
{Dindi  una  ulteriore  diminuzione  di  velocità,  la  quale  si  moltiplica 
\  si  contìnua  fino  a  che  l'armatura  si  ferma  completamente. 
Il  tratto  discendente  della  linea  À',  pei  quale  si  ha  un  funzìo- 
tnento  stabile,  ha  una  pendenza  di  poco  inferiore  a  quella  della 
icina  linea  C,  O  C,,  e  la  pendenza  di  questa  nel  punto  O  (§  16) 

■aguale  a .  Similmente  il  punto  massimo  della  linea  A' 

a  assai  poco  da  quello  della  linea  C,  OC,,  l'ascissa  del  quale 

Wn  —  -^  -p  (§  i6).  Dunque  se  è  piccola  la  resistenza  r,  il  tratto 

Itile  della  linea  K  ha  una  grande  pendenza,  e,  se  non  è  plcco- 
fasima  l'induttanza  L,  i  valori  di  tu  ad  esso  corrispondenti  sono 
sompresi  fra  limiti  l'uno  all'altro  molto  vicini.  Ciò  accade  appunto 
*  spesso  nella  pratica:  il  motore  è  bensì  asincrono^  ma  i  limiti  fra 
i  quali  la  velocità  può  variare  compatibilmente  colla  stabilità  del 
funzionamento  sono  spesso  molto  ristretti. 
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La  linea  Q  Pi  O  Ci  (fig.  15)  è  quella  che  rappresenterà^-  ^^^ 
la  relazione  tra  la  coppia  motrice  e  la  velocità  quando  1"  ar^^^^^a 
tura,  invece  di    essere    collocata    in    un    campo  alternativo  "ve 

l'induzione  magnetica  ha  il  valore  massimo  z  B,  fosse  CoUo^^^at.) 
in  un  semplice  campo  magnetico  rotante,  ove  l'induzione  ave=~^? 
il  valore  costante  Ji.  Perciò  la  fig.  15  mette  in  chiaro  le  analt^^'e 
e  le  differenze  che  esistono  tra  !e  proprietà  di  un  motore  as»"' 
crono  a   campo   alternativo   e   quelle   di   un    motore   a   catrtpo    y 
rotante. 

Se  II  non  è  molto  piccolo,  e  se  la  resistenza  r  dell'armatuH 
i,   come   di   solito,   assai   piccola,    le   due   linee    Q P,  OC^  1 
(),  KP A  A",   corrono  vicinissime  l'una  all'altra  per  tutti  i  valor 
di  m  superiori  a  quelli  pei  quali  i  motori  cominciano  ad  i 
un  funzionamento  stabile.  Dunque  per  tutte  le  velocità  compa 
libili  con  un  funzionamento  stabile  il  motore  monofase  si  t 
porta   approssimativamente   come    il  motore   a  campo  rotante 
solamente  la  coppia    motrice  e    in  esso   alcun   poco  più  piccol 
e  si  annulla  per   un   valore   di    m  alcun  poco  minore  dì 
due  linee  si  scostano  invece  notevolmente  l'una  dall'altra  nelU 
parti  corrispondenti  alle   velocità  minori;  e  la  differenza  caral 
teristica  che    da  ciò   deriva  è  che  per  w  —  o  il  momento  dell 
coppia  motrice,  che  nel  motore  a   campo  rotante  può  avere  i 
valore  O,  Q  anche  notevole,  è  nullo  nel  motore  monofase:  il  m* 
tore  a  campo  rotante  può  avviarsi  da  se,  il  monofase  non  Io  pui 

L'espressione  (6)  della  coppia  motrice  dì  un  motore  mono 
iase  si  può  trovare  facilmente  anche  senza  ricorrere  al  nostri 
metodo  di  trattazione  de' vettori  alternativi;  essa  fu  infatti  d 
mostrata  dal  Dr.  J.  Sahuika  direttamente  con  procedimento  pi 
ramcnte  algebrico,'  ed  è  notissima.  Ma  l'esservi  arrivati  « 
nostro  metodo  giova  alla  intelligenza  delle  ragioni  fisiche  < 
fatti,  e  mette  in  evidenza  le  relazioni  che  esistono  tra  un  motoi 
a  campo  alternativo  ed  uno  a  campo  rotante.  Un  motore 
campo  alternativo  si  presenta  come  un  motore  a  campo  rotanl 
differenziale;  le  sue  proprietà  si  derivano  direttamente  da  quell 
dei  motori  a  campo  rotante. 

19.  Inoltre   varie   considerazioni  sì  presentano,  le  quali  1 
rebbcro  meno  ovvie  colla  trattazione  analitica  ordinaria. 


'  J.  Sahulka,  Thtorit  dtr  ThoHUùH' sehtn  (Broien' schtn)  Motortn 
gitti5hnlichiii  ÌVtehsttilrom.  '  Etektrolechnische  Zeitschrìft ,  —  Berlin,  7 
'893,  pag.  391. 
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I  Una  di  queste  si  riferisce  alla  natura  delle  correnti  nell'ar- 
'snatura  ed  alle  reazioni  di  esse  sull'induttore.  Le  correnti  del- 
l'armatura equivalgono,  conte  abbiamo  dimostrato,  a  due  magneti 
Votanti  in  versi  opposti.  I  vettori  che  rappresentano  questi  ma- 
gneti girano  nello  spazio  con  velocita  angolari  uguali  e  preci- 
samente colla  frequenza  n  del  campo  magnetico  alternativo; 
essi  adunque  (§  4,  b)  equivalgono  al  sistema  di  un  vettore 
rotante  e  di  un  vettore  alternativo.  Ciò  vuol  dire  che  le  correnti 
indotte  nell'armatura  producono  nello  spazio  un  flusso  di  indu- 
zione magnetica,  il  quale  si  può  considerare  come  risultante 
dalla  sovrapposizione  di  due  Aussi,  uno  di  valore  costante  e  di 
direzione  rotante  e  l'altro  di  valore  alternativo  e  di  direzione 
fìssa.  Consideriamo  l'uno  dopo  l'altro  questi  due  flussi. 

Flusso  rotante.  —  Il  flusso  rotante  é  proporzionale  alla  dif- 
ferenza tra  i  valori  assoluti  dei  vettori  che  rappresentano  i  due 
magneti  rotanti  equivalenti   alle  correnti   dell'armatura  (§  4,  A). 
K^erciò  esso  è  proporzionale  ad 


ove  con  y^   e  con  j 
spondenti  ad 


i  rappresentino    ì    valori   assoluti,  corri- 


M  -  «  —  m    e  ad    «  ^=  « 
1'  di  H  data  dalla  formola 


+  ^T.•„•L^ 
lodu  di  variare  di  esso  in  funzione  di  in 
basta  considerare  l'an- 
damento div.Ora  v  ha 
valori  assoluti  uguali 
per  H  e  per — «,  è  uguale 
a  zero  per  «  —  o,  cresce 
col  crescere  dì  «  e  per 
«  =  ±  K  tende  assinto- 
ticamente  verso  il  va- 


lore limite  - 


.Se  a 


dunque  (fig.  16)  si  pren- 
dono come  ascisse  i  valori  di  «  e  come  ordinate  i  valori  assoluti 
di  >,  e  se  si  prende  come  origine  il  punto  O  e  come  direzione 
positiva  dell'asse  delle  11  la  O.V,  si  trova  la  linea  /",  OF,  che 
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ha  per  assintolo  ]a  retta  LL  parallela  all'asse  delle  ascisse.  Per 
trovare  y,  —  v,  si  prendono  O  0^  =  ii  ed  O,  fi^  :^  O,  p,:=m; 
risultano  O />g  ~  n  —  ut,  0/>,  ^=  h  +  ut,  quindi  le  ordinate  /,  /*, 
e  p,  Pj  rappresentano  v,   ed  y^   e  si  ha  subito  ^-j  — y^^Pi  ^i 

Il  modo  di  variare  di  questa  differenza  apparisce  chiaro  se 
si  disegna  in  Q  P^  M  la  linea  simmetrica  rispetto  ad  O,  >', 
alla  QPjFj.  Allora  si  ha  l'i  —  Vj  =  —  ^i  l\.  Si  può,  se  si 
vuole,  prendere  questa  lunghezza  come  ordinata,  e  così  si  trova. 
che  prendendo  come  origine  il  punto  O, ,  come  asse  delle  or- 
dinate la  retta  O,  \\  e  come  direzione  positiva  dell'asse  delle 
ascisse  la  O^  A',  Vi  —  i',  è  rappresentata  in  funzione  di  nt  dalla 
curva  0,PMN. 

Il  segno  (-)  del  valore  trovato  derivante  dall'essere 
Pi  Pi  >  Pi  Pi  dice  che  il  (lusso  considerato  ruota  verso  la  si- 
nistra, ossìa  in  direzione  opposta  al  movimento  dell'  armatura. 
Ora  questo  flusso  che  ruota  verso  la  sinistra,  produce  nel  me- 
tallo della  parte  fìssa  della  macchina  correnti  indotte  sulle  quali 
poi  esso  esercita  forze  tendenti  a  trascinarle  nella  propria  rota- 
zione, verso  la  sinistra.  Dunque  viceversa  le  correnti  indotte 
nella  parte  fissa  della  macchina  sollecitano  l'armatura  a  girare 
verso  la  destra,  nel  verso  cioè  nel  quale  essa  già  sì  muov«- 
Quindi  risulta  che  il  ilusso  rotante  dovuto  alle  correnti  nell'ar- 
matura provoca  correnti  indotte,  le  quali  aiutano  la  rotazione 
e  danno  luogo  ad  una  coppia,  che  si  aggiunge  alla  coppia  prin- 
cipale di  cui  si  L-  parlato  nell'articolo  precedente. 

Il  valore  della  coppia  dovuta  alle  correnti  indotte  varia  col 
variare  di  m  e  cresce  col  crescere  dell'ordinata  /,  P  della  lin«  ' 
(>i  M N.  Essa  è  nulla  per  in^o  e  massima  per  ui^n.U 
grazia  di  essa  la  coppia  totale  agente  sull'armatura  invece  & 
annullarsi  per  ih  =  0,  A  (fig.  15),  non  si  annulla  se  non  pef 
un  valore  alcun  poco  più  grande,  più  vicino  ad  w. 

Flusso  alternativo.  —  Il  vettore  alternativo  risultante 
composizione  di  due  vettori  rotanti  di  versi  opposti  ha 
ampiezza  uguale  al  doppio  del  più  pìccolo  fra  i  due  v( 
componenti  (§  4).  Perciò  il  flusso  alternativo  è  proporzìoi 


^r*  "t"  4  ti'  Z.'  («  —  «()' 

Esso  può  essere  nullo  solamente  per  m  = 


SOPRA  UN 

MOTORE   ELETTRICO   SINCRONO 

A  CORRENTE  ALTERNATIVA 

(Nota  presentata  alla  R.  Accademia  delle  Scienze  di  Torino, 
il  !.<*  aprile  1894.  —  Voi.  XXIX  degli  Atti.) 


In  una  Memoria  recentemente  accolta  dalla  Classe  per  la 
pubblicazione  ne'  volumi  accademici  ^  ho  esposto  un  metodo  per 
la  trattazione  dei  vettori  rotanti  e  dei  vettori  alternativi,  ed  ho 
dimostrato  con  alcuni  esempi  di  applicazione  come  esso  possa 
tornare  utile  nella  interpretazione  di  molti  fenomeni  e  nella 
esposizione  in  forma  chiara  ed  affatto  elementare  delle  proprietà 
fondamentali  di  molti  apparecchi  elettrotecnici. 

In  quella  Memoria  io  mi  sono  limitato  ad  applicare  il  nuovo 
metodo  allo  studio  de'  principali  motori  elettrici  a  correnti  al- 
ternative oggi  in  uso.  Ma  il  metodo  mette  anche  in  evidenza 
la  possibilità  di  nuove  combinazioni;  ed  io  credo  di  fare  cosa 
non  inutile  accennando  ad  una  di  tali  combinazioni,  la  quale  è 
suscettibile  di  pratiche  applicazioni. 

Il  metodo  da  me  esposto  nella  Memoria  ricordata  si  ap- 
poggia sopra  le  tre  seguenti  proposizioni: 

I.®  Un  vettore  alternativo  sinusoidale  di  direzione  fissa 
si  può  sempre  considerare  come  risultante  di  due  vettori  uguali 
rotanti  l'uno  verso  la  destra  e  l'altro  verso  la  sinistra  colla 
medesima  frequenza.  La  frequenza  dei  due  vettori  rotanti  è 
uguale  a  quella  del  vettore  alternativo  e  la  grandezza  costante 


*  Un  fftitodo  per  la  fraifasione  dei  vettori  rotanti  od  alternati  ed  una  ap' 
plicazione  di  esso  ai  motori  elettrici  a  correnti  alternate.  Vedi  a  pag.  355  di 
questo  volume. 
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comune  di  essi  è  uguale  alla  metà  dell'ampiezza  del  vettore  al- 
ternativo medesimo. 

2.°  Se  sono  dati  due  gruppi  di  vettori,  e  se  in  un  dato 
istante  sono:  a  la  grandezza  di  uno  qualunque  dei  vettori  del 
primo  gruppo,  b  quella  di  uno  qualunque  dei  vettori  del  secondo 
gruppo,  A  il  valore  istantaneo  del  vettore  risultante  di  tutti  i 
vettori  Gf  B  quello  del  risultante  dei  vettori  b,  9  l'angolo  com- 
preso tra  un  vettore  a  ed  un  vettore  ^  e  4>  l'angolo  di  A  con 
B  si  ha 

^ab cos  9  =  AB cos 4> , 

^ab  sen  '^  =  A  B  sen  <I>. 

3.0  Siano  a  e  b  due  vettori  rotanti  colle  frequenze  fn  ed 
fi;  si  considerino  queste  frequenze  come  aventi  il  medesimo 
segno  o  come  aventi  segni  opposti,  secondochè  le  rotazioni  av- 
vengono nel  medesimo  verso  od  in  versi  opposti,  e  si  rappre- 
senti con  <p  l'angolo,  funzione  del  tempo,  che  i  due  vettori  fanno 
l'uno  coU'altro.  Allora,  se  m  =  n,  i  prodotti 

a  b  cos  <p      ed      ab  sen  <p , 

hanno  valori  costanti;  se  m  ed  n  non  sono  uguali,  tali  prodotti 
sono  variabili  ed  il  loro   valore  medio  calcolato  per  un  tempo 

uguale  ad  un  multiplo  di  ,  o  per  un  tempo  molto  Iuhro 

ni—  n 

a  fronte  di ,  è  uguale  a  zero,  o  piccolissimo. 

m  —  n 

Per  mezzo  di  queste  proposizioni  ho  presentato,  nella  citata 
Memoria,  la  teoria  di  un  motore  a  corrente  alternata  sincrono 
ordinario  nella  seguente  forma  elementare.  Il  motore  è  sempli- 
cemente un  ordinario  alternatore;  e  se  per  semplicità  noi  lo 
supponiamo  bipolare,  esso  si  riduce  a  ciò:  una  armatura  con- 
sistente in  una  spirale  a  spire  parallele  rotante  in  un  campo 
magnetico.  L' armatura  è  percorsa  da  una  corrente  elettrica  al- 
ternativa di  frequenza  ;/  ed  il  campo  magnetico,  prodotto  da 
magneti  eccitati  con  una  corrente  continua,  è  costante.  La  cor- 
rente alternativa  dell'armatura  equivale  ad  un  magnete,  il  cui 
momento  magnetico  è  rappresentabile  con  un  vettore  alternativo 
avente  la  direzione  dell'asse  della  spirale  ed  una  grandezza 
uguale  al  prodotto  della  superficie  totale  della  spirale  per  la 
intensità  della  corrente  in  misura  elettromagnetica  assoluta. 
Questo  vettore  alternativo  poi  si  può  scomporre  in  due  vettori 
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,  r  uno,  d,  a  destra  e  l' altro,  s,  a  sinistra,  le  frequenze 
de*  quali,  relativamente  all'armatura  considerata  come  fissa,  sono 
rispettivamente  -)-  w  e  —  «.  Se  l'armatura  ruota  colla  frequenza 
+  w,  i  due  vettori  rotanti  sovraddetti  rotano  nello  spazio  colle 
frequenze  ti  -\-  ti  ed  «  —  h;  il  primo  ruota  con  una  frequenza 
doppia  di  quella  dell'armatura,  ed  il  secondo  rimane  immobile 
in  una  direzione  fissa,  la  quale  fa  un  determinato  angolo  co- 
stante ?  colla  direzione  del  campo  magnetico.  II  momento  della 
coppia  esercitata  dal  campo  magnetico  fisso  sul  magnete  ro- 
tante rf  ha  un  valore  medio  uguale  a  zero,  ma  quello  della  coppia 
esercitata  su  s  ha  un  valore  costante.  Se  si  rappresenta  con  B 
il  valore  costante  della  induzione  nel  campo  magnetico,  il  mo- 
mento della  coppia  è 

5ssen  f , 

La  coppia  tende  a  chiudere  l'angolo  ip:  aiuta  od  osteggia  il 
movimento  secondochè  la  direzione  fìssa  di  s,  che  è  quella  del- 
.  l'asse  dell'  armatura  nel  momento  in  cui  la  corrente  in  essa  ha 
I  la  massima  intensità,  si  trova  a  sinistra  oppure  a  destra  della 
-direzione  di  B.  Nel  primo  caso  l'apparecchio  funziona  come 
motore  elettrico,  nel  secondo  caso  esso  funziona  come  dinamo. 
Ora  consideriamo  ancora  lo  stesso  apparecchio,  ma  suppo- 
niamo che  il  campo  magnetico,  nel  quale  gira  l'armatura,  invece 
di  essere  costante,  sia  un  campo  alternativo  di  frequenza  « 
uguale  a  quella  della  corrente  dell'armatura  medesima;  suppo- 
niamo in  altri  termini  che  i  magneti  di  campo  sieno  eccitati 
non  più  con  una  corrente  continua,  ma  colla  stessa  corrente 
alternativa  che  si  ha  neU'  armatura,  o  con  un'altra  corrente  al- 
ternativa di  uguale  frequenza.  Possiamo  dimostrare  facilmente 
che  anche  in  questo  caso  si  può  far  funzionare  l'apparecchio 
come  una  dinamo,  oppure  come  un  motore  sincrono,  e  che  a 
tale  uopo  basta  far  rotare  1'  armatura  con  una  velocità  tale  che 
essa  faccia  2  n  giri  al  minuto  secondo. 

Infatti  il  campo  magnetico  alternativo  equivale  a  due  campi 
rotanti,  l'uno,  D,  verso  la  destra,  e  l'altro,  S,  verso  la  sinistra 
colle  frequenze  -)~  «  e  — w.  Ora  imprimiamo  all'armatura  una 
rotazione,  per  esempio  a  destra,  colla  fiequenza  zm.  Dei  due 
magneti  rotanti  d  ed  s,  ai  quali  l'armatura  equivale,  l'uno,  il  </, 
girerà  allora  nello  spazio  colla  frequenza  2H  -J-  «  =  3(1;  l'altro, 
l's,  girerà  nel  medesimo  verso  colla  frequenza  an  —  n^n.  Il 
valore  medio  dei  momenti  delle  coppie  esercitate  su  </  da  /J  e 
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da  S,  e  quello  della  coppia  di  ^  su  s  saranno  nulli;  ma  lo  stesso 
non  sarà  della  coppia  esercitala  su  s  da  D,  poiché  s  e  D  gi- 
reranno entrambi  a  destra  colla  medesima  frequenza  e  perciò 
conserveranno  tra  loro  una  distanza  angolare  f  costante.  La 
coppia  mutua  avrà  adunque  un  momento  costante.  Essa  tenderà 
a  chiudere  l'angolo  ».  L'apparecchio  funzionerà  come  dinamo 
o  come  motore  secondochè  s  precederà  D,  oppure  lo  seguirà. 

Si  ha  cosi  un  motore  sincrono  a  campo  alternativo.  La 
teoria  di  esso,  che  noi  abbiamo  esposto  in  forma  elementare 
pel  caso  semplice  dì  un  apparecchio  bipolare,  si  estende  senza 
difficoltà  al  caso  di  un  apparecchia  multipolare. 

Il  motore,  come  tutti  i  motori  sincroni,  non  comincia  a  fun- 
zionare se  prima  di  caricarlo  non  gli  si  è  impressa  la  velocità 
di  regime;  e  questa  nel  caso  attuale  è  uguale  al  doppio  di 
quella  colla  quale  il  motore  lavorerebbe  quando  il  suo  campo 
magnetico  fosse  eccitato  con  una  corrente  costante.  Ma  non  è 
difficile  immaginare  artifizi  atti  ad  avviare  i  motori  analoghi  a 
quelli  già  in  uso  per  motori  di  altre  specie.  Cosi  per  esempio 
si  può  munire  un  motore  a  4/1  poli  di  un  commutatore  mediante 
il  quale,  nel  periodo  dì  avviamento,  sì  possa  farlo  funzionare 
come  un  motore  bifase  a  soli  2  w  poli,  facendo  passare  in  a  « 
spirali  una  corrente  di  fase  spostata  rispetto  a  quella  che  passa 
per  le  altre  2»f  alternate  colle  prime.  Per  tal  modo  si  può  far 
acquistare  all'armatura  una  velocità  molto  prossima  a  quella  del 
sincronismo  della  macchina  a  a/i  poli,  che  è  appunto  il  doppio 
di  quella  del  sincronismo  per  la  macchina  a4H  poli.  Quando 
tale  velocità  è  approssimativamente  raggiunta,  per  mezzo  del 
commutatore  sì  inseriscono  tutte  le  4«  spirali  in  serie,  od  in 
parallelo,  od  in  gruppi,  in  un  medesimo  circuito,  ed  il  motore 
prende  a  funzionare  normalmente  come  sincrono  nel  modo  che 
abbiamo  spiegato.  Per  la  produzione  della  corrente  ausiliaria,  di 
fase  spostata,  adoperata  nel  periodo  di  avviamento,  sì  può  ado- 
perare l'artifizio  impiegato  dal  Brown  pei  motori  asincroni  mo> 
nofasì,  od  altri  consimili  artifizi  noti. 


TEORIA  GEOMETRICA 

DEI   CAMPI   VETTORIALI 

COME   INTRODUZIONE   ALLO   STUDIO 

ELETTRICITÀ,  DEL  MAGNETISMO,  ecc. 


Lo  scritto  che  qui  si  pubblica  è  stato  trovato  fra  le  carte 
'  '  di  Galileo  Ferraris,  senza  indicazione  di  titolo.  Si  sa  però  che 
esso  avrebbe  dovuto  costituire  come  un  primo  capitolo  di  un 
trattato  completo  d'elettrotecnica,  e  che  fu  redatto  sotto  la  forma 
attuale  in  questi  ultimi  anni  (1894  e  1895).  Da  un  manoscritto 
più  antico,  che  si  proponeva  gli  stessi  fini,  risulta  '  che  la 
!,•  Parte  del  trattato  si  sarebbe  intitolata  cosi:  "Riassunto  di 
nozioni  scientifiche  che  servono  di  fondamento  all'elettrotecnica  „, 
ed  il  i.^  Capitolo  di  essa:  "  Preliminari.  Definizioni  e  teoremi 
generali  sui  vettori  e  sui  campi  di  forze  „.  Nella  nuova  redazione 
i  campi  di  vettori  sono  trattati  in  modo  più  generale  che  in 
quella  più  antica.  E  poiché  tanto  i  concetti  da  cui  si  parte, 
quanto  i  metodi  con  cui  vengono  svolti  sono  essenzialmente 
geometrici,  i  risultati  che  si  ottengono  possono  applicarsi  non 
solo  all'elettrotecnica,  ma  a  tutte  quelle  parti  della  Fìsica  in  cui 
compaiono  campi  di  grandezze  vettoriali.  La  trattazione  è  ele- 
mentare, per  modo  che  può  esser  facilmente  intesa  da  tutti;  essa 
ha  quelle  doti  di  semplicità  e  lucidità  di  esposizione  che  erano 
tanto  ammirale  negli  scritti  e  nelle  lezioni  dell'illustre  Autore. 

Com'è  nolo,  delle  trattazioni  puramente  matematiche  dei 
campi  vettoriali,  svolte  senza  fissare  in  modo  speciale  la  natura 
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fisica  dei  campi  stessi,  s'incontrano  ripetutamente  nella  produ- 
zione scientifica  di  questi  ultimi  tempi.  Dalle  citazioni  contenute 
nel  presente  lavoro,  come  pure  da  un  raffronto  diretto,  appare 
che  esso  ha  profittato  specialmente,  oltre  che  di  un  classico 
trattato  del  Maxwell,  '  di  due  opere  più  recenti  di  O.  Heaviside  * 
e  di  A,  Fóppl.  '  Ma  se  ciò  va  avvertito  per  ragion  di  giustizia, 
va  pure  aggiunto  che  questo  lavoro  ha  un  carattere  proprio  di 
originalità,  si  nell'insieme  che  in  vari  particolari;  per  modo  che 
Ih  sua  pubblicazione  riuscirà  certo  utilissima  a  chiunque  s'inte- 
ressi di  Fisica. 

Quasi  tutto  il  manoscritto  era  redatto  in  maniera  adatta 
per  la  stampa,  senza  che  nemmeno  occorressero  modificazioni 
sensibili  di  forma.  Solo  i  primi  due  paragrafi  non  erano  com- 
pletamente svolti,  avevano  in  qualche  parte  il  carattere  dì  som- 
mari: essi  vennero  completati  seguendo  le  precise  indicazioni 
dell'Autore,  e  badando  alle  applicazioni  che  poi  se  ne  fanno. 
Similmente  in  taluni  passi  del  seguito  venne  inserita  qualche 
aggiunta  che  l'A,  stesso,  con  una  parola  segnata  in  margine  al 
manoscritto,  aveva  indicato  di  volere:  come  il  breve  art.  33,  la 
fine  dell'art.  34  relativa  alla  operazione  VS  ecc.  Poche  e  lievi 
altre  aggiunte  e  modificazioni  furon  fatte  perchè  apparivano  in 
modo  non  dubbio  necessarie,  od  almeno  molto  utili:  come,  ad 
esempio,  un'aggiunta  relativa  ai  segni  nel  ragionamento  del- 
l'art. 27  che  porta  all'esistenza  della  rolaaione  di  un  dato  vettore, 
la  chiusa  del  medesimo  articolo,  quella  dell'art.  38,  ecc.  —  Si  è 
messo  al  principio  di  ogni  paragrafo  un  indice  particolareggiato, 
che  potrà  servire  a  dare  subito  un'idea  del  contenuto. 

Nelle  citazioni  i  numeri  d'ordine  degli  articoli  si  sono  di- 
stinti, mettendoli  fra  [  ],  da  quelli  Af:\\e  formale,  che  stanno  fra  (  ), 


Torino,  marzo,  1S97. 


CORR.VDO  SEGRE. 


'   Trtalise  OH  Elieiriiily  ami  MagiitHsm  (London,    (873). 

*  ElictrotHagmlic  Thtory,  voi.  I  (London,  1893);  v,  specialmente  11  capo  3,^ 
'  Tht  Elimtnis  of  viclorial  Algtbra  anii  jinalysis.  . 

'  Ein/iibrung  in  dù  Maxaitil' seki  Thforìf  dir  EUhlrkìIal  (Leipzig,  1B94).  . 
Il  Iettare  potrà  anche  consultare  utilmente  la  Giomilrù  dtr  WirtulftUtr  delta 
strsso  FOppl  comparsa  solo  ora  (Leipzig,  1897). 


CAPITOLO  I. 

PRIME  NOZiONL  OPERAZIONI  SUI  \TTTORL 

§  t.*  DoDtmoaa  e  xotazkuo.  Sokxa  ih  vtttoìu. 


I.  Cramdease  staiari  e  gramini<  vMoriali,  —  NdU  Flàca 
compaiono  grandezze  <L'  varie  spfdr. 

Le  graoderzie  di  una  medcsinui  specie  si  raisurano  controntui* 
dole  con  una  di  esse,  fissata  come  mata  di  misura.  Così  esse  ven- 
gono a  rappresentarsi  mediante  i  numeri  che  ne  dlnno  la  tnìsun. 

Le  grandezze  che  si  considerano  come  pienamente  deler- 
minate  da  tale  confronto  o  misura,  senza  richiesta  dì  attrì  dati, 
si  dicono  scalari.  Tali  sono  le  masse,  le  temperature,  ecc.  Anche 
un  numero  qualunque,  positivo  o  negativo,  é  uno  scalare,  t^nì 
altra  grandezza  scalare,  quando  sia  fissata  l'unità  dì  misura,  si 
può  sostituire  con  un  numero;  il  quale,  a  seconda  della  Specie 
di  grandezze  di  cui  si  tratta,  sarà  essenzialmente  positivo,  op- 
pure potrà  essere  positivo  o  negativo. 

Vi  sono  altre  specie  di  grandezze,  alle  quali  sono  congiunte 
delle  direzioni  nello  spazio.  Esse  diconsj  graniiezse  f^llorìaii  o 
vettori.  Tali  sono  le  velocità,  le  forze,  ecc.  In  un  senso  più  ri- 
stretto si  chiama  valore  l'operazione  con  la  quale  si  trasporta 
un  punto  per  un  dato  tratto  in  una  data  direzione.  Una  gran- 
dezza vettoriale  si  rappresenta  geometricamente  con  un  seg- 
r  mento  di  retta  avente  la  stessa  direzione  e  la  stessa  misura: 
cosicché  due  segmenti  paralleli,  di  egual  lunghezza  e  direzione 
rappresentano  un  medesimo  vettore.  Come  alla  grandezza  sca- 
lare si  sostituisce  nella  trattazione  matematica  il  Humrro  che  la 
misura,  così  al  vettore  sostituiamo  il  segmento. 

La  determinazione  di  un  vettore  si  può  far  dipendere  dai 
seguenti  due  elementi  : 

i."  La  grandezza  assoluta  del  vettore,  prescindendo  dalla 
direzione;  é  questa  uno  scalare  che  dicesi  lensort. 

s.°  Un  vettore  che  abbia  per   grandezza  l'unità  (vrllore- 
unità),  e  per  direzione  quella  del  vettore  dato:  esso  vicn  chift* 
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mato  versore  di  questo.  —  Vettori  paralleli  fra  loro,  cioè  con 
una  stessa  direzione  o  con  direzioni  opposte,  si  possono  assu- 
mere con  uno  stesso  versore,  purché  allora  si  considerino  i 
tensori  come  suscettibili  di  segno  positivo  o  negativo. 

Notazioni.  —  Per  designare  grandezze  vettoriali  useremo 
lettere  grasse,  come  A,  B,  C, . . .,  a,  b,  e, ...  ;  di  regola  le  maiuscole 
pei  vettori  qualunque,  le  minuscole  per  vettori-unità.  Le  gran- 
dezze scalari  si  rappresenteranno  con  le  lettere  ordinarie  A, 
B,C,.,.;  a,ò,c,,,,;  a,  p,  y* •  •  •  ^^  ^^  vettore  A  si  designeranno 
ordinariamente  con  la  stessa  lettera,  in  altri  caratteri,  il  tensore 
ed  il  versore:  sarà  cioè 


A  =  tensore  A, 


a  =  versore  A. 


2.  Addizione  e  sottrazione  di  vettori.  —  Consideriamo  vettori 
della  medesima  specie  A,  B  . . . 

Si  rappresentino  (fìg.  i)  A  e  B  mediante  due  segmenti  disposti 

Tuno  dopo  l'altro  come  OP  e  PQi  il  vet- 
'^    tore  C  rappresentato  dal  segmento  OQ  di- 
cesi somma  di  A,  B  ;  e  si  scrive 

C  =  A  +  B. 

Dicesi  pure  che  B  è  la  differenza  di  C  ed  A, 
e  si  scrive 

B  =  C  — A. 

Se  i  punti  Oe  Q coincidono,  il  vettore  C 
è  nullo.   Dunque,  quando   due   vettori    A,  B 
hanno  ugual  grandezza  ma  direzioni  opposte  si  può   scrivere 


Fìg.  I. 


ossia 


B  =  o, 


B=-A. 


In  generale,  se  i  vettori  A',  A", 
A',...,  in  numero  qualunque,  si  rap- 
presentano (fìg.  2)  coi  successivi  lati 
OP,  PQ,  QR,,..  di  una  linea  poli- 
gonale (diretti  secondo  un  verso  fissato 
su  questa  linea),  il  vettore  R  rappre- 
sentato dal  segmento  O  T  che  chiude 
la  poligonale  si  dirà  somma  \o  risultante)  di  A',  A",  A"', . . . ,  cioè 

R  =  A'  -f-  A  '  -7-  A'  '  -f- . . . 


1  siudio  e 
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si  può,  infatti,  ottenere  costruendo  prima  il  vettore  A'  +  A", 
Woè  il  segmento  OQ;  poi  la  somma  di  questo  e  di  A'",  cioè 
il  segmento  OR;  e  cosi  via. 

Proiettando  (ortogonalmente)  su  una  retta  qualunque,  oppure 
su  un  piano  qualunque,  si  vede  che  la  proiezione  di  R  sarà  la 
somma  delle  proiezioni  di  A',  A",A"', . . .;  se  la  proiezione  si  fa 
su  una  retta,  questa  somma  delle  proiezioni  si  riduce  ad  una 
somma  algebrica.  Di  qui  si  trae  facilmente  che,  come  un'ordi- 
naria somma  algebrica  non  dipende  dall'ordine  in  cui  la  si  ef- 
fettua, così  la  somma  di  più  vettori  è  indipendente  dall'ordine 
nel  quale  i  vettori  sì  seguono. 

Se  più  vettori  sono  paralleli,  la  loro  somma  è  un  vettore 
parallelo  ad  essi,  che  ha  per  grandezza  la  somma  algebrica  delle 
loro  grandezze.  In  particolare  se  lu  vettori  sono  tutti  uguali  ad 

I  un  vettore  A,  la  loro  somma,  che  s'indicherà  con  mK,  avrà  gran- 

dezza wpla  della  grandezza  di  A.  Di  qui  si  è  condotti  alla  se- 

:'  guente    definizione    del    prò- 

dolio  di  un  vettore  A  per  un 
numero  qualunque   tu  [intero 

«  o   no,   positivo   o    negativo), 

quindi  anche  per  uno  scalare 
qualunque:  sarà  cioè  un  vet- 
tore, la  cui  grandezza  o  ten- 
sore è  il  prodotto  m  A  del 
tensore  A  di  A  per   tu,  ed  il 

||  cui  versore   è  lo   stesso  che 

quello  di  A.  Come  conseguenza 
dì  questa  definizione,  ogni  vet- 
tore A  si  può  riguardare  come 
il  prodotto  del  suo  versore  a 
pel  suo  tensore  A,  cioè 

^H  A  =  ^  a. 

^^^H  3.  Vettori  fotidatHttitali.  —  Fissiamo  tre  direzioni  qualunque 
^^^Kun  complanari,  ad  esemplo  quelle  di  tre  assi  ortogonali  O  X, 
^^^FO  y,  OZ,  (fig.  3).  Ogni  vettore  A  si  può  considerare  come  la 
^^Haomma  di  tre  vettori  l,J,  K  aventi  rispettivamente  quelle  dire- 
^V>zioni  (rappresentando,  come  in  figura,  A  col  segmento  OR,  sa- 
ranno I,  J,  K  rappresentati   rispettivamente  da   O  P,  P  Q,  QR\- 


A^\+l.\-K. 


(') 
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Dicendo  poi  i,  j,  k  tre  vettori-unità  diretti  secondo  le  dire- 
zioni positive  di  quegli  assi,  si  potrà  scrivere  [2]: 

1  =  ^,1,        Ì  =  A^\        K  =  -^,k, 

e  quindi 

k  =  A^\  +  ^aJH-  Aj,k.  (2) 

Qualunque  vettore  A  si  può  così  esprimere  per  mezzo  di 
tre  vettori-unità  fissi,  le  cui  direzioni  si  posson  scegliere  orto- 
gonali fra  loro.  Questi  vettori  1,  j,  k  si  dicono  fondamentali. 

Noi  fisseremo  i  tre  vettori  fondamentali  i  j  k  in  modo  che, 
presi  in  quest'ordine  (o,  ciò  che  è  lo  stesso,  nell'ordine  j  k  i,  op- 
pure kij);  costituiscano  un  sistema  destrorso.  S'intende  con  ciò 
che  il  vettore  i  ha  la  direzione  nella  quale  bisognerebbe  guar- 
dare perchè  la  rotazione  (di  un  angolo  retto)  che  porta  j  in  k 
appaia  fatta  verso  destra,  cioè  nel  verso  delle  lancette  di  un 
orologio.  Tale  è  appunto  il  caso  della  fig.  3,  se  s'imagina  che 
OY,  OZ  giacciano  sul  foglio,  ed  O  Jf  stia  sul  davanti  di  questo: 
cosicché  lo  spettatore  dovrebbe  guardare  di  dietro  al  foglio 
verso  questo. 


§  2.*»  Prodotti  di  vettori. 

Prodotto  scalare.  —  Proprietà  commutativa.  —  Proprietà  distributiva,  ri- 
spetto all'addizione.  —  Corollari.  —  Prodotto  vettoriale  o  vettorprodotto.  ~ 
Scambio  dei  fattori.  —  Proprietà  distributiva,  rispetto  all'addizione.  —  CoroUari. 

4.  Prodotto  scalare,  —  Dicesi  prodotto  scalare  di  due  vet- 
tori A,  B  il  prodotto  dei  tensori  e  del  coseno  dell'angolo  che  i 
due  vettori  fanno  l'uno  coU'altro.  Esso  si  rappresenta  con  A  B.  — 
Detti  A  e  B  ì  tensori  di  A  e  di  B,  la  definizione  si  compendia 
nella  formola: 

A  B  =  ^  5  cos  (A  B).  (3) 

Osservando  che  A  cos  (A  B)  è  la  grandezza  della  proiezione 
di  A  sulla  direzione  di  B,  si  può  anche  dire  così  :  il  prodotto 
scalare  di  A  per  B  è  il  prodotto  di  B  per  la  proiezione  di  A  su  di  B. 

5.  Proprietà  commutativa.  —  La  definizione  (3)  dà 

B  A  =  5  ^  cos  (B  A)  ; 
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e  siccome  B  A  =  A  B  e  cos  (B  A)  =  cos  (A  B),  così 

BA  =  AB.  (4> 

Dunque  il  prodotto  scalare  di  due  vettori  ha  comune  col  pro- 
dotto di  due  quantità  scalari  questa  proprietà,  che  si  può  inver- 
tire l'ordine  dei  fattori  senza  che  muti  il  prodotto. 

6.  Proprietà  distributiva,  rispetto  all'  addizione,  —  Esso   ha 
pure  la  proprietà  distributiva,  rispetto  all'addizione. 

E  facile  dimostrare  in  primo  luogo  che  se 

A  =  A'  +  A''  +  ... 

si  ha 

AB  =  A'B  +  A"B-f  ...  (5) 

A  quest'uopo  basta  osservare  che  [4]  AB  è  il  prodotto  di  B 
per  la  proiezione  di  A  sulla  direzione  di  B;  e  che  [2]  questa 
proiezione  è  la  somma  delle  proiezioni  di  A',  A", . . .  sulla  mede- 
sima direzione  di  B.  Ne  deriva  che  A  B  è  la  somma  dei  prodotti 
di  B  per  le  proiezioni  di  K,k",,.,  su  B;  ossia  la  somma  dei 
prodotti  A'  B,  A"  B  . . . 
Se  ora  anche 

B  =  B'  +  B"  +  . . . , 

si  ha,  applicando  la  proposizione  ora  dimostrata 

AB  =  A'B  +  A"B  +  ... 

=  A'  (B'  +  B"  +  ...)  +  A''  (B'  +  B"  +  ...)  +  ... . 

Ma  applicando  ancora  la  stessa  proposizione  (con  lo  scambio 
dei  fattori,  permesso  in  causa  dell'art  5)  si  ha 

A'  (B'  +  B"  +  ...)  =  A'  B'  +  A'  B"  +  . . . 

A"(B'  +  B"  +  ...)  =  A"  B'  -f-  A"  B"  -r  : . . , 

ecc.  Dunque 

A  B  =  A'  B'  +  A'  B"  +  . . .  +  A"  B'  -f  A''  B"  +  . . . .  (6> 

7.  Corollari.  —  Dalle  definizioni  si  ricava: 

A«  =  A  A  =  ^  ^  cos  (o)  =  ^«,  (7) 

Ì2  =  ja  =  k2  =  i,^  (8> 

|j  =  jk  =  ki  =  o,  (9) 

*  Nella  teorìa  dei  quaternioni  di  Hamilton  è  invece  P=  j'  =  k^  =  —  i.  Le 
definizioni  da  noi  adottate,  differenti  da  quelle  dì  Hamilton,  sono  le  definizioni 
di  cui  si  serve  Heaviside. 
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e  dalla  proposizione  (6): 

A  B  =  (  ^  J  +  ^  J  +  ^,  k)  (  B  J  +  ^  J  +  ^,  k  ) 
=  ^,  j5  J  «  +  ^,  J?  J  *  +  -^,  5,  k  «  +  ^,  j5,  i  j  +  ^,  5.  i  k  +  . . . 

Ponendo  B  =  A  : 

h}  =  A\  ^A\  +  A\.  (II) 

Se  n  è  un  vettore-unità  facente  l'angolo  0  con  A,  la  defini- 
zione di  prodotto  scalare  dà: 

A  n  =  -<4  cos  6  =  proiezione  di  A  su  n. 

Se  n  e  m  sono  due  vettori-unità  comprendenti  un  angolo  ^ 
il  loro  prodotto  scalare  è  : 

n  m  =  cos  6.  (12) 

Ponendo  m  successivamente  nei  tre  vettori  fondamentali  i,  j,  k, 
questa  relazione  dà  le  tre  seguenti  : 

n  I  =  cos  (n  x\    n  j  =  cos  (n>')»     n  k  =  cos  (n  «).  (13) 

8.  Prodotto  vettoriale  o  vettor prodotto,  —  Dicesi  prodotto  vet- 
toriale o  vettorprodotto  di  due  vettori  A,  B  un  terzo  vettore  C 
determinato  nel  seguente  modo.  11  suo  tensore  è 

C=^^sen(AB), 

ossia  è  uguale  all'area  del  parallelogrammo  fatto  su  A  e  B.  La 
sua  direzione  (versore)  è  perpendicolare  ad  A,  B;  e  propriamente 

è  quella  direzione  normale  al   piano 
di  A  e  di  B  che  fa  con  A,  B  un  sistema 
ABC  destrorso  I3I  ;  cioè  quella   dire- 
zione  nella  quale  bisognerebbe  guar- 
dare per  vedere  A  ruotare  verso  destra 
quando  esso,  descrivendo  Tangolo  (A  B), 
venisse  a  portarsi  su  B.  Così  se  i  vet- 
tori  A,  B' s'immaginano   giacenti    nel 
foglio  con  le  posizioni  indicate  dalla  fig.  4,  la  direzione  del  loro 
vettorprodotto   C   è  perpendicolare  al   piano   e  va  dal   davanti 
verso  il  dietro  del  foglio,  ed  il  tensore  C  =  area  O -P  jp /?. 

*  Di  qui  si  può  dedurre  la  nota  relazione 
cos  (A  B)  =  cos  (A  .r)  cos  (B  .v)  4  cos  [ky)  cos  (B^)  +  cos  (A  *)  cos  (B  *). 
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Rappresentiamo  il  veltorprodotto  C  colla  scrittura  ' 

c=Vab. 

.  Scambio  dei  /allori.  —  Se  s"  inverte  l'ordine  dei  due  fai* 
,  B  la  direzione  del  vettorprodotto  diventa,  secondo  la  defi- 
bione,  quella  nella  quale  bisogna  guardare  perchè  una  rotazione 
KB  verso  A  sia  verso  destra:  cioè  quella  che  nella  fig.  \  viene  dal 
fflelro  verso  il  davanti  de!  foglio.  Il  tensore  però  rimane  lo  stesso, 
sempre  uguale  all'area  del  medesimo  parallelogrammo.  Dunque 

VAB=^yBA.  (14) 

lo.  Proprietà  distributiva  rispetto  all'  addizione.  —  S' im- 
magini un  piano  perpendicolare  a  B,  e  su  dì  esso  si  proietti 
il  vettore  A;  la  proiezione,   che  rappresenteremo  con  a  (fig.  5), 

è  un  vettore  giacente  sulla  retta  cornane  a  quel  piano  ed  al 
piano  di  A,  B.  Il  suo  tensore  è  a  =:  ,-J  sen  (A  B},  e  moltipli- 
cato per  B  dk  AB sen (A  B),  che  è  il  ten- 
sore di  C  =  y  A  B.  Quanto  alla  direzione  di  8, 
si  osservi  che  C,  perpendicolare  al  piano  di 
A,  B,  è  pure  perpendicolare  ad  a,  e  giace 
come  questo  vettore  nel  piano  perpendico- 
lare a  B;  inoltre  rispetto  a  C  la  rotazione  Fig.  5 
che  sovrappone  la  direzione  di  a  a  quella 
di  B  appare  fatta  nello  stesso  verso  di  quella  che  porla  A  in  B, 
e  quindi  [8]  la  terna  C  a  B  è  destrorsa.  Concludiamo  che  il  vet- 
tore 8,  moltiplicato  per  lo  scalare  B,  e  fatto  girare  attorno  a  B 
dì  un  angolo  retto  verso  sinistra  (rispetto  a  chi  guarda  nella 
direzione  B)  diventa  uguale  a  C,  ossia  al  vettorprodotto  1|  A  B. 

Da  questa  costruzione  del  vettorprodotto  si  trae  facilmente 
che  anche  i  prodotti  vettoriali,  come  i  prodotti  scalari,  godono 
della  proprietà  distributiva,  rispetto  alla  somma.  Sia  dapprima: 

A  =  A'-1-A"  i  ... 
Si  considerino  i   vettorpr  edotti  ||  A' B,  ^\"B,...  Salvo  una  ro- 
tazione intorno  a  B,  che  è  la  stessa  per  tutti,  ed  una  moltipli- 
cazione per  lo  scalare  B,  essi  sono  rappresentati   dalle  proie- 
zioni a',  a", ...  di  A',  A", ...  su  di  un  piano  perpendicolare  a  B. 


'  IntrodotU  da  Dan 


e  da  Poppi-,  salvo  lie' 
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La  loro  somma  dunque,  salvo  sempre  la  suddetta  rotazione  e  la 
moltiplicazione  per  B^  è  rappresentata  dalla  somma  vettoriale 
a'  +  a"  +  . . . ,  cioè  [2]  dalla  proiezione  a  di  A  sul  piano  perpen- 
dicolare a  B.  Ora  il  vettore  a,  con  quella  stessa  rotazione  in- 
torno a  B  e  moltiplicazione  per  B^  ci  dà  pure  y  A  B.  Dunque 

y  (A'  +  A"  +  . . .)  B  =  y  A'  B  +  y  A"  B  +  . . . . 

Similmente  si  dimostra,  oppure  si  può  dedurre  dall'ultimo 
risultato  e  dalla  proposizione  (14),  che 

y  A  (B'  +  B"  +  . . .)  =  y  A  B'  +  y  A  B"  + . . . 

Infine,  applicando  successivamente  l'una  e  l'altra  relazione, 
si  ha 

y(A'  +  A"  +  ...)  (B'-fB"  +  ...)  =  yA'(B'  +  B"+,..)  + 

+  yA"(B'  +  B"  +  . ..)  +  ...; 

V(A'  +  A"  +  ...)(B'  +  B"  +  ...)  =  yA'B'+yA'B"  +  ...i 

+  yA"B'  +  yA"B"  +  ...;  \  ^^^^ 

cioè  la  proprietà  distributiva  nel  senso  più  generale.  Neli'appli- 
carla  devesi  badare  nei  singoli  prodotti  parziali  all'ordine  dei 
due  fattori  [9]. 

II.  Corollari,  —  Consideriamo  tre  vettori-unità  I,  r,  a,  che, 
messi  in  quest'ordine,  costituiscano  un  sistema  destrorso;  e 
supponiamo  che  a  sia  perpendicolare  al  piano  di  I  e  di  r  e  che 
questi  comprendano  tra  di  loro  un  angolo  uguale  a  0.  Le 
«sposte  definizioni,  applicate  a  questi  vettori-unità,  danno  : 

y  I  r  =  a  sen  0.  (16) 

Se  0  =  0,  questa  dà  : 

Vlr  =  o,  (16') 

e  se  Oz=9o^>: 

yir=a.  (16") 
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Applicando  queste  relazioni  ai  tre  vettori  fondamentali  i,  j,  k.  si 
hanno  le  seguenti  relazioni  importanti: 

¥»«=    ¥jj=    ¥kk  =  o;  \ 

Vlj  =  k,    ¥ik  =  l,     ¥kì=j.    >  ^'"^ 

Se  poi  si  pone 

e  si  svolge  il  prodotto  ]|  AB  per  mezzo  della  proposizione  [io). 

tenendo  conto  delle  (17)  e  raccogliendo  i  termini  in  i,  in  j  ed 
in  k,  si  ha  : 

VAB  =  iM,5,-^,^,)-rÌM,^t-^t5,)-hkU-Ji^,-^,fii)    (18) 

od  anche 

ì       j       k 

]|AB=    j1,    A^    A^    .  (18) 

B^    B^    B^ 


CAPITOLO  II. 

CAMPO  DI  UxN  VETTORE. 
§  i.°  Definizioni. 

Campo.  —  Distribuzione.  —  Rappresentazione  fìsica   del   campo.  --  Lino  e 
-di  flusso  e  superficie  di  livello. 

12.  Campo,  —  Noi  diciamo  campo  di  un  vettore  Io  spazio 
entro  al  quale  il  vettore  esiste  o  dentro  al  quale  lo  si  vuole 
considerare. 

Un  campo  può  abbracciare  tutto  lo  spazio  infinito,  oppure 
può  essere  limitato  da  una  o  da  più  superficie  chiuse. 

Esso  poi  può  essere  aciclico  o  ciclico.  Per  le  applicazioni  a 
cui  miriamo,  importa  ricordare  il  significato  di  questa  distin- 
zione. Noi  diciamo  che  una  regione  è  aciclica  quando  qualunque 
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lìnea  chiusa,  Ìii  essa  situata,  può  per  mezzo  di  una  graduale 
contrazione,  ridursi  ad  un  semplice  punto  senza  mai  cessare 
essere  chiusa  e  senza  che  una  parte  qualunque  di  essa  esi 
mai  dalla  regione.  Per  esempio  le  due  parti  nelle  quali  una  si 
perfide  sferica  divide  lo  spazio  indefinito,  l'interno  cioè  e  ]'■ 
sterno  della  sfera,  sono  regioni  acicliche;  e  così  pure  lo  spadl 
compreso  fra  due  superficie  sferiche  concentriche. 

Diciamo  invece  che   una  regione  è  ciclica  quando  è 
bile  tracciare  dentro  di  essa  qualche   linea  chiusa  tale  che  non 
sì  possa  per  mezzo  di  una  graduale  contrazione  ridurre  ad  un 
mphce  punto  senza  che   essa  si 
apra,  o  che  una  qualche  parte  di 
essa  esca  dalla  regione.  Per  esempio 
sono  cicliche  le  due  parti  dello  spazio 
i  separate  dalla  superfìcie  P,  Q^  P,  Q, 
(fig.  6)  di  un  toro  o  di   un   anello, 
hifatti  nella  regione  interna  sì  pos- 
IO   tracciare  linee  come   PQ  le 
quali  non  possono,  rimanendo  sem- 
pre chiuse,   contrarsi   in  un   punto 
senza  usciredalla  superficie  del  toro; 
e  similmente  nella  regione  esterna 
Fig.  6.  si  possono   tracciare   linee   chiuse» 

come  la  R  S,  le  quali  non  possoi 
rimaner  chiuse  e  nel  tempo  stesso  contrarsi  in  un  unico  punì 
senza  che  qualche  parte  di  esse  entri  nella  regione  interna. 

Notiamo  che  le  linee  PQ   ed   RS  ora   considerate,  sci 
collocate  l'una  rispetto  all'altra  come  due  anelli  consecutivi 
una  catena.  E  questa  una  disposizione  della  quale  ci  occorrei 
spesso  parlare;  per  indicarla  diremo  che  le  due  linee 
coll'altra  concatenate. 

Quando  una  linea  chiusa  si  riduce  ad  un  punto  per 
di  una  graduale   contrazione,  come   abbiamo   immaginato, 
prende  infinite  forme  e  posizioni  successive,  l'una  all'altra 
tamente  vicine.  Così  essa  genera  una  superficie  continua 
quale  essa  costituisce   l' intiero   contorno.  Si   possono   adunqi 
presentare  altrimenti  le  precedenti   definizioni,  e   dire:  Una 
gione  si  dice  aciclica   quando   per   qualunque  linea  chiusa 
dentro  di  essa  si  può   condurre   una  superficie  la  quale  sia 
tieramente   situata   nella  regione   e   della  quale  la   linea  chiu! 
data  costituisca  1'  intiero  contorno. 


OR       ■ 


»  studio  lirlltì  tUltricttà,  etc. 


Una  regione  cìclica  come  quella  che  abbiamo  consideralo, 
p.  e.  la  regione  interna  di  un  toro,  si  trasforma  in  una  regione 
addica  se  si  fa  in  essa  una  sezione  AB  (fig.  7)  e  se  le  due 
(accie  di  questa  si  considerano  come  parti  della  superficie  iimì- 
tante  la  regione;  se  in  altri  termini  si  esclude  dal  campo  Io 
spazio  compreso  tra  due  superficie  infinitamente  vicine  ad  AB 
in  modo  che  il  campo  risuiti  limitato  dalla  superficie  chiusa 
fonnata  dalla  superficie  del  toro  e  dalle  due  dette  superficie 
infinitamente  vicine.  Dopo  ciò  una  linea  non  si  può  più  consi- 
derare come  tutta  contenuta  nel 
campo  se  essa  come  la  i'Q  della 
fig.  6  attraversa  la  sezione  A  B.  Ora 
le  lìnee  chiuse  che  non  attraversano 
la  sezione  AB  come  U  fqr  delia 
fig.  7  possono  tutte  per  contrazione  | 
ridursi  a  un  punto  senza  aprirsi  e 
senza  uscire  dal  campo  medesimo; 
lutle,  come  W  pqr,  possono  costi- 
tuire il  contorno  completo  di  super- 
ficie situate  intieramente  nel  campo. 

In   casi  meno  semplici   occor-  ¥,%.  7. 

reno,  invece  di  una  semplice  sezione 

-■/  B,  più  sezioni;  si  hanno  ciclosi  di  ordine  superiore;  ma  sem- 
pre, con  un  conveniente  numero  di  sezioni,  è  possibile  trasfor- 
mare una  regione  qualunque  da  ciclica  in  acìclica. 

13.  Distribuzione.  Kappresentaziotie  fisica  del  campo,  —  Nel 
campo  di  un  vettore  il  tensore  ed  il  versore  di  questo  variano, 
in  generale,  da  punto  a  punto,  ma  per  ogni  punto  sono  detcr- 
minati. Il  tensore  dicesi  anche  valore,  ed  in  alcuni  casi  intensità 
del  campo  nel  punto  considerato;  il  versore  definisce  la  dire- 
zione del  campo  nel  punto  stesso.  SÌ  dice  che  è  nota  la  distri- 
liHzione  del  vettore  quando  per  ogni  punto  del  campo  si  conosce 
il  valore  e  la  direzione  dì  esso. 

Se  non  faremo  osservazione  in  contrario,  noi  riterremo 
sempre  che  nel  campo  considerato  la  distribuzione  non  presenti 
alcuna  discontinuità.  In  tutti  i  casi  potremo  sempre  fare  si  che 
questa  condizione  sia  soddisfatta,  limitando  il  campo  considerato 
per  mezzo  di  superficie,  le  quali  escludono  da  esso  le  regioni 
ove  si  presentano  diseoniinuità;  od  anche  sostituendo  col  pen- 
siero ad  una  variazione  discontinua  una  variazione  rapida  si, 
la.  Nelle  considerazioni  di  fisica  quest'ultimo  modo  di 
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o  alla  realtjl^H 
malico  della  ^ 


considerare  le  rapide  variazioni  corrisponde  spesso  alla  realtjll 
fìsica  delle  cose  meglio  del  concetto  puramente  matematico  della  ' 
discontinuità. 

Per  rappresentarci  nella  mente  la  distribuzione  del  vettore, 
giova  in  molti  casi  ricorrere  ad  una  finzione,  colla  quale  si  ma- 
terializza il  campo  e  lo  si  rende,  per  cosi  dire,  tangibile.  Si 
immagina  che  il  campo  sia  ripieno  di  una  materia,  o  come  si 
suol  dire,  di  uji  tueszo  costituito  da  punti  materiali,  che  questi 
punti  si  spostino  e  che  in  ogni  punto  del  campo  il  vettore  sìa 
proporzionale  allo  spostamento  del  punto  materiale  inizialmente 
situalo  nel  punto  stesso,  sia  cioè  uguale  a  tale  spostamento 
moltiplicato  per  una  costante  scalare.  Se  si  immagina  che  le 
particelle  del  mezzo  sieno  libere  di  spostarsi  le  une  rispetto 
alle  altre  in  tutti  Ì  modi,  se  cioè  si  immagina  che  il  corpo  5ÌL 
un  fluido,  la  finzione  risulla  possibile  e  legittima,  qualunque  sid 
la  distribuzione  del  vettore  che  si  vuol  considerare.  fl 

Se  poi  si  suppone  che  la  costante  scalare  per  la  quale  bnl 
sogna  moltiplicare  lo  spostamento  per  avere  il  vettore  sia  gran- 
dissima, si  È  condotti  a  considerare  soltanto  spostamenti  picco- 
lissimi, corrispondenti  a  deformazioni  piccolissime  del  mezzo- 
In  questo  modo  la  continuità  nella  distribuzione  del  vettori 
corrisponde  alla  continuità  nella  deformazione  di  un  còrpo; 

rappresentazione  del  campo  ries<! 
singolarmente  chiara  ed  istruttivi 
14.  Linee  di  /lusso  e  suptrfiotm 
lìi-eUo.  ~  Questa  è  una  rappresenta 
zionc  fìsica  do!  campo,  la  quale  p(4 
giovare  ìn  molti  casi  ad  aiutare  fl 
pensiero,  e  dalla  quale  sono  derl 
vate  alcune  locuzioni  che  dovremi 
stabilire. 

Per    descrivere    un    campo 

Fin.  8  modo  che  si  veda  chiaramente  come 

in  esso   vari  il  vettore  da  punto  a 

punto  giovano  rappresentazioni  geometriche,  e   per  arrivare  ■ 

queste  giova  considerare  nel  campo  le  linee  di  flusso  e  le  sHp* 

di  livello. 

Linea  di  flusso  dicesi  una  linea  tangente  in  ogni  suo  pm 
al   vettore  ivi  esistente.   In   un  punto  A  del   campo   il   vettorj 
abbia  la  direzione  A  a  (fig.  8).  Si  prenda  su  ^  a  un   punto  j" 
infinitamente  vicino  ad  A,  e  sia  SA  la  direzione   che   in   < 


/" 
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fia  il  vettore.  Sia  similmente  C  un  punto  preso  sw  Bb  ^  Ce  la 
<lirezione  del  vettore  nel  medesimo,  e  così  via.  La  linea  poli- 
gonale ABC,  ha  per  limite  una  curva  tangente  al  vettore  in 
■ogni  suo  punto:  una  linea  di  flusso.  Nella  rappresentazione 
fisica  per  mezzo  di  un  fluido  una  linea  di  flusso  è  una  linea 
•della  quale  tutti  i  punti  si  spostano  lungo  la  linea  stessa.  Questa 
interpretazione  dà  ragione  della  denominazione. 

Per  ogni  punto  del  campo  si  può  far  passare  una  linea 
•di  flusso. 

Il  luogo  geometrico  delle  linee  di  flusso  passanti  pei  punti 
di  una  linea  chiusa  A  B  (fig.  9)  è  una  superficie  tubulare  A  B 
A'  B\,,  Il  solido  geometrico  limitato  da  questa  superficie  dicesi 
un  tubo  di  flusso.  Nella  ipotesi  dello  spostamento  di  un  fluido, 
tutto  il  fluido  che  prima  dello 
spostamento  era  in  un  tubo 
di  flusso,  dopo  dello  sposta- 
mento è  ancora  dentro  di 
•esso,  esso  si  muove  lungo  il 
tubo,  fluisce  in  esso;  quindi 
il  nome. 

Superficie  di  livello  di-  "  Fig  9. 

cesi  una  superficie  la  quale 

sia  normale  in  ogni  suo  punto  al  vettore  ivi  esistente.  Si  dimostra 
facilmente  per  via  analitica  che:  quando  la  distribuzione  del 
vettore  soddisfa  una  certa  condizione,  esistono  infinite  superficie 
-di  livello,  sì  che  per  ogni  punto  del  campo  se  ne  può  far  pas- 
sare una. 

Supposto  ciò,  si  può  per  mezzo  di  linee  di  flusso  e  di  su- 
perficie di  livello  convenientemente  scelte  e  rappresentate  in  un 
disegno  od  in  un  modello  fare  un  reticolato  che  dia  un'idea  della 
distribuzione  del  vettore.  Come  un  tale  reticolato  serva  a  mo- 
strare in  un  colpo  d'occhio  il  modo  nel  quale  da  punto  a  punto 
varia  la  direzione  del  vettore  è  evidente  senz'altro.  Noi  vedremo 
fra  poco  come  in  alcuni  casi  importanti,  mediante  opportune 
convenzioni  ed  una  conveniente  scelta  delle  linee  e  delle  su- 
perficie rappresentate,  esso  possa  anche  indicare  il  modo  di 
variare  della  grandezza  del  vettore. 


404 


Teoria  geometrica  dei  campi  vettoriali 


§  2.**  Integrale  su  di  una  superficie.  Divergenza. 

Flusso  attraverso  ad  un  elemento  di  superfìcie;  flusso  attraverso  ad  una^ 
superfìcie  fìnita.  —  Flusso  attraverso  ad  una  superfìcie  chiusa.  —  Divergenza. 
—  Espressione  analitica  della  divergenza.  ~  Teorema  della  divergenza.  — 
Distribuzione  solenoidale.  —  Tubi  unità.  Rappresentazione  del  campo  con  unr 
modello.  —  Variazione  del  vettore  lungo  un  tubo  di  flusso  sottilissimo. 

15.  Flusso  attraverso  ad  un  elemento  di  superficie.  —  Nel 
campo  del  vettore  A  si  consideri  un  elemento  di  superficie  piana 
di  area  dS  (fig.  io);  sulla  normale  al  piano  di  questo  elemento- 
si  scelga  una  direzione  positiva,  e  si  rappresenti  con  n  un  vet- 
tore unità  avente  tale 
direzione.  Dicesi  /lusso- 
del  vettore  A  attraverso- 
all'elemento  piano  dS 
nella  direzione  n  il  pro- 
dotto scalare  k  n  d  S, 
Rappresentandolo  cor> 
dz,  si  ha: 

d^=kndS.     (19) 


Fì|^.  la 


Il  prodotto  scalare  An  è  [y]  la  proiezione  del  vettore  A 
sulla  normale  all'elemento,  cioè  la  componente  del  vettore  presa 
nella  direzione  della  normale  positiva.  Se  rappresentiamo  con 
An  questa  componente,  possiamo  anche  scrivere: 

d^  =  AHdS; 


e  se  diciamo  0  l'angolo  di  A  colla  normale  positiva  n  : 

d^  =  Acos^dS. 


(i9> 


(19"^ 


Il  flusso  d^  è  una  quantità  scalare,  la  quale  cambia  di  segno 
quando  si  inverte  la  direzione  scelta  per  la  normale  positiva. 
Se  ^i'  è  il  flusso  nella  direzione  n',  si  ha  r/*'=  —  ^*. 

Se  il  vettore  A  è  la  somma  di  più  altri  A',  A", . . . ,  se  cioè 
A  =  A'  +  A"  +  . . . ,  si  ha  per  la  proprietà  distributiva  dei  pro- 
dotti scalari: 

kndS=k'ndS+k"ndS+..., 

il  che  vuol  dire  che  il  flusso  della  somma  di  più  vettori  è  uguale 
alla  SQ|iima  dei  flussi  dei  vettori  componenti. 
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Flusso  attraverso  ad  una  superficie  finita.  —  Dicesi  flusso 
attraverso  ad  una  superfìcie  «S  (fìg.  io)  la  somma  dei  flussi  at- 
traverso agli  elementi  di  essa.  Rappresentandolo  con  ^,  abbiamo 
<iaUe  (19)  (19')  (19")  : 


(^=  |An^5=  {AndS=  j^cosO^S. 


(20) 


L'indice  S  posto  al  piede  del  segno  d'integrazione  serve  a  ri- 
scordare  che  l'integrazione  si  deve  estendere  a  tutta  la  superficie  S. 
Se  la  superficie  S  è  una   porzione  di  una  superficie  di  li- 
vello, si  ha 

A  n  =  -4«  =  -4 cos  0  =  ^, 


•e  quindi 


H 


AdS. 
s 


In  questo  caso,  se  si  rappresenta  con  Am  il  valor  medio 
^i  A  sulla  superficie  S,  si  ha: 

I  r  9 

■ApH  —  "^  I  y^  «  o  ^=  -^ . 

Se  poi  la  distribuzione  è  tale,  o  la  superficie  S  è  talmente 
piccola,  che  su  di  essa  A  sia  o  si  possa  ritenere  come  costante, 
.si  ha  esattamente  o  per  approssimazione  Am  =  A,  e  quindi  : 

In  questo  caso  si  può  ricavare  il  valore  del  vettore  dal  valore 
del  flusso  attraverso  ad  una  porzione  5  di  una  superficie  di 
livello;  basta  a  quest'uopo  dividere    il  flusso  per  la  superficie. 

Se  S  è  una  parte  della  superficie  laterale  di  un  tubo  di 
flusso,  0  è  un  angolo  retto,  e  quindi  ^  n  =  An  =  A  cos  0  =  o  ; 
-quindi  0  =  0. 

Nella  rappresentazione  fisica  del  campo  fatta  per  mezzo 
•della  finzione  di  un  fluido  che  riempie  il  campo  e  che  in  esso 
si  sposta  [13],  il  flusso  prende  un  significato  che  ne  giustifica 
il  nome.  Se  infatti  si  suppone  che  il  vettore  A  rappresenti  lo 
spostamento  di  una  particella  del  fluido,  AndS  rappresenta  il 
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volume  di  fluido  che  ha  attraversato  l'elemento  d  S,  ed  il  flusso  ^ 
rappresenta  11  volume  di  fluido  che  ha  attraversato  l'intera  su- 
perficie S. 

Se  l'elemento  dS  appartiene  ad  una  superfìcie  di  livello, 
se  cioè  n  è  tangente  ad  una  linea  di  flusso,  il  volume  dì  fluido 
che  ha  attraversato  la  superficie  dell'elemento  è  AdS.  Quindi 
il  tensore  A  rappresenta  il  volume  di  fluido  che  passa  a  tra- 
verso dì  una  unità  superficiale  presa  su  di  una  superfìcie  di 
livello;  il  volume  di  fluido  che  passa  a  traverso  di  un  elemento 
di  questa  superfìcie,  riferito  all'unità  superficiale.  A  questo  vo- 
lume si  dà  il  nome  di  spostamento  nel  punto  del  campo  con- 
siderato. 

Qui  noi  abbiamo  supposto  che  il  vettore  A  rappresenti  Io- 
spazio  percorso  da  una  particella  del  mezzo.  Se  supponiamo 
che  esso  sia  semplicemente  proporzionale  a  tale  spazio,  che 
cioè  esso  sia  uguale  a  tale  spazio,  moltiplicato  per  una  costante 
scalare,  troviamo  che  il  flusso  i  rappresenta  il  volume  di  fluido 
passato  attraverso  alla  superficie  moltiplicato  per  la  medesima 
costante  scalare.  Il  tensore  A  è  in  questo  caso  semplicemente 
proporzionale  allo  spostamento  dianzi  definito.  Se  supponiamo 
che  il  movimento  del  mezzo  si  compia  nel  tempo  ìnfìnitesìmo  t^  J 

e  se  diamo  alla  costante   scalare   ora  considerala  il  valore  — ^1 

il  vettore  K  rappresenta  la  velocità  del  movimento,  ed  il  (lusso  u 
rappresenta  la  quantità  di  fluido  che  passa  attraverso  alla  sa^ 
perfide  in  una  unità  di  tempo. 

16.  Flusso  attraverso  ad  una  superficie  chiusa.  —  È  impor*] 
tante  il  caso  nel  quale  S  è  una  superficia  chiusa.  In  questoti 
caso  se  n  è  sulla  normale  esterna,  s  si  può  denominare  ÌI  fluss 
uscente  dalla  superficie;  se  n  è  sulla  normale  interna,  si  può-1 
denominare  flusso  entratile  nella  superficie.  Si  può  anche  dire  f 
nel  primo  caso:  flusso  uscente  dallo  spazio,  o  dalla  regione,  o  J 
dal  volume,  contornato  dalla  superficie  S,  e  ne!  secondo  caso:! 
flusso  entrante  nello  spazio,  nella  regione  o  nel  volume  medesimo.  J 

Immaginiamo  che   il    volume  V  racchiuso   nella   superficie  j 
chiusa  5  sia  in  un  modo  qualunque  diviso  in  un  certo  numero  J 
di  parti  V.  Noi  possiamo  considerare  ii  flusso  uscente  dal  volume  4 
totale   V  e  quelli  uscenti   dalle    singole   parti  v  di  tale  volume 
È  facile  vedere  che  se  dentro  alla  superficie  5  la  distribuzioni 
del    vettore   non   presenta   discontinuità,    la   somma   del   flu! 
uscenti  dai  volumi  parziali  v  è  uguale  al  flusso  uscente  dall'i) 
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P.tìero  volume  V.  Per  dimostrare  ciò  basta  considerare  due 
qualunque  delle  parti  v  le  quali  siano  contigue  t' una  all'altra, 
per  esempio  le  parti  ^  e  y  (fig.  ii(,  Je  quali  combaciano  colla 
faccia  comune  abeti.  Il  flusso  che  attraversa  la  superficie  abcd 
(quando  sulla  normale  di  questa  si  scelga  un  verso  positivoj 
esce  da  uno  dei  due  volumi  P  ^  q 
ed  entra  nell'altro;  esso  è  una  parte 
positiva  del  (lusso  uscente  dal  primo 
ed  una  parte  positiva  del  flusso  e 
Irante  nel  secondo,  ossia  una  parte 
negativa  del  llusso  uscente  da!  se- 
condo; per  ciò  nella  somma  dei 
tlussi  uscenti  da  /•  e  da  ^  esso  dà  \ 
due  termini  uguali  e  di  segni  con- 
trari, i  quali  si  elidono.  Rimangono 
non  elisi  solamente  i  flussi  attra- 
verso a  quelle  faccìe  dei  v  le  quali 
fanno  parte  della  superficie  S;  e  la 
somma  di  questi  flussi  costituisce 
appunto  il  flusso  uscente  da  S. 

Lo  stesso  evidentemente  si  può  dire  dei  flussi  entranti. 

17.  Divergenza.  —  La  proposizione  precedente  sussiste  qua- 
ique  siano  le  grandezze  ed  il  numero  delle  porzioni  nelle 
lali  il  volume  fé  stato  diviso;  essa  rimane  vera  anche  quando 
sse  siano  infinitamente   piccole.  E   per  tal  modo  il  calcolo  del 

)  uscente  da  una  superfìcie  chiusa  qualunque  si  può  ridurre 
\  quello  di  una  somma  di  flussi  uscenti  da  elementi  di  volume, 
mporta  adunque  fermare  1'  attenzione  sul  flusso  uscente  da  un 
wlume  infinitesimo  per  chiarirne  il  significato  e  per  -vedere 
ne  esso  dipenda  dal  volume  medesimo. 

A  quest'uopo  torna  utile  ricorrere  alla  rappresentazione 
|»ca  |f3]  per  mezzo  della  finzione  di  un  fluido  riempiente  il 
^mpo.  Se  si  fa  tale  finzione,  il  flusso  uscente  da  una  superficie 
blusa  è  proporzionale  al  volume  di  fluido  che  nell'atto  dello 
>0!>tamento  esce  dalla  superficie  medesima.  Nelle  applicazioni, 
alle  quali  miriamo,  converrà  spesso  supporre  che  il  fluido  abbia 
un  volume  invariabile  come  se  fosse  un  liquido  incompressibile 
tenuto  a  temperatura  costante.  Allora  noi  dovremo  immaginare 
che  nella  regione  limitata  dalla  superficie  chiusa  considerata 
v'abbia  una  sorgente  la  quale  somministri  un  volume  di  fluido 
uguale  a  quello  uscito  dalla  superficie  stessa.  Per  le  considera- 
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zioni  attuali  è  invece  più  semplice  e  più  chiaro  immaginare  che 
l'uscita  del  fluido  dalla  superfìcie  sia  dovuta  ad  una  dilatazione 
del  fluido  e  in  questo  modo  il  flusso  uscente  dalla  superficie  dà, 
a  meno  di  un  fattore  scalare  costante,  la  misura  della  dilatazione. 

Consideriamo  la  cosa  in  quest'ultimo  modo  e  dividiamo  il 
flusso  uscente  dal  volume  considerato  pel  volume  medesimo;  il 
quoziente  è,  a  meno  di  un  fattore  scalare  costante,  il  valore 
medio  della  dilatazione  dell'unità  di  volume;  se  il  volume  con- 
siderato è  infinitamente  piccolo,  il  quoziente  rappresenta,  sempre 
a  meno  del  fattore  scalare  costante,  la  dilatazione  dell'unità  di 
volume,  o  riferita  all'unità  di  volume,  nell'elemento  considerato- 
La  dilatazione  unitaria  così  calcolata  è  in  generale  diversa  nei 
diversi  punti  del  campo,  ma  in  ogni  singolo  punto  essa  ha,  in 
generale,  un  valore  finito  e  determinato;  essa  è  una  grandezza 
scalare  funzione  delle  variabili  che  definiscono  la  posizione  di 
un  punto. 

La  considerazione  di  un  fluido  che  riempie  il  campo  e  che 
in  esso  si  sposta  non  è  che  una  finzione;  ma,  come  notammo, 
tale  finzione  è  sempre  possibile  e  legittima,  qualunque  del  resto 
sia  la  natura  del  vettore  di  cui  si  tratta.  Perciò  le  conclusioni 
precedenti  si  possono  estendere  a  tutti  i  casi.  Per  noi  intanto 
l'esempio  trattato,  benché  non  necessario,  ha  servito  a  mettere 
in  chiaro  su  un  caso  tangibile  il  fatto  che  se  si  divide  il  flusso 
uscente  da  una  superficie  chiusa  pel  volume  in  questa  racchiuso, 
il  quoziente  tende,  col  diminuire  di  tale  volume,  verso  un  limite 
finito  e  determinato;  esso  inoltre  ha  servito  a  mostrare  Tutilità 
che  può  esservi  di  considerare  un  tale  limite. 

Se  diciamo  dv  mx\    elemento    di   volume  e  </=*  il  flusso  del 

vettore  A  uscente  da  esso,  il    limite    ora  considerato  si  rappre- 

d  2» 
senta  con  -r^ ,  Esso  è  una  grandezza  scalare  funzione  delle  va- 
dv 

riabili  colle  quali  si  definisce    la  posizione  del   punto   di    cui  si 

tratta.  Maxwell,  il   quale  adoperando  l'analisi  de' quaternioni  di 

Hamilton  era  stato   più   naturalmente  condotto  a  considerare  il 

flusso  entrante,  aveva  proposto  di  dare  il  nome  di  cofwer^enza 

d  j 
del  vettore  A  alla  grandezza  — r—  ;  Ileaviside,  imitando  questa 

d  V  ^ 

proposta,  denominò    la    grandezza  — ^ ,    che    noi    consideriamo. 

d  V 

divers^enza  del  vettore  A.  Questa  locuzione  che,  senza   alludere 
ad  alcuna  interpretazione  fisica  del  campo,  ricorda  chiaramente 
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il  significato  geometrico  della  grandezza  di  cui  si  tratta,  è  con- 
venientissima.  La  divergenza  di  A  si  rappresenta  colla  scrittura: 
div  A.  La  sua  definizione  sta  nella  formola  : 


div  A  = 


d  v' 


(21) 


Poiché  [15]  il  flusso  della  somma  A'  +  A"  +  ...  è  la  somma 
•dei  flussi  di  A',  A" . . . ,  si  ha  pure 

div  (A'  +  A" . . .)  =  div  A'  +  div  A"  +  . . . . 


18,  Espressione  analitica  della  divergenza,  —  Poniamo  [3] 

A  =  1^,  4-j^, -f  k^,, 

«  supponiamo  che  dv  sia  (fig.  12)  il  volume  di  un  parallelepipedo 
-abcd  a  b' e' et  infinitesimo  avente  gli  spigoli  dx^  dy,  dz  paralleli 
^i  tre  assi  di  coordinate  ortogonali  Xfy^Zf  ai  quali  si  riferiscono  i 


Fig.  12. 


vettori  fondamentali  1,  j,  k.  Attraverso  alla  faccia  ab  ed  perpendico- 
lare air  asse  O  X  entra  nel  parallelepipedo  un  flusso  uguale  ad 
A^dydz)  ed  attraverso  alla  faccia  opposta  a  b' e'  d  esce  dal  paral- 
lelepipedo un  flusso  uguale  ad 


\A,^\^;^dx\dyd  =  ; 
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quindi  in  tutto,  nella  direzione  O  X  esce  un  flusso  uguale  alla  diffe- 
renza dei  due,  cioè 

^r— '  dx  dy  dsy  ossia  ^~  dv. 
ex  gx 

Similmente  nelle  direzioni  OV  ed  OZ  escono  i  flussi 

dy  d  « 

Perciò  il  flusso  totale  uscente  dalla  superfìcie  del  parallelepipedo  è 

e  la  (2i)  dà: 

div  A  =  -^ 1-  -X h  -^ —  •  (21  > 

dx      dy      0^ 

Se  si  pone  simbolicamente: 

e  si  eseguisce  per  mezzo  della  fonnola  (io)  il  prodotto  scalare  sim^ 
bolico  V  A,  si  trova 

dx  ■  dy     a^' 

dunque  si  ha  pure: 

div  A  =  V  A.  (2i"> 

19.   Teorema  della  divergenza,  —  La  (21)  dà: 

e/c&  =  div  A .  flfz/, 
e  la  proposizione  dimostrata  al  §  16  si  traduce  nella  formola 

j  div  A.^t;  =  |  Anrf5,  (23> 

V  5 

ove  cogli  indici  v  td  S  messi  al  piede  dei  segni  J  si  vuole  ri- 
cordare che  il  primo  integrale  è  esteso  a  tutto  il  volume  rac- 
chiuso dentro  alla  superficie  5  ed  il  secondo  è  esteso  a  tutta 
questa  superficie. 

Sotto  questa   forma    la   proposizione    viene  detta:   teorema 
della  divergenza.  Essa  dice  che  se  nell'interno  di  una  superficie 
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chiusa  la  distribuzione  del  vettore  non  presenta  discontinuità, 
l'integrale  della  divergenza  esteso  a  tutto  il  volume  limitato  da 
tale  superficie  è  uguale  all'  integrale  del  vettore  esteso  a  tutta 
la  superficie  e  calcolato  prendendo  come  positiva  la  normale 
esterna.  In  altri  termini  :  /'  integrale  della  divergenza  estesa  a 
tullii  una  regione,  nella  quale  la  distribuzione  non  presenta  rf,* 
scoutinuità,  è  ugnale  al  /lusso  uscente  dalla  regione  medesima. 

20.  Distribuzione  solenoidak.  —  Se  in  tutti  punti  di  una 
regione  la  divergenza  è  uguale  a  zero,  la  distribuzione  del  vet- 
tore dicesi  solenoidale. 


La  condizione  perchè  la  dìstribuzioi 
analìticamente  colla  equazione: 


a  solenoidale  5 


-^pnm 


(S4)' 


Pel  teorema  della  divergenza  [19]  la  definizione  equivale  a 
lest'altra:  Un  vettore  ha  una  distribuzione  solenoidale  quando 
I  flusso  uscente  da  una  superficie  chiusa  è  sempre  uguale  a 
ero,  qualunque  sia  tale  superficie  e  comunque  essa  sìa  situata 
I  campo. 
Sì  considerino  due  superficie  5  ed  5"  {fig.  13)  aventi  per 
»ntomo  una   medesima   linea   chiusa  A  B,  Le   due  superficie. 

iieme,  costituiscono   una   super- 
cic  chìitsa;  e  se  la  distribuzione  del  vet- 
Ibre  è  solenoidale,  e  lo  spazio  racchiuso 
a  questa  superficie  è  tutto  contenuto  nel 
mpo,  il  flusso  uscente  da  essa  è  uguale 
t  zero.  Ora  il  flusso  uscente  dalla  super- 
;  chiusa  S5'  é  la  differenza  dei  flussi 
attraversanti  nel  medesimo  verso  5  ed  S\ 
hinque   questi   due    flussi   sono   uguali. 
J)unque    per    un    campo   a   distribuzione      , 
glenoidale  tutte  le  superfìcie  limitale  da 
1  medesimo  contorno  sono  attraversate, 
t  un  dato  verso,  da  flussi  uguali  (finché  F.g.  13 

:i  che  esse  racchiudono  sono  com- 
tamente  contenuti  nel  campo).  In  altri  termini  il  flusso  attra- 
trso  ad  una  superfìcie  avente  per  contorno  una  linea  chiusa  AB 
e  perfettamente  determinato  quando  è  data  questa  linea,  dipende 
[tltanto  da  questa  linea.  Esso  si  può  denominare  il  flusso  pas- 
mte  dentro  alla  linea  A  B,  od  abbracciato  da  questa,  o  con 
lesta  concatenato. 
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In  un  campo  a  distribuzione  solenoidale  si  consideri  un 
tubo  di  flusso,  e  lo  si  tagli  per  mezzo  di  due  superfìcie  qualunque 
A  Bf  A'B'  (fig.  14).  Risulta  così  una  superficie  chiusa  AB B' A\ 
e  poiché  la  distribuzione  del  vettore  è  solenoidale,  per  defini- 
zione il  flusso  totale  uscente  da  questa  superficie  è  uguale  a 
zero.  Ma  il  flusso  uscente   dalla   superficie   laterale  del  tubo  e 

per  sé  stesso  uguale  a  zero  [15] 
dunque  é  uguale  a  zero  anche  la 
somma  dei  flussi  uscenti  attra- 
verso alle  due  sezioni  AB,  A'  B\ 
Se  diciamo  ^  e  9'  questi  due  flussi, 
abbiamo 
B' 
Fig.  14.  cp  -f  c,'  =  o,  ossia  9  =  —  9'. 

L'avere  i  due  flussi  segni  contrari  significa  che  se  uno  di 
essi  esce  dallo  spazio  A  B  B'  A',  V  altro  vi  entra,  vale  a  dire 
che  i  due  flussi  hanno  la  medesima  direzione.  Essi  poi  sono 
numericamente  uguali.  Ora  le  sezioni  AB,  A' B'  sono  scelte  in 
modo  qualunque;  dunque  concludiamo  che  attraverso  a  tutte  le 
sezioni  del  tubo  il  flusso  ha  un  medesimo  valore  ed  un  mede- 
simo verso:  lungo  un  tubo  di  flusso  il  flusso  è  costante. 

Una  conseguenza  di  questa  proprietà  è  che  nell'  interno  di 
una  regione  a  distribuzione  solenoidale  nessun  tubo  di  flusso 
può  aver  origine  o  termine  ;  nessuna  linea  di  flusso  può  nascere 
o  terminare  in  una  parte  del  campo  nella  quale  la  distribuzione 
sia  solenoidale.  —  Se  il  campo  abbraccia  tutto  lo  spazio,  e  se 
dovunque  la  distribuzione  è  solenoidale,  le  linee  di  flusso  o  si 
•estendono  fino  all'  infinito  o  sono  linee  chiuse. 

Nella  finzione  di  un  fluido  tale  che  lo  spazio  percorso  da 
una  sua  particella,  oppure  la  velocità  di  questa  rappresenti  il 
vettore,  troviamo  sempre  una  distribuzione  solenoidale  se  sup- 
poniamo che  il  fluido  abbia  un  volume  invariabile.  L'equazione 
o  =  costante,  applicata  alle  sezioni  di  un  canale  è  V  equazione 
che  nell'idraulica  si  dice  "  della  continuità  „  ;  l'equazione  : 

VA=:o, 

-e  Tequazione  della  continuità  nel  caso  più  generale. 

Un  campo  a  distribuzione  solenoidale  si  può  dividere  in 
tante  porzioni,  finite,  od  infinitesime,  tubolari,  in  ciascuna  delle 
<\\id\\  il  flusso  del  vettore  è  costante,  come  sarebbe  quello  della 


i^"^- 
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velocità  di  un  fluido  a  volume  invariabile  che  la  riempisse.  Ciò 
spiega  la  locuzione:  sole  noi  dal  e.  ' 

2r,  Tubi  uiiilà.  —  Quando  il  flusso  attraverso  alle  sezioni 
dì  un  tubo  di  flusso  è  uguale  a  quello  che  nel  sistema  di  misure 
adottato  si  prende  per  unità,  il  tubo  dicesi  tubo  unità. 

Un  tubo  di  flusso  qualunque  sì  può  sempre  scomporre  in 
tubi  unità;  esso  si  può  sempre  considerare  come  un  fascio  dì 
tali  tubi,  —  Tutto  il  campo,  se  solenoidale,  si  può  dividere  in 
tubi  unità.  Il  flusso  attraverso  ad  una  superfìcie  qualunque  trac- 
ciata nel  campo  è  uguale  al  numero  di  tubi  unità  che  attraversano 
tale  superficie;  il  flusso  passante  dentro  ad  una  linea  chiusa  è 
uguale  al  numero  di  tubi  unità  abbracciati  da  questa. 

Egli  ò  dalla  considerazione  dei  tubi  unità  e  della  composi- 
zione del  campo  ora  descritta,  che  si  deriva  un  modo  di  rap- 
presentare un  campo  a  distribuzione  solenoidale,  del  quale  si 
fa  uso  di  continuo  nella  elettrologìa  e  nel  quale  trovano  la  loro 
spiegazione  alcune  locuzioni  di  uso  frequentissimo. 

Ecco  in  che  cosa  tale  rappresentazione  consiste.  Si  immagini 
il  campo  scomposto,  come  sovra  si  disse,  in  tubi  unità;  e  poi, 
come  per  renderli  visibili,  si  finga  che  questi  tubi  si  contraggano 
trasversalmente,  si  assottiglino,  in  modo  da  distaccarsi  gli  uni 
dagli  altri;  si  immagini  anzi  che  la  contrazione  proceda  tanto 
che  i  tubi  unità  si  riducano  infinitamente  sottili  e  che  ciascuno 
di  essi  venga  a  confondersi  con  una  semplice  linea  di  flusso. 
Cosi  a  rappresentare  i  primitivi  tubi  unità  rimangono  sempli- 
cemente altrettante  lìnee  di  flusso.  —  Un  disegno  od  un  modello- 
nel  quale  Steno  disegnate  o  costrutte  queste  lìnee  di  flusso  co- 
stituisce la  rappresentazione  o  la  mappa  del  campo. 

Per  eseguire  materialmente  la  descritta  rappresentazione  si 
può  procedere  cosi:  si  traccia  nel  disegno  o  nel  modello  una 
superficie  di  livello.  Su  questa  si  segnano  dei  punti  regolarmente 
distribuiti,  ìn  modo  che  su  ciascuna  porzione  di  essa  ve  n'abbia 
un  numero  uguale  a  quello,  dal  quale,  nel  sistema  di  unità  che 
si  sarà  scelto,  è  espressa  il  flusso  passante  attraverso  alla  por- 
zione medesima.  Per  ciascuno  dei  punti  segnati  si  traccia  una 
linea  di  flusso.  —  La  condizione  ora  espressa,  colla  quale  sono 
stati  distribuiti  ì  punti  sulla  superficie  di  livello  scelta  nella  de- 
scritta operazione,  si  troverà  verificata,  in  grazia  della  proprietà 
solenoidale,  anche  pei  punti  nei  quali  le  linee  di  flusso  tracciate 
incontrano  tutte  le  altre  superfìcie  di  livello. 


Dal  greco  :h)i;'v  =  banale.  lubo. 
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Dato  un  disegno  od  un  modello  cosi  costrutto,  se  si  vuol 
conoscere  il  flusso  a  traverso  di  una  superficie  qualunque,  basu 
contare  le  linee  dì  flusso  passanti  attraverso  ad  essa,  o  c!ò  dil 
vai  lo  stesso,  dentro  al  contorno  di  essa. 

Tutte  le  superficie  limitate  da  un  medesimo  contorno 
attraversale  da  un  ugual  numero  di  linee,  da  un  ugual  flusso 
(sempre  che  lo  spazio  racchiuso  fra  due  di  quelle  superficie  sii 
tutto  contenuto  nel  campo). 

Se  si  divide  il  numero  di  linee  passanti  attraverso  ad  uni 
superficie  per  l' area  di  questa,  si  ha  [15]  il  valor  medio  delk 
componente  normale  del  vettore. 

Se  la  porzione  di  superficie  1^  abbastanza  piccola  percM  li 
distribuzione  dei  punti  su  di  essa  sia  uniforme,  la  detta  di 
dà  subito  il  valore  della  componente  normale.  Se  la  superficie 
è  piana  e  appartiene  ad  una  superficie  di  livello,  si  ottiei 
addirittura  il  vettore.  In  altri  termini  il  valore  del  vettore 
uguale  al  numero  di  linee  attraversanti  l'unità  di  superfio 
presa  su  di  una  superficie  di  livello. 

In  questo  modo   la   rappresentazione   del   campo   fatta 
■mezzo  di  linee  di  flusso  basta  a  dare  non  solo  la  direzione 
anche  il  valore,  non    solo    Ìl    versore    ma    anche  il  tensore  di 
vettore  in  ogni  punto.  Là  dove  le  linee  sono  più  fitte,  il  vettoi 
e  più  grande;  là  dove  sono  più  rade,  esso  è  più  piccolo. 

La  rappresentazione  si  può  rendere  più  completa  per  meii 
del  disegno  o  della  costruzione  di  un  certo  numero  di  superfìcii 
di  livello.  —  Ma  del  modo  dì  scegliere  queste  superficie  si  diri 
più  sotto. 

22.  l'ariasione  del  vettore  lungo  un  tubo  di  JIiisso  soltiUi 
Simo.  —  Il  legame  che  passa  fra  l'accostarsi  o  scostarsi  dell 
linee  di  flusso  e  la  variazione  del  vettore  nei  diversi  ponti  d 
può  porre  in  evidenza,  più  direttamente,  anche  in  questo  modff, 
Immaginiamo  nel  campo  a  distribuzione  solenoidale  un  tubo 
fl'isso  infinitamente  sottile  (fig,  15),  e  consideriamo  due  sue  sezioni 
rette  a,  a'  qualunque,  le 


_ — ■ ^ ^S^^  delle  quali  sieno  dS  e  dS,  Di- 

Fig  15,  clamo  .-?,  A'  i  tensori  del  ve^ 

tore  nei  punti  di  a,  a'.  1  flusM 

attraverso  a  queste  due  sezioni  sono  AdS,  A'  dS,  e  sicconW 

A'     dS 
■questi  sono  uguali,  così  si  ha  Ad S       •'■-'=■'         — 


lungo  un  tubo   di 


'A-ds; 

flusso   infinitamente   sottile 


vettore 
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nella  ripone  inversa  dell'area  della  sezione  trasversale.  Se  il 
tubo  va  aOax^gandosi  il  vettore  va  diminuendo  di  valore  e  vi- 
ceversa. Siccome  ciò  si  può  ripetere  per  tutti  i  tubi  infinitesimi 
immaginabili,  cosi  concludiamo  che  là  ove  le  linee  divergono  il 
vettore  va  diminuendo,  e  là  dove  convergono  il  vettore  va  au- 
mentando. 

Se  dS  =  dS,  si  ha  anche  A-^A';  se  i  tubi  di  flusso 
hanno  sezioni  costanti,  il  vettore  ha,  lungo  ciascun  tubo,  un 
valore  costante. 


§  3.*»  Integrale  lungo  una  linea.  Circuitazione. 

Definizione  deir  integrale  lungo  una  linea.  ~  Integrale  su  di  una  linea 
•chiusa:  circuitazione.  —  La  circuitazione  intomo  ad  una  superfìcie  è  la  somma 
delle  circuitazioni  intorno  alle  parti.  —  Circuitazione  intomo  ad  un  elemento 
superficiale,  in  un  caso  particolare.  —  Esistenza  e  definizione  del  vettore  rota- 
zione. "  Teorema  della  circuitazione.  -*  Espressione  analitica  della  rotazione. 

23.  Definizione.  —  Sia  PMQ  (fig.  16)  una  linea  qualunque 
tracciata  nel  campo  di  un  vettore  e  si  scelga  su  di  essa  una 
direzione  positiva,  p.  e.  la  Pj^:  sia  poi  A  il  vettore  in  un 
punto  M  della  linea,  ^  ds  wn  ele- 
mento MN  della  linea  stessa,  preso 
a  partire  da  M  nel  verso  positivo. 
L'elemento  d  s  b^  anch'esso  un  vet- 
tore; si  faccia  il  prodotto  scalare 
Aé/s.  Lo  stesso  si  faccia  per  tutti 
gli  elementi  della  linea  PO  e  si 
sommino  tutte  le  quantità  scalari 
infinitamente  pìccole  così  ottenute, 
si  faccia  cioè  l'integrale 


/ 


A^s; 

PQ 


Fig.  16. 


questo  si  dice  V integrale  del  vettore  A  lungo  (o  sulla)  linea  PQ. 
Coirindice  P  Q  messo  al  piede  del  segno  /,  noi  ricordiamo  che 
l'integrazione  è  fatta  nel  verso  PQ,  che  cioè  P Q  é  \\  verso 
scelto  come  positivo. 

Se  rappresentiamo  con  A  il  tensore  di  A  e  con  ds  quello 
di  rfs,  e  se  diciamo  0  l'angolo  T  M  A  che  il  vettore  A  fa  colla 
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tangente  in  M  alla  linea  PQ  (ove  sulla  tangente  si  prenda 
come  verso  positivo  quello  che  concorda  col  verso  positivo 
della  linea),  l'integrale  si  scrive  anche 

I  -<4cosO  .rf5, 
PQ 

Possiamo  ancora  rappresentare  con  As^  la  proiezione  A  cos  ^ 
di  A  sulla  tangente  M  T;  e  scrivere 


ì  As  ds . 


PQ 


Il  prodotto  A  ^8  cambia  di  segno  se  si  prende  come  dire- 
zione positiva,  invece  della  PQ,  la  Q P;  lo  stesso  avviene 
adunque  dell'integrale;  si  ha  perciò 


fkds  =  -(i 


Kdz. 

QP  PQ 

Se  la  linea  PQ  t  una  linea  di  flusso,  si  ha  6  =  o,  A^s  =  Ads,, 
e  l'integrale  si  scrive  semplicemente: 

Ads  ^ 

PQ 

L'integrale  lungo  una  linea  P  Q  della  somma  di  più  vettori 
A',  A",...,  è  la  somma  degl'integrali  lungo  PQ  dei  singoli 
vettori  A',  A", ...  :  giacché  si  ha  [6] 

(K  +  A"  +  . . .)  rf8  =  A'  rfs  +  A'Vs  +  . . . . 

24.  Integrale  su  di  una  linea  chiusa:  circuitazione,  —  Come^ 
trattando  dell'integrale  di  superficie,  si  è  trovato  importante 
considerare  il  caso  dell'  integrale  esteso  a  tutta  una  superficie 
chiusa,  così  ora,  trattando  dell'  integrale  su  di  una  linea,  è  im- 
portante considerare  il  caso  nel  quale  l'integrazione  è  estesa  su 
tutta  una  linea  chiusa  PMQmP  (fig.  17).  Quando  il  vettore 
considerato  è  la  velocità  di  un  fluido,  l'operazione  di  integrare 
su  tutta  una  linea  chiusa  e  il  risultato  di  essa  erano  stati  de- 
nominati da  W.  Thomson  (Lord  Kelvin)  circolazione  sulla  linea 
medesima;  e  questa  denominazione  è  stata  talvolta  adoperata 
anche  nel  caso  in    cui  il    vettore  non  è  una  velocità.  Tuttavia 
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in  ((uesto  caso  più  generale  pare  più  conveniente  adottare  una 
locuzione,  la  quale,  pur  ricordando  che  si  tratta  di  una  opera- 
zione ciclica,  non  sia  già  adoperata  nel  linguaggio  ordinario 
con  un  signiticato  troppo  speciale.  Perciò 
noi  adopereremo  la  locuzione  proposta 
da  Heaviside,  e  denomineremo  l'integra- 
zione e  l'integrale  su  di  una  linea  chiusa: 
circuiiasionr. 

Su  di  una  data   linea  chiusa  la  cir- 
cuitazione si  può  fare  in  due  versi.  I  due 
risultati  hanno  grandezze  uguali  e  segni  "•'1 
opposti. 

25.  La  circuitazione  intorno  ad  una 
superficie  è  la  somma  delle  circuìlazionj 
intorno  alle  partì.  —  Supponiamo  che  la 
regione  considerata  sia  ciclica,  o  che  sia  F<g~  7. 

stata  resa  tale  per  mezzo  di  convenienti 

sezioni  |i2].  Allora  per  la  linea  chiusa  considerata  PMQmP 
(fig.  18)  si  può  far  passare  una  superfìcie  della  quale  la  linea 
stessa  costituisce  l'intiero  contorno.  Immaginiamo  tracciata  una 
tale  superfìcie.  Supponiamo  poi  che  questa  sia,  in  un  modo 
qualunque,  scomposta  in  un  numero  qual- 
siasi di  parti,  come  p,  <j,  r,  ecc.;  e  fac- 
ciamo le  circuitazioni  sulla  linea  data 
FMQmP  e  sui  contorni  delle  singole 
parli  p,  (/,  r,  ecc.,  sempre  nel  medesimo 
verso  H  rispetto  alle  superficie  racchiuse 
Icioè  in  modo,  ad  esempio,  che  ogni  su- 
perficie sia  sempre  a  destra  di  chi,  stando  j^ 
da  una  banda  determinata  di  essa,  ne 
percorre  il  contorno  nel  verso  fissato). 
Se  sulla  superficie  che  s'  è  tracciala  per 
ia  linea  PMQmP  la  distribuzione  del 
vettore    non    presenta    discontinuità,    la  '*  ' 

somma   delle   circuitazioni   sui    contorni 

delle  porzioni  di  superficie  p,q,r...h  uguale  alla  circuitazione 
sulla  linea  P M  O  m  P. 

Infatti  consideriamo  la  linea  ab  ài  separazione  tra  p  e  q. 
L'integrale  del  vettore  lungo  questa  linea  figura  due  volte  nella 
somma  delle  circuitazioni,  una  volta  come  parte  della  circuita- 
zione sul  contorno  di  p  ed  una  volta   come  parte  di  quella  sul 

e.  FtHBABlS,  Opiri,  Voi.  I.  »J 
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contorno  di  q.  Ma  la  prima  volta  esso  è  fatto  nel  verso  £iie'l 
la  seconda  nel  verso  a  ò.  Perciò  esso  dà  luogo  a  due  termini  1 
uguali  e  di  segni  conlrari,  che  nella  somma  sì  elidono.  Si  elidono  I 
cosi  tutti  gli  integrali  sulle  linee  di  separazione  tra  le  parli  P,  ' 
</,  r...,  e  rimangono  solamente  quelli  fatti  sulle  parti  del  C 
torno  PMQ'ìiP,  la  somma  dei  quali  costituisce  appunto  Itd 
circuitazione  su  tale  contorno. 

Questa  proposizione  vale  qualunque  sia  il  numero  delltó 
parti  nelle  quali  si  è  divisa  la  superfìcie  considerata.  Essa  sus-J 
siste  ancora  se  si  divide  la  superficie  in  elementi  infinitamente 
piccoli.  Quindi  la  circuitazione  su  di  una  linea  qualunque  PMOmP 
si  può  sempre  considerare  come  la  somma  delle  circuilazioiì& 
fatte  sui  contorni  di  infiniti  elementi  superficiali.  Questi  elenientiJ 
essendo  infinitamente  piccoli,  sì  possono  trattare  come  piani,  lu 
calcolo  della  circuitazione  su  di  una  linea  qualunque  è  cosi  riJ 
condotto  a  quello  relativo  ad  un  elemento  piano. 

26,   Circuilaaione   intorno  ad  un  elemenfo  superficiale,  i 
caso  particolare.  —  Per  chiarire  il  concetto  importante  di  circuii 
tazione  attorno  ad   un  elemento   piano  e  per  dare   ragione  e 
alcune  denominazioni  che  si  avranno  a  stabilire,  giova,  prin 
di  procedere  oltre,  vedere  quale  sìa  il  valore  ed   il  significata 
della  circuitazione  su  di   una  linea  piana  in  un  semplìc 
caso  particolare. 

Noi  vogliamo  supporre,  come  abbiamo  già  fatto  altra  volta,.! 


che  il  vettore  considerato 


per  ogni  punto  del  campo,  pro'l 
porzionale  allo  spostamentoM 
di  un  punto  materiale  iniziai^ 
mente  situato  in  quel  punto» 
ed  appartenente  ad  i 
il  quale  riempia  il  campo  < 
in  esso  si  sposti  infinìtamentd 
poco.  Ciò  noi  possiamo  sei 
pre  fare  qualunque  sia  la  di-] 
a  stribuzione  del  vettore; 
Fis-  19-  qui    noi    vogliamo    supporrei 

che  il  corpo  mobile  si  r 
come  un  sistema  rigido,  e  che  il  suo  movimento  sia  sempllce-l 
mente  uno  spostamento  angolare  di  ampiezza  infinitamente  pie-- 
cola  »,  attorno  ad  un  asse  O  perpendicolare  al  piano  della  figura, 
(fig.  19).  Vogliamo  poi  considerare  come  vettore  in  un  punto  M' 
dapprima  addirittura  Io  spostamento  infinitamente  piccolo  M  A^ 


zioiif  lilla  studio  deUo  eleSiricilà, 


che  in  causa  della  rotazione  attorno  ad  O  subisce  II  punto  del 
sistema  rigido  che  prima  della  rotazione  medesima  era  in  M. 

Diamoci  una  linea  piana  qualunque  PM Q  situata  nel  piano 
della  figura,  che  è  perpendicolare  all'asse  O,  e  calcoliamo  l' in- 
tegrale del  vettore  M  A  preso  da  P  verso  Q  lungo  la  medesima. 
All'elemento  jl/vV  della   linea   corrisponde  nell'integrale  l'ele- 

mento  MA  IM  N  .cos  A  MA'],  ossia  M  A .  Af  A,  ossia  ancora 
^.OM.MA.  Ma  OM.MAè  a  meno  di  un  infinitesimo  di 
ordine  superiore  il  doppio  della  superficie  del  settore  infinita- 
mente piccolo  O  M N,  dunque  l'elemento  dell'integrale  è  uguale  a 

2  x  >;  area  O  M  .\' . 

L'integrale  lungo  l'arco  finito  PMQ  vale  per  conseguenza: 

K2  i  x  area  O /"-!/ G- 
Se  l'integrazione  fosse   fatta  net   verso  opposto  l'integrale 
bbe  questo  stesso  valore  col  segno  contrario. 
Se  la  linea,  lungo  la  quale   si   fa   l'integrazione,  è  chiusa, 
l'integrale  è  uguale  a  2x  moltiplicato  per  l'area  contornata  dalla 
linea,  e  ciò  qualunque  sia  la  posizione    dell'  asse   di    rotazione. 
Se    infatti   l'asse   cade   in  O  |tìg.  20),  nell'interno   della   linea 
-chiusa,   le  aree   OM N  deb- 
l}ono  prendersi  tutte  col  me- 
•desimo  segno  e  la  loro  somma 
-<ià  l'area  totale  contornata.  Se 
l'asse  ha  la  traccia  O'  fuori 
^ella  linea  chiusa,  si  hanno  a 
tirare  le  tangenti  O'  P.  O'  O. 
«ce.  alla  curva,  la  quale  risulta 
czoEl  divisa  in  parti  dai  punti 

di  conlatto  P,  Q.  ecc.:  ad  es.,  F'e  ■« 

•nellafig.ao,  indueparti/'il/^, 

J'm  Q.  L'integrale  lungo  la  parte  PM  Q  è  uguale  s 
<y  P M  0\  quello  lungo  l'arco  Q  m  P  è  uguale  a  - 
G'  Ptti  Q;  l'integrale  totale,  ossia  la  circuitazione, 
uguale  a 

2  I  (arca  O'  PM  Q  -  area  O'  Pili  Q). 

ossia  ancora  a  2  »  >;  arsa  P M  Q  m  P.  In  tutti  i  casi  adunque  la 
circuitazione  è  uguale  al  doppio  dello  spostamento  angolare 
moltiplicato  per  la  superficie  contornata. 
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Se  il  vettore  considerato  non  è  lo  stesso  spostamento  infi- 
nitesimo, come  dianzi  abbiamo  supposto,  ma  è  proporzionale  a 
esso,  se  cioè  è  lo  spostamento  moltiplicato  o  diviso  per  una 
costante  scalare,  il  valore  delia  circuitazione  è  quello  diai 
trovato,  moltiplicato  o  diviso  per  la  medesima  costante  scalare. 
In  particolare  possiamo  supporre  che  il  vettore  sia  la  vclociià 
lineare  nel  punto  M  considerato  dovuta  alla  rotazione  de!  si- 
stema rigido.  Allora  esso  è  uguale  allo  spostamento  infinitamente 
piccolo  del  punto  M,  diviso  pel  tempo  infinitamente  piccolo  ^ 
nel  quale  questo  si  compie.  Perciò   la  circuitazione   è  uguale  a. 


-  X  area  contornata.  Ma 


;  la  velocità   angolare   della  ro- 


tazione; dunque  concludiamo  che  la  circuitazione  della  velocità- 
lineare  è  uguale  al  doppio  del  prodotto  della  velocità  angolare^ 
]>er  la  superficie  intorno  alla  quale  la  circuitazione  è  fatta. 

Se  si  divide  il  valore  della  circuitazione  dello  spostamen(a^E=* 

lineare  per  la  superficie  attorno  alla  quale  questa  è  presa  (pei *" 

la  superficie  cìrcuitata),  si  ha  come  risultato  il  doppio  del  valore^^^ 
dello  spostamento  angolare.  Se  similmente  si  divide  per  la  su —  j- 
perficie  stessa  il  valore  della  circuitazione  della  velocita  lineare^  -=^, 
si  ottiene  come  risultato  il  doppio  del  valore  della  velocità  an-   ^■ 
golare,  E  qui    importa    notare  che    il  risultato  della  divisione  C^   è 
indipendente  dalla  grandezza  della   superficie  attorno  alla  qual^    j^ 
vicn  fatta  la  circuitazione  ;    esso   rimane  lo  stesso,  ed  è  perciò-    ^ 
finito  e  determinato,  anche  quando  tale  superficie  si  prenda  il —  -j. 
finitamente  piccola.  Se  il  corpo  del  quale  si   considera  il  mov   -— ;. 
mento  non  si    muovesse  come    un  sistema   rìgido,  il  quozien^^Ke 
della  divisione  della  circuitazione  per  la  superficie  circuitala  ncz=»ii 
sarebbe  costante,  ma  col    diminuire  della  superficie   tenderebWiDe 
verso  un  limite  finito  e  determinato,  il  quale  avrebbe  per  u^t-iii 
regione   infinitamente   piccola   presa    attorno   ad   un   punto   c3  ti 
campo  un  significato  analogo  a  quello  che  abbiamo  spiegate?-      '^ 
ancora  più   in  generale,  qualunque    sia   il   vettore   considera- **'■ 
noi  potremmo  sempre  rappresentarci  nella  mente  la  sua  dis*^*^'' 
buzione  per  mezzo   della    finzione    che   esso    sia  proporzloi"» ^ 
allo  spostamento  delle  particelle  di  un  lluido  riempiente  il  canij^*'* 
e  così  potremmo   estendere  a   lutti  i  casi  l'interpretazione  £>^^ 
esposta. 

27.  Esistensa  e  definizione  del  vettore  rotationt.  —  Ma  ancb^ 
senza  che  noi  ci  dilunghiaruo  su  questa  generalizzazione,  l'ese"^' 
pio   ora  trattalo   è  imporlanle   per  questo,  che   esso   mette   ì™ 
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chiaro,  ia  un  caso  tangibile,  la  possibilità  che  il  quozienie  della 
circuitazione  attorno  ad  un  elemento  di  superficie  piana  per 
l'area  di  questo  elemento  tenda,  co!  diminuire  di  questa,  verso  un 
limite  finito  e  determinato,  e  l'utilità  di  considerare  questo  limite. 
Fermiamoci  su  di  esso.  In  un  punto  dato  m  nel  campo  di 
un  vettore  A,  distribuito  con  continuità  nello  spazio,  immagini 
un  elemento  di  superficie  piana  di  area  d  S.  la  cui  normale  A' 
abbia  una  direzione  fissa  e  data;  diciamo  i^A'  la  circuitazione, 
infinitamente  pìccola,  de!  vettore  A  sul  contorno  dell'elemento, 
e  poniamo 

dK 

Ch  è  una  quantità  scalare,  il  valore  della  quale  dipende  non 
solo  dalla  porzione  del  punto  considerato,  ma  anche  dalla  dire- 
zione, data  e  costante,  della  normale  N  dell'elemento  piano  dS, 
non  che  dal  verso  in  cui  vien  fatta  la  circuitazione  su!  contorno. 
Ma  si  può  dimostrare  che  Ch  è  la  projezione  sulla  normale  A' 
di  un  vettore  C,  il  quale  per  ogni  punto  dei  campo  e  perfetta- 
mente detcrminato  in  grandezza  ed  in   direzi 

Per  ciò  occorre  anzi  tutto  fissare  un  verso  positivo  per  ia 
circuitazione  attorno  ad  un  elemento  piano,  pel  quale  i 
data  la  direzione  positiva  dalla  normale. 
La  scelta  che  noi  facciamo,  e  che,  salvo 
osservazioni  in  contrario,  riterremo  poi 
sempre  come  sottintesa,  è  questa:  noi 
prendiamo  la  circuitazione  attorno  ad  un 
elemento  piano  come  positiva  quando  essa 
i  fatta  nel  verso  di  una  rotazione  desini  ^ 
attorno  alla  parte  positiva  della  normale 
all'elemento  piano.  Così  (fig.  ai),  se  A  B 
è  il  contorno  di  un  elemento  superficiale, 
e  se  ni  N  è  il  ramo  scelto  come  positivo 
della  normale  .1/A'al  piano  dell'elemento. 
la  circuitazione  s\i  A  B  viene  presa  come 
positiva  quando  è  fatta  nel  verso  della  Ffg.  u. 

freccia  «.  nel  verso  cioè,  nel  quale  biso- 
gnerebbe far  girare  una  vite  destrorsa  ordinaria  per  farla  avan- 
zare nella  direzione  ni  N,  nel  verso,  possiamo  dire  ancora,  del 
movimento  delle  lancette  di  un  orologio  guardato  nella  dire- 
zione in  X, 
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Venendo  ora  a  dimostrare  la  proposizione  enunciata,  im- 
maginiamo  condotti  per  un  punto  U  (fìg.  22),  infinitamente  vicine 
al  punto  tu  considerato,  tre  piani  ortogonali,  i  quali  s'intersechino 
secondo  tre  assi  O  X,  O  Y,  O  Z,  e  taglino  secondo  le  rette 
OR,  RP,  PQ  il  piano  normale  in  in  ad  mN.  Risultano 
l'elemento  piano  PQ  R  normale  ad  mN,  e  le  sue  proìezioi 
OOR,  ORP,  OPQ  su  quei  tre  piani  ortogonali.  Per  ciascuni 
dei  quattro  elementi  piani  il  qu( 
ziente  della  circuitazione,  fatta 
nel  verso  positivo,  per  la  super- 
fìcie ha  un  valore  determinato: 
noi  rappresentiamo  quello  che 
esso  ha  per  l'elemento  piano 
normale  in  m  ad  N,  come  sopra 
s'è  detto,  con  Cn,  e  quelli  che 
esso  ha  per  gli  elementi  piani 
normali  in  O  uà  0  A',  O  Y,  O  Z 
(assunte  queste  come  direzioni 
positive  delle  normali)  con  C, , 
C,,  Cj.  Diciamo  dS  la  superficie 
Pi    ^  dell'elemento  piano  PQ  R:  alloi 

se  il  verso  positivo  per   la  cii 
cuitazione  attorno  a  questo  eli 
mento  è,  ad  esempio,  PQR,  la  circuitazione  stessa 
verso  PQR  risulta  espressa  dal  prodotto  CntiS.  La  circuii 
zione  intorno  all'elemento  piano  OQR,  nel  verso  OQR, 
espressa  dal  prodotto  di   C^  per  la  superficie  dell'elemento 
desimo,  purché  questo  prodotto  si  prenda  col  proprio  segno 
con  segno  opposto  secondo   che    il  verso  OQR  è  positivo 
negativo  per  le  circuitazioni  attorno  agli  elementi  piani  normali 
in  O  ad  O A'.  Ora  poiché   il   verso  OQR  è  la  proiezion 
verso  PQ  R,  se  s'immagina  fatto  il  ribaltamento  (rotazione 
angolo  acuto)  di  uno  dei  due  piani  sull'altro,  i    due  versi 
ranno  a  concordare   fra    loro  ;   e  però  il   verso  OQR  è  ■ 
positivo  di  circuitazionCf  come  PQR,  oppure   no,  secondo  ci 
con  quel  ribaltamento  le  direzioni  positive  m  JV,  (J  A*  delle  noi 
mali  a  quegli  elementi  vengono   a  coincidere  oppure  diventane 
opposte;  ciù   secondo  che  dapprima   l'angolo  (»/a|  di  quelle 
rezioni  positive  era  acuto  oppure  ottuso.  D'aitra  parte  la  superfìcie 
dell'elemento  piano  OQR   projezione   dell'elemento  POR 
espressa   dai   prodotto  <i  S .  cos  (11  .\]  preso  col  proprio  segno 


,tc 
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col  segno  opposto  secondo  che  l'angolo  (n  x)  è  acuto  od  ottuso. 
Dunque  in  ogni  caso  la  circuitazione  intorno  airelemento  piano 
OQR  sarà  espressa  dal  prodotto  Q  cos  (n  x)  d  S,  Similmente, 
indicando  con  (n  >•),  (n  z)  gli  angoli  della  direzione  ni  N  con  le 
direzioni  O  Y,  O  Z,  le  circuitazioni  intorno  agli  elementi  piani 
O  RP,  O  P  Q  risultano  espresse  dai  prodotti  C,  cos  (//j>)  d  S^ 
C,  cos (« z)  d 5.  Ora  i  tre  elementi  piani  OQR,  O R P/o P Q 
formano,  presi  insieme,  una  superficie  avente  per  contorno  la 
linea  PQR;  e  quindi,  pel  teorema  [25]  la  somma  delle  circui- 
tazioni attorno  ad  essi  deve  essere  uguale  alla  circuitazione  sul 
contorno  PQR,  che  è  quanto  dire  alla  circuitazione  attorno 
all'elemento  PQR,  Quindi  abbiamo 

Cnd S=  Ci  cos (//  a)  d S -r  Cf  cos  (ny)  dS+  C^  cos  (//  z)  d S, 

donde 

Ch  =  Q  cos  (n  x)  +  Cj  cos  (ny)  +  C3  cos  (;/  z). 

Se  rappresentiamo  con  n  un  vettore-unità  nella  direzione 
della  normale  m  N,  e  con  I,  j,  k  i  tre  vettori  fondamentali  se- 
condo i  tre  assi  O  X,  O  Y,  O  Z,  abbiamo  per  le  (13) 

cos  (w  a:)  ^=  n  ì,  cos  (;/  y)  =  n  j,  cos  (nz)  =  nk, 

e  quindi  possiamo  anche  scrivere  : 

Cn  =  n(Qì+  C,j+  C,  k); 

e  se  rappresentiamo  con  C  il  vettore,  le  cui  proiezioni  sono 
C     C     C  ' 

C  =  nC. 

Ciò  è  quanto  si  voleva  dimostrare.  Di  questo  vettore  C  il  ten- 
sore C  è  dato  dalla  relazione 

C  =  \ICJTC;^~C,'~  (26) 

ed  il  versore  fa  coi  vettori  fondamentali  ì,  j,  k  gli  angoli  i  cui 
coseni  sono: 

C  C  C 

V^l  V^j  1^3 


c  '     e  '     e  ' 


(27) 


Al  vettore  C,  il  quale  ha  in  molte  applicazioni,  e  segnata- 
mente nella  trattazione  dei  fenomeni  elettromagnetici,  un'impor- 
tanza grandissima,  è  utile  poter  dare  un  nome.  Maxwell,  aveva 
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uguale  alla  circuitazione  di  A  sul  contorno;  esso  perciò  è  uguale 
al  flusso  di  C  attraverso  alla  prima  superficie.  Il  flusso  di  C  ha 
dunque  un  medesimo  valore  attraverso  a  tutte  le  superfìcie 
aventi  un  contorno  comune. 

Due  qualunque  di  queste  superficie,  prese  insieme,  costi- 
tuiscono una  superficie  chiusa;  e  dei  flussi  che  le  attraversano 
uno  entra  nello   spazio   limitato    da    questa  e  T  altro   esce  dallo 

spazio    medesimo.    Se    si    considerano 
come  flussi  uscenti,  uno  di  questi  flussi 
è  negativo  mentre  l'altro  è  positivo;  la 
loro  somma  algebrica  è  perciò   uguale 
a  zero.  Data  nel  campo  una  superficie 
^   chiusa  qualunque  S  (fig.  23),  si  può  sem- 
pre immaginare  tracciata  su  di  essa  una 
linea  chiusa  A  By  che  la  divida  in  due 
parti  J/,  N  aventi  la  linea  A  B  stessa 
per  contorno   comune.  I  flussi   uscenti 
da  5  attraverso  a  queste  due  parti  sono 
uguali  e  di  segni  contrari  e  danno  una 
somma  uguale  a  zero.  Dunque  il  flusso 
del  vettore  C  uscente  da  una  superficie  chiusa  qualunque  è  sem- 
pre uguale  a  zero  :  la  distribuzione  del  vettore  C  è  solenoidaU, 
Questa  proposizione  importante  si  traduce  nella  formola: 

div  C  =  o,        oppure:        divrotA=:o. 

Le  linee  di  flusso  del  vettore  C  si  possono  conveniente- 
mente denominare:  linee  vorticali.  La  rappresentazione  idrodi- 
namica del  campo,  la  quale  giustifica  il  nome  di  rotazione  dato 
a  C,  suggerisce  e  giustifica  anche  quest'  altra  denominazione. 
Così  pure  i  tubi  di  flusso  del  vettore  C  si  possono  denominare 
tubi  vorticalif  o  semplicemente  vorticoidi.  Se  infinitamente  sottili, 
essi  si  dicono  anche  filetti  vorticali. 

Dal  fatto  che  la  distribuzione  della  rotazione  è  solenoidale 
consegue  [20]  che  il  flusso  di  C  lungo  un  tubo  vorticale  è  co- 
stante. Quindi  neir  interno  di  una  regione  ove  il  vettore  A  sìa 
distribuito  senza  discontinuità,  come  sempre  supponiamo  che 
sia  [13],  nessun  tubo,  nessun  filetto,  nessuna  linea  vorticale  può 
avere  origine  o  termine.  Una  linea  vorticale  o  incontra  almeno 
il  due  punti  la  superficie  o  le  superficie  limitanti  il  campo  con- 
siderato, o  è  una  linea  chiusa;  un  tubo  vorticale  o  è  tagliato 
almeno  due  volte  dalle  superficie  limitanti   il  campo,  od  è  rien- 
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irante  in  sé  stesso  come  un  anello  od  un  toro.  Da  dò  consegue 
che  la  parie  del  campo  esterna  al  tubo  è  sempre  una  regione 
ciclica.  Più  in  generale,  se  si  vuole  tagliare  e  limitare  il  campo 
con  una  superficie,  la  quale  escluda  da  esso  intieramente  alcune 
linee  verticali,  ciò  che  rimane  del  campo  costituisce  sempre  una 
regione  ciclica.  Avremo   fra   poco   occasione  di  ricordare  que- 

La  distribuzione  del  vettore  C  si  può  rappresentare  mate- 
rialmente, in  disegno  od  in  modello,  rei  modo  che  si  è  esposto 
in  generale  per  un  vettore  qualunque  a  distribuzione  solenoi- 
dale  [20],  Alludendo  a  questo  modo  di  rappresentazione,  nel 
quale  ciascuna  linea  di  flusso  sta  a  rappresentare  un  tubo-unità. 
noi  potremo  qualche  volta  sostituire  alla  locuzione:  "flusso  del 
vettore  C  passante  dentro  ad  una  data  lìnea  chiusa»,  la  locu- 
zione; "numero  di  linee  vorticali  passanti  dentro  alla  linea 
chiusa  medesima  „ ,  o  con  questa  "  concatenate  „.  E  per  tal 
modo  potremo  enunciare  il  teorema  della  circuitazione  anche 
lì:  La  circuilasione  su  di  una  data  linea  chiusa  r  uguale  al 
mero  delle  linee  vorlicali  concatenate  con  questa. 


29.  Esfiressione  annliika  dilla  ralasiom.  —  La  forma  sintetica 
a  quale  abbiamo  qui  sopra  presentato  il  concetto  di  rotazione,  e 
1   quale   abbiamo  studiate   alcune 
"sue    proprietà    è    quella    che    meglio 
conviene  allo  scopo  di  questa  tratta- 
zione; e  per  le  applicaiìoni  alle  quali 
miriamo  le  nozioni  sovraesposie  baste- 

t'acilitarc  i  confronti  colle  trattazioni 
analitiche   ed    anche   per  mettere  in 
1  hiaro  alcune  relazioni  noievoli,  e  utile 
1  he,    come    abbiamo    dato    all'art.  18 
l'espressione    analìtica    della    diver- 
genza, cosi    diamo  qui    l'espressioi 
analitica  della  rotazione. 
A    quest'  uopo   basta 
ire  componenti  C,,  C,,  C,  delia   rota- 
zione C  parallele  a  tre  assi  di  coor- 
iiinate  o.r,  oy,  oz  (fig.  24)  secondo  i 

quali  sono  scelti  i  vettori  fondamentali  ì,  j,  k.  Ora  per  trovare  C, 
basta  calcolare  la  circuitazione  de!  vettore  A  attorno  ad  un  elemenio 
superficiale  perpendicolare  ad  ox,  e  divìderla  per  l'area  dell'ele- 
mento medesimo.  Se  supponiamo,  per  semplicità,  che  Ìl  punto  con- 


428 


Teoria  geometrica  dei  campi  vettoriali 


si  derato  sia  o,  possiamo  scegliere  per  fare  questo  calcolo  relemento 
oabc  situato  nel  piano  y  oz  ^à,  avente  la  forma  di  un  rettangolo  di 
lati  oa=^dy  ed  ocz=idz.  Se  rappresentiamo  con  A^^A^  le  compo- 
nenti parallele  ad  (7^  e  ad  oz  del  vettore  A  in  o,  la  circuitazione 
attorno  a  tale  rettangolo,  presa  nel  verso  o ab  co  è: 

A,  dy  -f  1^,  +  '^-é^dy\  dz-{A,-\-^^  dz]dy-A,  dz, 


dy 


ossia,  riducendo, 


a^.       dA, 


de 


dy  dz. 


\  dy       d^ 

Quindi  dividendo  per  Tarea  dy  dz  dell'elemento  superficiale: 

*      dy       d^' 

In  modo  analogo  si  trovano  le  componenti  QtC,;  i  valori  a  cui 
si  arriva  sono  quelli  che  si  ricavano  da  quello  di  Q  per  mezzo  di 
uaa  permutazione  circolare  degli  indici  i,  2,3,  e  delle  lettere  x,y,  z, 
sono  cioè: 


Avuti  C,,  Ca,  C,,  si  ha 


r  ^dA,_dA, 

'"  dx      dy' 


C  =  IC,+jC  +  kC,, 


(30'.) 
{30") 

C31) 


ossia 
rotA  =  C  =  ì'^- 


dy       dz 


^^-'éV^fà-'-éX  -' 


ossia  ancora 


rot  A  =  C  = 


• 

1 

m 

1 

k 

a 

a-v 

a 

dy 

a 
a^ 

A, 

A 

A 

(32') 


Confrontando  la  (32)  o  la  (32')  colla  (18)  o  colla  (18')  (art    11), 
si  vede  che  se  si  scrive,  come  nell'art.  18, 


ox         cy         0^ 


€  se,  trattando  V  come  un  vettore,  si  fa  il  vettorprodotto  V  V  A,  si 

trovano  appunto  espressioni  identiche  ai  secondi  membri  delle  (32) 
<32').  Si  può  adunque  scrivere  simbolicamente 


rotA=:  y  VA. 


(3i^"> 
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Se  si  ricorda  la  forinola  (21")  deirart  18,  ossia  la 

divA  =  VA, 

sì  può  riassumere  dicendo  che  T operatore  vettoriale  V>  applicato 
ad  un  vettore  A  come  moltiplicatore  in  un  prodotto  scalare,  dà  la 
divergenza  di  A;  ed  applicato  come  moltiplicatore  in  un  prodotto 
vettoriale  dà  la  rotazione  di  A.  Le  due  operazioni  importantissime 
div  e  rat  si  possono  così  fare  per  mezzo  di  un  medesimo  opera- 
tore V.  * 

Dai  valori  (30),  (30),  (30'')  di  C,,  C,,  C,  si  ricava  subito: 


ossia  [18J 


|5^|§-»|5  =  o-  (33> 

0^       ó  y       e  ^ 


VC  =  o, 


che  è  la  condizione  della  distribuzione  solenoidale. 

Se  si  dicono  /,  m,  n  i  coseni  degli  angoli  della  normale  n  alla 
superfìcie  5  coi  tre  assi  delle  coordinate  e  si  rappresenta  con  ds  \\ 
tensore  di  d%y  elemento  della  linea  contorno  di  5,  l'equazione  (29> 
compendiante  il  teorema  della  circuitazione  si  scrive: 

ff(/C,  +  /«C.  +  «C.)rfS=[(/J,  1^+//.  |^-H^.|^)rf5.     (34> 

Questa  equazione,  nella  quale  C,,  C,,  C,  hanno  i  valori  (30), 
(30'),  (3o")>  mostra  come  l'integrale  di  un  vettore  A  lungo  una  linea 
chiusa  si  possa  esprimere  per  mezzo  di  un  integrale  su  di  una  su- 
perficie avente  tale  linea  per  contorno  Essa  è  stata  data  dal  prof» 
Stokes  nel  1854. 


§  4.°  Integrale  lungo  una  linea  aperta.  Potenziale. 

Primo  caso:  distribuzione  non  circuitale.  —  Secondo  caso:  distribuzione- 
parzialmente  circuitale.  —  Terzo  caso  :  distribuzione  circuitale  in  tutto  il  campo. 
—  Potenziale  di  una  somma  di  vettori.  —  Determinazione  del  vettore  per  mezza 
del  potenziale.  —  Superficie  equipotenziali.  —  Campo  uniforme. 

30.  Primo  caso:  distribuzione  non  circuitale.  —  Nel  campa 
del  vettore  A  consideriamo  due  punti  P  t  Q  (fig.  25).  Immagi - 

*  L'operatore  vettoriale  v  fu  introdotto  da  Hamilton.  Nel  metodo  dei  qua- 
ternioni di  Hamilton  l'eleganza,  che  l'impiego  dell'operatore  v  conferisce  alla 
analisi  vettoriale,  risulta  anche  maggiore  perchè  in  tale  metodo  le  grandezze 
che  noi  denominiamo  prodotto  scalare  e  vettorprodotto  figurano,  a  meno  de> 
segno,  come  le  due  parti  di  un  unico  ente,  eh?  è  il  quatern*one  prodotto  di- 
due  vettori. 
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niamo  poi  due  linee  qualunque  PJQ,  PjQ»  le  quali  partano 
entrambe  da  Pe  terminino  in  Q]  e  rappresentiamo  con  /e  con/ 
i  valori  deir  integrale  del  vettore  A  preso  da  P  verso  Q  rispet- 
tivamente sull'una  e  sull'altra  linea. 

Le  due  linee,  prese  insieme,  formano  una  linea  chiusa  sulla 
-quale  la  circuitazione,  presa   nel   verso  PJQjPf  è  J  —  /,  Se, 

come  sempre,  supponiamo  che  la  re- 
gione considerata  sia  aciclica,  o  che 
^  sia  stata  resa  tale  per  mezzo  di  op- 
portune sezioni  [12],  sussiste  il  teo- 
rema della  circuitazione  I28].  In  virtù 
di   questo    teorema   la   circuitazione 
/  — y  è  uguale  al  flusso  della  rota- 
zione C  passante  dentro  al  contorno  PJQjP,  o,  come  possiamo 
anche  dire,  al  numero  delle  linee  vorticali  concatenate  col  con- 
torno medesimo.  Se  diciamo  U  questo  numero,  o  questo  flusso, 

se  cioè  rappresentiamo  con  U  Tintegrale  jCndS  esteso  a  tutta 

una  superficie  contornata  dalla  linea  PJQjl,  abbiamo 

J-j=U.  (35) 

Ora  qui  importa  distinguere  tre  casi  :  e  per  ciò  distingue- 
remo le  regioni  nelle  quali  C  è  uguale  a  zero  da  quelle  in  cui  C 
non  è  nullo  dovunque,  dicendo  che  nelle  prifne  la  distribuzione 
del  vettore  A  è  non  circuitale  e  nelle  seconde  è  circuitale,  * 

Primo  caso:  La  rotazione  C  è  nulla  in  tutti  i  punti  della 
regione  considerata  :  ossia  la  distribuzione  del  vettore  A  neiia  re- 
gione considerata  è  non  circuitale. 

In  questo  caso,  qualunque  sieno  le  linee  P  J  Qt  Pj  Q,  è 
sempre  U=o;  quindi  sempre  J=j\  L'integrale  del  vettore  A 
preso  da  P  a  ip  ha  un  medesimo  valore  su  tutte  le  linee  con- 
giungenti  questi  due  punti;  esso  non  dipende  dalla  scelta  della 
linea  su  cui  è  calcolato,  dipende  unicamente  dalla  posizione  dei 
punti  P  e  Q,  nei  quali  la  linea  principia  e  termina. 

Scegliamo  nel  campo,  ad  arbitrio,  un  punto  O  {fig.  26); 
mediante  una  linea  qualunque  M  O  congiungiamo  con  esso  un 
altro  punto  M,  e  rappresentiamo  con  V  l'integrale  preso  da  M 
verso  O  lungo  questa  linea.  Il  valore  di  V  non  dipende  dalla 
forma  della  linea,  ma  dipende  solo  dalla  posizione  di  O  e  di  AI, 


*  La  locuzione:  circuitale  e  stata  introdotta  da  W.  Thomson  {Mathematical 
and  physical  paptrs.  Voi.  IH,  pag.  451)  ed  è  adoperata  da  Heaviside. 
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e  se  il  punto  O  è  ritenuto  fisso,  dipende  solo  dalla  posizione 
di  M\  il  valore  di  V  è  una  funzione  di  quelle  sole  variabili 
colle  quali  viene  definita  la  posizione  del  punto  M,  Sieno  Vp  e 
Vq  i  valori  di  F  nei  punti  P  e  Q;  l'integrale  /,  preso  da  P 
verso  Q  lungo  una  linea  PM  Q  qualunque  congiungente  P  con 
Q,  si  può  esprimere  per  mezzo  di  questi  due  valori.  Infatti  Tin- 
tegrale  lungo  la  linea  PM  Q 
è  uguale  a  quello  preso  su 
qualunque  altra  linea  partente 
da  P  e  terminante  in  Q\  è 
uguale  perciò  a  quello  preso 
lungo  la  linea  PO  Q.  Ora  l'in- 
tegrale su  PO  vale  Vp,  e 
quello  s\x  O  Q  vale  —  Vq , 
dunque 


J=Vp^  Vq:        (36) 


Fig   26. 


l'integrale   /  del    vettore  A, 

preso  da  P  a  O  lungo  una  linea  qualunque  congiungente  questi 
punti,  è  uguale  alla  differenza  tra  i  valori  in  P  ed  in  Q  della 
funzione   V, 

La  grandezza  scalare  V,  funzione  delle  variabili  che  defi- 
niscono la  posizione  di  un  punto  M,  dìcesi  potenziale  del  vet- 
tore A  in  tale  punto. 

Dato  il  valore  Vp  del  potenziale  in  un  punto  P,  si  ha 
quello  nel  punto  Q  dalla  relazione  Vq  =  F/>  —  J.  Se  il  punto  O 
coincide  con  P,  se  cioè  la  linea  P M Q  è  chiusa,  /rappresenta 
la  circuitazione  su  tale  linea,  ed  è  perciò  uguale  a  zero.  Quindi 
allora  Vq:=  Vp,  Possiamo  esprimere  questo  fatto  dicendo  che 
se,  partendo  da  un  punto  P  qualunque  del  campo  e  percorrendo 
una  linea  chiusa  qualunque,  si  ritorna  al  punto  stesso,  si  ritrova 
al  ritorno  lo  stesso  valore  del  potenziale  che  si  aveva  alla 
partenza.  In  altri  termini:  il  potenziale  V  ha  per  ogni  singolo 
punto  del  campo  un  unico  valore;  esso  è  una  funzione  mono- 
droma  delle  coordinate. 

Qui  però  importa  notare  che  il  valore  della  funzione  V 
-dipende  dalla  scelta  arbitraria  del  punto  O.  Se  invece  del 
punto  O  si  scegliesse  un  altro  punto  0\  il  potenziale  in  un 
punto  qualunque  M  risulterebbe  aumentato  o  diminuito  dì  una 
quantità  uguale  all'integrale  del  vettore  A  lungo  una  linea  O  O'  \ 
risulterebbe  cioè   accresciuto    o    diminuito   di   una   costante  di- 
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pendente  dalla  scelta  arbitraria  di  0\  Perciò  il  potenziale  i 
contiene  una  costante  arbitraria.  £  questa  una  conseguenz 
dell'essere  il  potenziale  definito  da  un  integrale. 

31.  Secondo  caso:  Esistono  nel  campo  alcune,  e  soàmi 
alcune,  regioni,  ove  la  rotazione  C  è  dive f sa  da  sere:  nelle  ^ua 
cioè  la  distribuzione  del  vettore  A  '■  circuitale. 

In  questo  caso  può  accadere  che  la   linea  chiusa  PJQj. 
del  paragrafo  precedente  non   sia   concatenata  con  alcuna  line 
vorticale,  oppure  che  lo   sia.  Supponiamo,  per   esempio,  che  iti 
toro  C  C  (fìg.  27)  rappresenti 
un  tubo  vorticale  e  che  fuori 
di  esso  non  esistano  altre  linee 
vorticali;  può  accadere  chele 
due  linee  condotte  àa.  P  ^  Q 
passino  tutte  due  fuori  dell' 
nello,  come  le  J,j,  o  tutte  due 
.dentro    dell'anello,    come   le 
,/',  f,  nei  quali  casi  la  lìnea 
chiusa  da  esse  formata  non 
concatenata    coll'anello;    op- 
pure può  accadere  che  delle 
due  linee  l'una  passi  fuori  del- 
l'anello, come  la  J,  e  l'allr 
passi  dentro,  come  la  f,  n( 
Fie,  37.  qiial  caso    esse   formano  un 

linea  chiusa  P/QJP  cotta 
tenata  coll'anello  medesimo,  Possiamo  anche  distinguere  i  du 
casi  dicendo  che  nel  primo  una  delle  due  lìnee  si  può  far  venir 
a  coincidere  coil'altra  per  mezzo  di  uno  spostamento  e  di  un 
deformazione  graduale,  senza  che  per  questo  essa  debba  tagliar 
il  tubo  vorticale,  mentre  nel  secondo  ciò  non  sarebbe  possibile, 
Supponiamo  dapprima  che  si  verifichi  la  prima  ipotesi,  chi 
cioè  le  due  linee  condotte  da  P  a  p  sieno  le  y,_/',  oppure  J',j 
così  che  esse  non  formino  una  linea  chiusa  concatenata  col 
tubo  vorticale.  Allora  abbiamo  ancora,  come  dianzi,  i/^o, 
quindi  J^=j;  l'integrale  da  /*  a  y  è  ancora  indipendente  dal! 
linea  percorsa.  Se  diciamo  J  Ì\  valore  dell'integrale  per  tutte  I 
linee  che  vanno  da.  P  a  Q  passando  all'esterno  dell'anello  vor 
ticale,  come   le    P  J  Q,  PjQ,   possiamo    ancora,    come   dianzi* 


y=r,. 


'', 
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E  similmente,  se  diciamo  J  il  valore  dell'integrale  preso  su  una 
linea  qualunque  che  vada  da  P  a  O  passando  dentro  dell'anello, 
come  la  P  f  jQ  o  la  Pj  O,  possiamo  scrivere 

f=Vp^P\.  (36) 

Ma  supponiamo  ora  che  si  verifichi  la  seconda  ipotesi,  che 
cioè  delle  due  linee  condotte  da.  P  sl  Q  una  sia  la  P  J  Q  pas- 
sante fuori  dell'anello  verticale  e  l'altra  sia  la  P  f  Q  passante 
dentro  dell'anello,  così  che,  prese  insieme,  esse  formino  una 
linea  chiusa  concatenata  coll'anello  medesimo.  Se  allora  diciamo  U 
il  flusso  della  rotazione  C  esistente  nel  tubo  vorticale,  ossìa  il 
numero  delle  linee  vorticali  concatenate  colla  linea  chiusa 
Pf  QJPf  abbiamo  per  la  (35): 

f-J==U.  (35  ) 

L' integrale  lungo  la  linea  Pf  Q  è  diverso  da  quello  lungo  la 
linea  PJQ,  e  la  differenza  fra  i  due  è  U. 

Portando  nella  (35)  i  valori  (36)  e  (36')  abbiamo 

Possiamo  adunque  riassumere  dicendo:  anche  nel  caso  che 
stiamo  considerando  vi  ha  un  potenziale  F  funzione  delle  coor- 
dinate; ma  per  un  medesimo  punto,  per  esempio  pel  punto  Q, 
questo  ha  più  valori  dipendenti  dal  cammino  seguito  per  arri- 
vare al  punto  stesso. 

Se^  come  caso  particolare,  supponiamo  che  il  punto  Qt  che 
è  un  punto  qualunque,  coincida  col  punto  di  partenza  P,  ab- 
biamo Fy=  F/>  e  V q-^  Vp  —  U,  \n  altri  termini:  se,  partendo 
da  un  punto  qualunque  P,  si  percorre  nel  campo  una  linea 
chiusa  e  si  ritorna  in  P,  si  ritrova  in  P  all'arrivo  il  medesimo 
valore  del  potenziale  che  vi  si  aveva  alla  partenza  quando  la 
linea  chiusa  percorsa  non  è  concatenata  con  linee  vorticali;  ma 
si  trova  invece  un  valore  diverso  quando  la  linea  chiusa  per- 
corsa è  concatenata  con  linee  vorticali,  come  la  P  f  P,  La  dif- 
ferenza tra  il  valore  del  potenziale  che  si  aveva  in  P  alla  par- 
tenza e  quello  che  si  trova  al  ritorno  è  uguale  ad  U,  ossia  al 
numero  delle  linee  vorticali  concatenate  colla  linea  chiusa  per- 
corsa. Se,  come  si  è  supposto,  si  percorre  la  linea  chiusa  Pf'P 
in  quel  verso  che  è  segnato  nella  figura,  il  valore  finale  del 
potenziale  in  P  è  uguale  al  valore  iniziale  meno  U;  se  si  per- 

G.  Ferraris,  Operg,  Voi  I.  28 
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corre  quella  linea  chiusa  in  senso  inverso,  il  valore  finale  sarebbe 
uguale  air  iniziale  piti  U,  Se  sulla  medesima  linea  P  f*  P  o  su 
altre  linee  qualunque  partenti  da  P  e  terminanti  in  P  si  faces- 
sero non  uno  solo,  ma  N  giri  attorno  al  tubo  vorticale  C,  si 
troverebbe  tra  il  potenziale  di  arrivo  e  quello  di  partenza  una 
difTerenza  uguale  a  ±  N  U.  Detta  adunque  V^  una  funzione 
delle  coordinate  dì  P,  il  potenziale  V  in  un  punto  P  qualunque 
del  campo  si  può  esprimere  con 


V-=  ]\  ±  NU: 


(37) 


il  potenzia/e  è  una  /unzione  po/idroma,  ed  U  è  la  costante  ciclica. 
Se  per  mezzo  di  una  acconcia  superficie  escludiamo  dal 
campo  i  tubi  vorticali  e  ci  limitiamo  a  considerare  la  parte  di 
campo  che  rimane,  noi  rientriamo  nel  primo  caso  già  trattato 
al  paragrafo  precedente  [30].  Ma  per  applicare  le  conclusioni 
allora  trovate  dobbiamo  osservare  che  la  parte  di  campo  che 
ora  siamo  condotti  a  considerare  è  ciclica,  e  che  dobbiamo  ri- 
durla ad  essere  aciclica  per  mezzo  di  qualche  acconcia  sezione. 
Per  fissare  le  idee  riferiamoci  ancora  all'esame  precedente,  nel 


Fig.  28. 

quale  le  linee  vorticali  sono  tutte  contenute  dentro  ad  un  toro, 
e  per  rendere  più  chiara  la  figura  rappresentiamo  non  più  una 
prospettiva  come  dianzi,  ma  una  sezione  del  toro:  per  esempio 
supponiamo  che  il  piano  della  fig.  28  determini  nel  toro  le  due 
sezioni,  C,  C  Per  rendere  aciclico  il  campo,  dobbiamo  allora 
chiudere  il  toro  medesimo  con  una  superficie  a  b  in  modo  che 
non  si  possa  condurre  più  alcuna  linea  come  P/  Q  passante 
dentro  di  esso;  oppure,  se  vogliamo  poter  passare  in  P  J"  Q, 
dobbiamo  tagliare  lo  spazio  esterno  con  una  superficie  a'  a", 
b'  b"f  la  quale  impedisca  di  passare  da  P  a  <p  con  una  linea 
come  la  P  J  Q.  Soltanto    dopo    di    avere   in  questo   modo  reso 
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aciclico  il  campo  sì  può  dire  che  esiste  un  potenziale  /'avente 
per  ogni  punto  un  unico  valore. 

32.  Terzo  caso:  In  ogni  punto  del  campo  la  rotazione  C  /' 
diversa  da  zero:  ossia  in  tutto  il  campo  la  distribuzione  del 
vettore  A  è  circuitale. 

In  questo  caso  la  linea  PJQjP  (fig.  25)  è  sempre  conca- 
tenata con  linee  vorticali  ;  e  quindi  V  integrale  J  è  sempre  di- 
verso day,  qualunque  sieno  le  due  linee  PJQf  PjQ-  Se  si  fa 
variare  per  spostamenti  graduali  infinitamente  piccoli  la  linea, 
sulla  quale  si  fa  V  integrazione,  il  valore  /  dell*  integrale  preso 
da  Pfino  a  Q  subisce  anch'esso  variazioni  infinitamente  pìccole. 
Dati  i  punti  P  e  Q,  Tintegrale  non  ha  più  né  un  valore  deter- 
minato, né  una  serie  di  valori  equidifferenti,  ma  può  avere  in- 
finiti valori  succedentisi  con  continuità.  In  questo  caso  l'integrale 
non  è  determinato  se  non  é  completamente  data  la  linea  d' in- 
tegrazione; non  vi  ha  dunque  più  luogo  a  parlare  di  potenziale. 

Osservazione.  La  condizione  rot  A  =  o  si  traduce  [29]  nelle  tre 
equazioni 

cy      c^  c^      ex       'ex      dy 

Ora  sono  appunto  queste,  espresse  nella  forma  solita,  le  condizioni 
necessarie  acciocché  il  trinomio 

A^  dx  4-  A^  dy  -\-  A^  dz 
sia  il  differenziale  totale  esatto  di  una  funzione  di  x^y\z, 

33.  Potenziale  di  una  somma  di  vettori,  —  Supponiamo  che 
in  una  regione  dello  spazio  sian  definiti  più  vettori  A',  A'', .... 
Detto  ds  un  elemento  di  una  linea  Af  O  {fig.  26)  si  ha  [23], 

I  (A'  +  A"+...)^8=  I  ^'ds+  I  A'Vs  -r ... 


MO  MO  ^  MO 


Se  in  quella  regione  sono  nulle  le  rotazioni  di  A',  A", . . . ,  per 

la  proposizione  (28)  é  pure  nulla  la   rotazione  di  A'  -f  A"  + 

Tenendo  fisso  il  punto  O  e  lasciando  variare  il  punto  M  gl'in- 
tegrali scritti  definiscono  [30]  il  potenziale  in  M  del  vettore 
A'  +  A"  +  ...,  e  dei  vettori  A',  A",....  Dunque:  il  potenziale 
di  una  somma  di  vettori  è  uguale  alla  somma  dei  potenziali 
•dei  singoli  vettori. 
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34.  Determinazione  del  vettore  per  mezzo  del  potenziale,  —  Il 
potenziale  è  una  grandezza  scalare,  il  cui  valore  in  ogni  punto 
è  determinato,  a  meno  di  una  costante  arbitraria,  quando  è  data 
la  distribuzione  del  vettore.  Viceversa,  dato  il  potenziale  in  fun- 

$/     zione    delle    coordinate,    il    vettore    risulta 
anch'esso  determinato  in  ogni  punto. 

Per  chiarire  questa  cosa,  consideriamo, 

invece  della   linea  di  lunghezza  finita  PQ 

trattata  nei  paragrafi  precedenti,  un  semplice 

elemento  p  q  (fig.  29)  ;  prendiamo  p  q   come 

■^    direzione  positiva,  definendola,  se  vogliamo, 

Fig.  29.  con  un  vettore-unità  s,  e  rappresentiamo  la 

lunghezza  p  q  dell'  elemento  con  ds.  Invece 
dell'integrale  J  dianzi  considerato  [30]  abbiamo  ora  un  semplice 
elemento;  e  se  rappresentiamo  con  A^  la  proiezione  del  vettore  A 
su  8,  ossia  il  prodotto  scalare  A  s,  questo  elemento  è 

As  ds. 

Se,  d'altra  parte,  colla  notazione  solita  del  calcolo  differenziale 

3  F  .     .    .                               Vq  —Vp 
rappresentiamo  con  ——  il  limite  del  rapporto  —- ~  quando, 

tenendo  fissa  la  direzione  data  s,  si  fa  diminuire  p  q  fino  a  zero, 

possiamo  scrivere  Vp  —  Vq  =  —      -  ds.  Con  ciò  l'equazione  (36), 

0  ^ 

che  è  la  definizione  del  potenziale,  si   riduce  nel  caso  ora  con- 
siderato a 

yls  ds  =  —  - —  ds. 

d  s 

Quindi  : 

-^»  =  -|-.  (38> 

Supponiamo  che  il  vettore-unità  s  coincida  successivamente 
coi  tre  vettori  fondamentali  I,  j,  k,  e  poniamo  per  conseguenza, 
successivamente  dxy  dy,  dz  ài  posto  di  ds.  Otteniamo  cosi  le 
tre  componenti  A^,  ^-lo,  A^  di  A;  esse  sono: 


Così  abbiamo  : 


■dV      .dV      .dV 
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Se,  come  già  altre  volte,  poniamo  simbolicamente 

e  trattiamo  questo  simbolo  V  come  quello   di   un   vettore,  pos- 
siamo scrivere  la  (40)  anche  così  : 

A=  — vr.  (40') 

Non  è  inutile  riassumere  qui  gli  efìetti  deiroperatore  v".  Appli- 
cato ad  una  quantità  scalare  V^  funzione  delle  coordinate,  esso  dà, 
come  or  ora  abbiamo  veduto,  a  meno  del  segno,  il  vettore  A,  di  cui 
F  è  il  potenziale;  applicato  ad  un  vettore  A  alla  maniera  di  un 
moltiplicatore  in  un  prodotto  scalare,  dà  la  div  A  [18];  applicato  al 
medesimo  vettore  alla  maniera  di  un  moltiplicatore  in  un  vettorpro- 
dotto  dà  la  rot  A  [29]. 

Se  V  è  il  potenziale  del  vettore  A,  applicando  due  volte  l'ope- 
ratore V  ed  indicando  con  '7'  l'operazione  che  ne  risulta,  si  ha 
per  la  (40') 

V«F=V(V^O  =  -VA 

ossia 

\:^F=-divA.  (41) 

Il  I.**  membro  di  questa  relazione  si  può  scrivere  in  modo  più  espli- 
cito cosi  : 

0-A.\.P..j-V    '^-l      y—\it_0      ,  ioi|(_i' .1        Ir-' 


-ossia,  per  le  (8)  e  (9)  : 


rT      rJ^V      fi^V 

Dunque  la  (41)  equivale  a 

x-^ -1-   .— s -h  >.    3=-divA.  (41) 

2-v        oy        0^ 

In  particolare,  se  in  una  regione  dello  spazio  la  distribuzione 
del  vettore  A  è  solenoidale  [20],  il  potenziale  F  verifica  l'equazione 
(di  Laplace) 

v^^^^ro,  (43') 

ossia 
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35.  Superficie  equipotenziali,  —  L' equazione  V  =  costante 
rappresenta  una  superficie.  Tale  superficie,  in  tutti  i  punti  della 
quale  il  potenziale  ha  un  medesimo  valore,  dicesi  equi  potenziale. 
Dando  alla  costante  diversi  valori  si  hanno  le  equazioni  ^\ 
infinite  superficie  equìpotenziali;  per  ogni  punto  del  campo  se 
ne  può  far  passare  una. 

Se  il  versore  s  dianzi  considerato  [34]  si  prende  tangente 
alla  superficie  equipotenziale  passante  pel  punto  p  considerato,. 

il  punto  q  giace  anch'  esso  sulla  medesima  superficie,  e  quindi 

g// 
si  ha  — — —  o.  Perciò  la  (38)  dà  As  =  o.  La  proiezione  As  di  A 

OS 

è  nulla  per  tutte  le  direzioni  s  prese  nel  piano  tangente  alla 
superficie  di  livello;  dunque  A  è  perpendicolare  a  tale  piano; 
in  ogni  punto  di  una  superficie  equipotenziale  il  vettore  è  nor- 
male alla  superficie  medesima:  le  superficie  equi  potenziali  sono 
superfìcie  di  livello  [14^ 

Se  S  si  prende  sulla  normale  n  alla  superficie  di  livella 
passante  pel  punto  considerato,  As  è  lo  stesso  tensore  A  di  A. 
Quindi  rappresentando  con  dn  il  valore  scalare  di  un  elemento 
di  lunghezza  preso  sulla  normale,  abbiamo 

Il  valore  di  A  risulta  positivo  se  n  si  prende  nella  direzione 
nella  quale   V  diminuisce. 

Rappresentazione  del  campo  per  mezzo  di  superficie  equi  po- 
tenziali, —  Nell'art.  21  si  è  fatto  vedere  come  per  mezzo  di  un 
disegno  o  di  un  modello  di  linee  di  flusso  convenientemente 
scelte  si  possa  fare  una  rappresentazione  della  distribuzione  del 
vettore.  Ora  possiamo  vedere  come  una  rappresentazione  ugual- 
mente chiara  ed  istruttiva  si  possa  ottenere  per  mezzo  di  un 
disegno  o  di  un  modello  di  superficie  equipotenziali. 

Che  un  disegno  od  un  modello,  dove  sieno  rappresentate 
parecchie  superficie  di  livello  sufficientemente  vicine  le  une  alle 
altre,  possa  far  vedere  in  un  colpo  d'occhio  quale  sia  in  ogni 
punto  la  direzione  del  vettore,  è  evidente.  Tale  direzione  in- 
fatti è  normale  alla  superficie  equipotenziale  passante  pel  punto 
considerato.  Se  questo  si  trova  sopra  una  delle  superficie  ma- 
terialmente rappresentate  nel  disegno  o  nel  modello,  la  direzione 
risulta  direttamente  determinata;  se  esso  non  giace  su  di  una 
delle  superficie  materialmente  rappresentate,  ma  si  trova  fra  due 
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di  queste,  è  facile  immaginare  per  approssimazione,  colla  scorta 
delle  superficie  vicine,  la  superficie  di  livello  che  vi  si  potrebbe 
far  passare,  e  vedere  quindi  quale  sia  approssimativamente  la 
direzione  della  normale  a  questa  superficie.  Ma  scegliendo  con- 
venientemente le  superficie  di  livello  da  rappresentarsi  si  può 
fare  di  più  :  si  può  far  si  che  il  disegno  od  il  modello  indichi 
approssimativamente,  non  solo  la  direzione,  ma  anche  il  valore 
del  vettore.  Basta  a  quest'uopo  che  le  superficie  disegnate,  o 
costrutte,  corrispondano  a  potenziali  equidifferenti,  e  che  sieno 
abbastanza  vicine  perchè  le  porzioni  di  linee  di  flusso  comprese 
fra  due  superficie  equipotenziali  consecutive  si  possano  pratica- 
mente, ad  occhio,  confondere  con  segmenti  di  rette.  Diciamo  A;i 
uno  di  questi  segmenti  e  aF  la  differenza  costante  fra  i  poten- 

ziali  su  due  superficie  di   livello  consecutive;   il  quoziente  

dV 
ha  per  limite   -7—;  quindi   esso,  se,  come  si   è   supposto.  A//  è 

.       ,       ^^    dV    ^      dV 
piccolo,  rappresenta  un  valore  approssimativo  di   -z— .  Ora 

è  appunto,  a  meno  del  segno,  il  valore  di  A,  Basta  adunque 
che  sia  data  la  differenza  SV  costante  scelta  nella  costruzione 
del  disegno  o  del  modello,  per  potere  determinare  in  ogni  punto 
del  campo  il  valore  di  A  mediante  la  semplice  misura  di  una 
lunghezza  A  ;;.  L'avere  scelto,  nel  fare  il  disegno  od  il  modello, 
superficie  corrispondenti  a  potenziali  equidifferenti  non  solamente 
è  utile  per  ridurre  ad  uno  solo,  a  aF,  i  dati  necessari  per  fare 
nel  modo  detto  il  calcolo  di  A^  ma  è  anche  utile  per  fare  si  che 
il  disegno  od  il  modello  indichi  in  un  colpo  d'occhio  la  distri- 
buzione del  vettore  nel  campo.  Infatti,  se  AF  è  costante,  la  re- 
lazione approssimativa  A=z dice  che  approssimativamente 

A  è  inversamente  proporzionale  a  A  ;/  ;  là  dove  A  //  è  piccolo, 
dove  le  superficie  equipotenziali  disegnate  o  costrutte  sono  vi- 
cine le  une  alle  altre,  il  vettore  ha  un  valore  grande;  là  dove 
A  //  è  grande,  dove  le  superficie  equipotenziali  sono  lontane  le 
une  dalle  altre,  il  vettore  ha  un  valore  piccolo. 

Una  rappresentazione  più  completa  si  ha  se  si  combina  un 
disegno  od  un  modello  di  superficie  equipotenziali,  fatto  come 
ora  si  è  detto,  con  quello  di  un  sistema  di  linee  di  flusso  fatto 
come  è  stato  esposto  all'art.  21.  Si  ottiene  cosi  un  reticolato 
nelle  maglie  del  quale  l'occhio  è  guidato  e  trova  coMa  massima 


440  Teoria  geometrica  dei  campi  vettoriali 


facilità  gli  elementi  per  le  valutazioni  approssimative  delle  quali 
si  è  parlato. 

36.  Campo  uniforme.  —  Merita  un  cenno  speciale  il  caso 
di  un  campo  nel  quale  tutte  le  linee  di  flusso  sono  rette  paral- 
lele. E  facile  vedere  che  in  un  tale  campo  il  vettore  ha  un  me- 
desimo valore  in  tutti  i  punti.  Infatti  : 

I.**  Tutti  i  tubi  di  flusso  sono  a  sezione  costante,  e  perciò, 
in  virtù  della  proposizione  dimostrata  all'art.  22,  il  vettore  ha  un 
medesimo  valore  in  tutti  i  punti  di  una  medesima  linea  di  flusso. 

2.°  Le  superficie  equipotenziali,  che  sono  normali  alle  linee 
di  flusso,  sono  in  questo  caso  altrettanti  piani  tutti  paralleli  tra 
di  loro.  Perciò  la  distanza  dn  fra   due  superficie  equipotenziali, 

tra  le  quali  la  differenza  di  potenziale  è  dV^  è  la  stessa  su  tutta 

dV 
la  estensione  di  esse;  e  quindi  il  vettore  — 7—  [35]  ha  un  me- 
desimo valore  in  tutti  i  punti  di  una  superficie  di  livello  qua- 
lunque. Per  conseguenza  il  vettore  è  lo  stesso  in  tutti  i  punti  del 
campo.  Un  campo  come  quello  di  cui  abbiamo  parlato,  nel  quale 
il  vettore  ha  una  medesima  direzione  ed  una  medesima  gran- 
dezza in  tutti  i  punti,  si  dice  uniforme. 

§  5.**  Distribuzioni  non  circuitali.  Forze  newtoniane. 

Vettori  newtoniani. 

Riduzione  dei  problemi  relativi  alla  determinazione  di  un  campo.  —  Distri- 
buzioni non  circuitali:  espressione  del  vettore  e  del  potenziale  per  mezzo  della 
divergenza.  —  Calcolo  inverso  della  divergenza  partendo  dall' esprossione  tro- 
vata pel  vettore.  —  Forze  newtoniane.  —  Significato  delle  precedenti  locuzioni 
ed  estensione  del  loro  impiego. 

37.  Riduzione  dei  problemi  relativi  alla  determinazione  di  un 
campo.  —  Data  la  distribuzione  di  un  vettore  A,  noi  sappiamo 
determinare  per  ogni  punto  del  campo  due  altre  grandezze  con 
esso  col  legate:  una  scalare,  la  div  A;  l'altra  vettoriale,  la  rot  A. 
Inoltre,  quando  la  rot  A  è  uguale  a  zero  sappiamo  che  esiste, 
e  possiamo  determinare  per  ogni  punto,  un'altra  grandezza  sca- 
lare importante,  il  potenziale   /'. 

\'iceversa,  possiamo  risalire  da  queste  grandezze  al  vet- 
tore A.  Il  problema  si  riduce  a  ricavare  A  da  un  sistema  di 
equazioni  differenziali  comprese  nelle  seguenti 

div.  A  =  ^,       rot  A  ==  C,       A  =  —  V  F,  (45) 

ove  5,  C,  /'  sono  date  funzioni  delle  coordinate. 
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Ora  qui  si  presenta  subito  una  osservazione  importante. 
La  div.,  la  rot.,  il  potenziale  della  somma  di  più  vettori  sono 
uguali  [art.^  17,  27,  33!  alle  somme  delle  div.,  delle  rot.,  dei  po- 
tenziali dei  singoli  vettori.  Perciò  se  poniamo 


czzzzò'  +  ò"  I-...,     C=C'  +  C"f...,     V=V'-\-V' 


e  se  sappiamo  trovare  i   valori  A',  A", . . . ,  che   soddisfano  alle 
equazioni  : 

divA'=ò',  rotA'  i=C',     A'=-Vr, 

divA"='/',  rotA"=C",     A"=-Vr", 


possiamo  dire  sabito  che  le  equazioni  (45)  sono  soddisfatte  dal 
vettore 

A  ^  A'  +  A"  +  . . . 

E  questa  osservazione  ci  permetterà  di  trattare  molti  dei  casi 
complicati,  che  si  presentano  nelle  applicazioni,  come  combina- 
zioni di  casi  più  semplici. 

Qui  ci  conviene  considerare  dapprima  alcune  distribuzioni 
non  circuitali  [30],  nelle  quali  cioè  la  rotazione  C  è  nulla,  e  poi 
alcune  distribuzioni  circuitali. 

38.  Distribuzioni  non  circuitali,  —  Sia  dato  un  campo,  nel 
quale  si  sappia  che  C  =  o  in  ogni  punto,  un  campo  a  distribu- 
zione non  circuitale;  e  per  ogni 
punto  di  esso  sia  data  la  divergenza 
0.  Il  vettore  A  deve  allora  soddisfare 
alle  equazioni  differenziali 

div  A  =  Ò,     rot  A  :=  o,       (46) 

ove  ò  è  una  data  funzione  delle  coor- 
dinate. Noi  vogliamo  considerare 
alcune  soluzioni  di  queste  equazioni. 
A  tale  uopo  comincìeremo  a  sup- 
porre che  il  punto  P,  pel  quale  si 
vuole  conoscere  A,  si  trovi   in  una  t'*  3> 

regione  ove  sia  om^o,  comincieremo 

cioè  a  supporre  che  sia  òz=o  per  tutto  lo  spazio  all'interno  di 
una  certa  superficie  5  (fig.  30)  circondante  il  punto  P,  Ci  sarà 
facile,  in  seguito,  eliminare  questa  restrizione. 
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Immaginiamo  il  campo  diviso  in  elementi  di  volume,  e  di- 
ciamo V  il  volume  di  uno  di  questi.  Per  definire  poi  la  posizione 
del  punto  P  rispetto  a  questo  elemento,  consideriamo  come 
vettore  il  segmento  di  retta  ;;/  P  che  congiunge  un  punto  tu 
dell'elemento  al  punto  P\  rappresentiamo  con  r  il  tensore  di 
questo  vettore,  ossia  la  distanza  m  P,  e  con  r  il  versore,  ossia 
un  vettore-unità  preso  nella  direzione  ;//  P. 

Diciamo  ò  il  valore  dato  della  divergenza  del  vettore  A  nel 
punto  w,  e,  prima  di  considerare  la  distribuzione  data,  immagi- 
niamo una  distribuzione  nella  quale  la  rotazione  sia  nulla,  e  la 
divergenza  abbia  il  valore  dato  ò  soltanto  nell'interno  dell'ele- 
mento Vf  mentre  fuori  di  questo  essa  è  da  per  tutto  uguale  a 
zero.  Se  mai  troveremo  un  vettore  A'  pel  quale  la  divergenza 
abbia  una  tale  distribuzione,  se  la  stessa  cosa  faremo  per  tutti 
gli  altri  elementi  di  volume,  e  se  sommeremo  tutti  i  vettori  A' 
che  avremo  trovati,  avremo  nella  somma,  in  grazia  della  osser- 
vazione fatta  all'articolo  precedente  37],  un  vettore  A  il  quale 
sodisfa  alle  equazioni  (46)  in  tutto  il  campo. 

Ora,  tra  i  vettori  A'  che  sodisfanno  alla  condizione  rot  A':^a 
vi  hanno  tutti  quelli  aventi  la  direzione  r  ed  un  tensore  fun- 
zione della  sola  distanza  r.  Infatti  se  A'  ha  una  rotazione  C, 
questa  si  può  scomporre  in  tre  Ci,C2,Cg,  la  prima  parallela  e 
le  altre  due  perpendicolari  ad  r.  La  grandezza  di  Cj  si  calcola 
dividendo  la  circuitazione  attorno  ad  un  elemento  superficiale  dS^ 
perpendicolare  ad  r  per  l'area  dell'elemento  medesimo.  Ma  se 
il  vettore  A'  ha  la  direzione  r,  esso  in  ogni  punto  del  contorno 
dSy^  è  normale  al  contorno  stesso;  quindi  la  circuitazione  è 
nulla,  e  con  essa  è  nulla  Cj.  La  componente  Cg  si  può  calcolare 
per  mezzo  della  circuitazione  attorno  ad  un  elemento  superfi- 
ciale piano  contornato  da  due  porzioncelle  uguali  dr,  dr*  di  due 
raggi  vettori  r^r'  infinitamente  vicini  l'uno  all'altro  e  da  due 
archi  infinitamente  piccoli  di  due  cerchi  di  centro  m  e  di  raggi  r 
ed  r  +  dr.  Ma  se  il  vettore  A'  ha  la  direzione  r,  le  porzioni 
della  circuitazione  corrispondenti  ai  due  archi  di  cerchio  sono 
nulle;  e  se  ^'  è  inoltre  funzione  della  sola  r,  le  porzioni  della 
circuitazione  corrispondenti  ai  due  lati  radiali  uguali  dr,  d r^ 
sono  uguali  e  di  segni  contrari.  Quindi  anche  Cj  è  nulla.  Simil- 
mente si  dimostra  che  è  nulla  C3.  Noi  avremo  adunque  uno  dei 
valori  possibili  di  A'  se  porremo 

A'  =  r  A',  (47) 


V 
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e  se  determineremo  il  tensore  A'  funzione  di  r  in  modo  che  la 
divergenza  abbia  un  valore  uguale  a  ò  dentro  di  t;  ed  a  zero 
fuori  di  r. 

A  quest'uopo  basta  osservare  che  l'integrale  di  div  h! .dv 
esteso  allo  spazio  limitato  da  una  superficie  chiusa  circondante 
l'elemento  di  volume  v  si  ridurrà  qui  a  v^;  e  che  quindi,  pel 
teorema  della  divergenza  (23),  qualunque  sia  la  superficie  chiusa 
considerata,  purché  essa  circondi  v^  l'integrale  del  vettore  A' 
preso  su  di  essa  sarà  sempre  uguale  a  t;8.  Applicando  questa 
proposizione  ad  una  superficie  sferica  di  centro  m  e  di  raggio  /% 
e  ricordando  che  A'  è  normale  a  questa  superficie  e  che  A'  ha 
uno  stesso  valore  per  tutti  i  punti  di  essa,  si  ha: 


V  ò 

_      2  ^  ...... 


A'  =  vò,     e  quindi  A'  = .  (48) 

4  r.  r^ 

Ponendo 


r. 


=  z      e       vz  =  m,  (49> 

4  *• 

il  valore  di  A'  si  scrive  più  semplicemente  così  : 

^=773'       oppure  A  =  —  ]  (50) 

e  portando  questo  valore  nella  (47)  si  ottiene 

A'  =  r  — .  (51) 

Ciò  che  abbiamo  fatto  per  l'elemento  di  volume  v  facciamo 
ora  per  tutti  gli  altri  elementi  di  volume:  consideriamo  tante 
distribuzioni  in  ciascuna  delle  quali  la  divergenza  l  abbia  il  va- 
lore dato  solamente  dentro  all'  elemento  e  sia  nulla  in  tutto  il 
rimanente  spazio;  per  ciascuna  di  tali  distribuzioni  determiniamo 
pel  punto  P  il  vettore  A'  colla  formola  (51).  La  somma  dei  vet- 
tori A'  sodisfa  alle  equazioni  (46):  essa  è  un  vettore  la  cui  di- 
vergenza ha  in  ogni  punto  del  campo  il  valore  voluto  e  la  cui 
rotazione  è  nulla  in  tutto  lo  spazio.  Se  diciamo  A  la  somma  dei 
vettori  A',  la  soluzione  trovata  si  scrive 

A  =  ir  — ;  (52) 

e  questa  formola  si  traduce  nel  seguente  enunciato:  Il  vettore  A 
è  il  risultante  di  tanti  vettori  quanti   sono   gli    elementi  di  vo- 
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lume,  nei  quali  la  divergenza  ù  diversa  da  zero  ;  ciascuno  di 
questi  vettori  ha  la  direzione  r  della  retta  che  congiunge  il  cor- 
rispondente elemento  di  volume  al  punto  P  considerato  ed  ha 
un  valore  inversamente  proporzionale  al  quadrato  della  distanza 
del  punto  P  dall'elemento  di  volume. 

Il  potenziale  si  trova  facilmente.  A  tal  fine  consideriamo 
ancora  dapprima  un  solo  elemento  di  volume  v  situato  in  /;/  ed 
il  corrispondente  vettore  A'  nel  punto  P  alla  distanza  r  da  m. 
Siccome  le  superficie  equipotenziali  sono  normali  al  vettore, 
cosi  la  superficie  equipotenziale  passante  per  P  è  la  superficie 
sferica  di  centro  ///  e  di  raggio  r,  ed  il  potenziale  F'  del  vet- 
tore A'  è  fiinzione  della  sola  variabile  r.  Per  determinare  questa 
funzione  abbiamo  l'equazione  (44)  nella  quale  dobbiamo  scri- 
vere A'  in  luogo  di  Af   /''  ed  r  in  luogo   di  ;/.  Abbiamo  cosi: 

A' =1  —     ,      ;  e   quindi,   ricordando  che   A' =^ — r» 
(ir  ^         '  r-  * 

ci  V  m 


j      —  •> 

ar  r- 

Di   qui  ricaviamo,   rappresentando  con  cost.  una  costante   arbi- 
traria : 

/    =— -i-cost.  (53) 

Nel  medesimo  modo  si  calcolano  i  potenziali  dovuti  a  tutti 
gli  altri  elementi  di  volume.  Il  potenziale  /'  dovuto  alla  distri- 
buzione data  è  la  somma  di  tutti  i   /'';  si  ha  quindi 

J=v_-  +  cost.  (54) 

Se  la  divergenza  ò  è  distribuita  con  continuità  nello  spazio, 
si  ha  da  scrivere  in  luogo  di  una  somma  un  integrale;  si  ha 
allora: 

T  ^       f  i  ^/ 1  ' 
^J  '  r       '"^^^^•'  CS4'.) 

e  l'integrazione  si   deve  estendere  a  tutte  le  parti  dello  spazio 
nelle  quali  p  è  diverso  da  zero. 

Il  potenziale  /'  così  detcrminato  ha  per  ogni  punto  del 
campo  un  valore  unico;  esso  è  una  funzione  monodroma  delle 
coordinate.  Ciò  noi  sapevamo  in  precedenza,  poiché  avevamo 
già  veduto  che  la  rot  A  ù  nulla  in  tutto  il  campo. 
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In  tutto  ciò  che  precede  abbiamo  supposto  che  dentro  ad 
una  superficie  chiusa  5  di  dimensioni  finite  circondante  il  punto  R 
fosse  0  =:  o.  Se  ciò  non  è,  bisogna  aggiungere  ai  valori  (52)  e 
(54)  o  (54)  trovati  per  A  e  per  V  un  termine,  che  possiamo 
rappresentare  rispettivamente  con  A^  e  con  FJ,,  dovuto  alla 
parte  del  campo  contenuto  dentro  della  superficie  5.  Ma  se  la 
divergenza  0  non  è  infinita  in  nessun  punto  della  regione  li- 
mitata dalla  superficie  5,  è  facile  vedere  che  h^  e  V^  conver- 
gono verso  zero  quando  la  superficie  5  sì  riduce  infinitamente 
piccola.  Per  dimostrare  ciò,  cominciamo  ad  osservare  che  anche 
facendo  la  superficie  5, infinitamente  piccola,  noi  possiamo  pur 
sempre  immaginare  che  il  volume  da  essa  limitato  sia  scom- 
posto in  elementi,  le  dimensioni  dei  quali  sieno  infinitamente 
piccole  a  fronte  delle  distanze  degli  elementi  stessi  dal  punto  Pi 
questa  osservazione  ci  permette  di  far  servire  le  espressioni  or 
ora  trovate  per  A  e  per  V  anche  per  calcolare  A©  e   V^, 

Ciò  posto  consideriamo  Ao-  Questo  vettore  è  il  risultante 

-r-^  ^*  ^^^^^  vettori  r  — ^,  che  in  generale  non  sono  paralleli» 

Evidentemente  il  suo  tensore  A^  è  minore  della  somma  dei 
tensori  dei  vettori  componenti;  quindi  se  col  segno  2  si  indica 
una  somma  estesa  a  tutto  Tinterno  della  superficie  5,  si  ha 

A  <\  — 

Se  immaginiamo  dentro  ad  5  una  distribuzione  continua  e  po- 
niamo m  =  e  dVf  questa  disuguaglianza  si  scrive 

p  dv 


A^< 


/ 


'0^1     ^2 


Se  con  p<j  si  rappresenta  il  massimo  valore  assoluto  di  p  dentra 
alla  superficie  5,  si  ha  ancora  con  maggior  ragione 


r' 


Ora  possiamo  supporre  che  5,  la  quale  può  essere  una  super* 
ficie  qualunque,  sia  una  superficie  sferica  di  centro  P  e  di 
raggio  a\  e  come  elemento  di  volume  dv  possiamo  prendere  il 
volume  compreso  tra  due  superficie  sferiche  descritte  col  centra 
in  P  e  coi  raggi  r  ed  r-\'dr.  Per  tal  modo  abbiamo 

cdv         r« 

^z;  =  4  z  r  ^  dr ,  onde  :    I  — y  =  4::  I  dr  =  j^'r.  a , 
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e  quindi 

^0  <4~  fod- 
era, se  si  fa  infinitamente  piccolo  il  raggio  a  della  sfera  5,  p^ 
tende  verso  il  valore  di  p  in  P,  che  è  finito  in  causa  della  (49) 
perchè  si  è  supposto  che  l  sia  finita.  Dunque,  per  la  relazione 
precedente,  anche  A^  si  riduce  infinitamente  piccolo;  e  se  la 
sfera  si  restringe  fino  a  ridursi  al  punto  P,  Aq  si  annulla. 

La  stessa  cosa  si  può  affermare,  ed  anche  con  maggior 
ragione,  per  V^ .  Infatti  se  si  suppone  ancora  che  6"  sia  una 
superficie  sferica  di  centro  P  e  di  raggio  a,  se  si  scomjyone 
ancora  questa  sfera  in  elementi  per  mezzo  di  superficie  sferiche 
concentriche  e  se  si  indica  ancora  con  f^  il  massimo  valore 
assoluto  dì  p  dentro  la  sfera,  il  valore  assoluto  di  V^  è  minore  di 


4 


dv  .       .         j  ** 

ossia  di    Po      ^-r.f'dr,         ossia  di    2  -  r^,  a*  , 


r 


«  perciò  esso  si  annulla  con  a. 

Dopo  questa  osservazione  noi  siamo  autorizzati  ad  adope- 
rare le  espressioni  (52),  (54),  (54)  anche  quando  il  punto  P  con- 
siderato si  trova  in  una  regione  ove  ò  è  diverso  da  zero  :  quelle 
formole  sono  generali.  Esse  costituiscono  una  soluzione  parti- 
<:olare  delle  equazioni  differenziali  (46). 

Se  in  una  regione  dello  spazio  la  distribuzione  del  vettore 
é  solenoidale,  cioè  nelle  (46)  si  ha  Iz=lo,  sarà  in  quella  regione 

m  ^=0,        p  =  o . 

In  ogni  caso  dalla  soluzione  particolare  delle  (46),  che  è 
fornita  dalle  formole  (52),  (54),  (54'),  si  hanno  altre  soluzioni 
delle  (46)  sommando  col  vettore  A  da  esse  dato  un  altro  vettore 
qualunque  avente  una  distribuzione  solenoidale  (e  non  circuitale). 

Con  rintroduzione  del  nuovo  simbolo  q  definito  dalla  (49)     -  =  ^ 

471 

l'equazione  (41)  o  (41')  diventa,  riferendosi  tanto  (>  quanto  il  poten- 
ziale F  e  le  xy  2  ad  uno  stesso  punto  dello  spazio 

y=F=-4rr(>  (55) 

ossia 

(equazione  di  Poisson). 
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39.  Calcolo  inverso  della  divergenza  partendo  dairespressione 
trovata  pel  vettore,  —  Nel  precedente  articolo  abbiamo  supposto 
che  fosse  data  la  divergenza  ò  in  ogni  punto  del  campo  e  che 
esistessero  delle  distribuzioni  non  circuitali  corrispondenti;  ed 
abbiamo  trovato  che  una  distribuzione  non  circuitale  che  dà 
luogo  alla  data  distribuzione  di  ò  si  ha  col  porre 

A  =  Vr-^,  (52) 


V  0 


ove  /;/=zct'i=: — .  È    facile    dimostrare   la   proposizione    reci- 

4  ~  ' 

proca,  dimostrare  che  se  il  vettore  ha  in  ogni  punto  un  valore 
esprimibile  nella  forma  (52),  se  cioè  A  è  il  risultante  di  tanti 
vettori  A',  dei  quali  le  direzioni  sono  quelle  r  delle  rette  con- 
giungenti col  punto  considerato  P  altrettanti  punti  ;;;  determinati, 
e  le  grandezze  sono  inversamente  proporzionali  ai  quadrati  delle 
distanze  r  del  punto  P  dai  punti  medesimi,  il  flusso  del  vettore  A 
uscente  da  una  superficie  chiusa  qualunque  dipende  soltanto  dalla 
somma  -  m  estesa  ai  soli  punti  situati  all'interno  della  superficie 
medesima,  ed  è  uguale  a  4  -  -  ;;/  ;  donde  poi  si  trarrà  che  la 
divergenza  di  A  è  uguale  a  ò. 

A  quest'uopo    cominciamo    a   considerare    il  caso  in  cui  i 
punti  m  si  riducono  ad  un  solo  (fig.  31).  Supponiamo  data  una 


Fig.  31. 

superficie  5S  e  consideriamo  su  questa  un  elemento  PQ  di 
area  d  S\  diciamo  r  la  distanza  mP  di  questo  elemento  dal 
punto  ;;/,  A'  il  vettore  P  A'  in  P,  e  0  Tangolo  della  retta  /;/  PA' 
con  la  normale  positiva  P X  alla  superficie.  Il  flusso  di  A'  at- 
traverso all'elemento  PQ  è  A'  cos  0  d  S,  ossia,  essendo  -•/  =    •    , 

I- 

cos  J  d  S 
m 

;•- 
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Ora  immaginiamo  col  vertice  in  m  un  cono  mPQ  circoscrìtto 

all'elemento  superficiale   PQ  e  diciamo  rfw  la  superficie  della 

sezione  ///  fatta  in    questo    cono   per  mezzo  di  una  superficie 

sferica  di  centro  ;;/  e  di  raggio  uguale  ad  tato;  do)  è  ciò  che 

si  denomina  angolo  solido  del  cono  mPQ  od  anche  superficie 

apparente  dell'elemento  PQ  visto  dal  punto  m.  Se  col  centro 

in  nt  e  con  raggio  mP=r  descriviamo  una  superficie  sferica, 

questa  determina  nel  cono  una  sezione  PM  di  area  r^dw.  Ma 

PM  si  può  anche  considerare  come  la  proiezione  di  PQ,  ossia 

di  d  St  sul  piano  normale  in  P  a  Pm^  e  quindi  la  sua  superficie 

vale  anche  cos  0  d  S;  dunque  abbiamo  r^  doì  =  cos  ^d  S,  e  quindi 

cosOrfS        ,       -,  .  -  ,, 

a    "  =«w.  Se  portiamo    questo    valore    nella  espressione 

del  flusso  attraverso  a.  P  Q,  questa  si  riduce  a 


md 


w. 


Questo  valore  è  indipendente  dalla  distanza  dell'  elemento  su- 
perficiale P Q  dal  punto  ;;/,  e  dall'area  di  esso;  dipende  soltanto 
dall'angolo  solido  doì.  Se,  oltre  all'elemento  P Q,  il  medesimo 
cono  di  angolo  solido  dio  taglia  sulla  medesima  superficie  5" 5, 
o  su  altre  superficie,  altri  elementi  superficiali,  i  flussi  attraverso 
a  tali  elementi,  se  presi  nella  medesima  direzione,  sono  tutti 
uguali. 

Ora  consideriamo  una  superficie  chiusa  S  (fig.  32),  e  suppo- 
niamo che  il  punto  ;;/  sia  fuori  di  essa.  Un  cono  infinitesimo  ;//  PQ 


Fig.  33. 

di  vertice  ;;/,  se  taglia  la  superficie  5,  la  taglia  un  numero  pari 
di  volte  (nel  caso  più  semplice,  rappresentato  in  figura,  la  taglia 
due  volte);  ed  attraverso  alle  successive  sezioni  PQ,  P  Q'  ecc. .. . 
esso  alternativamente  entra  nell'interno  della  superficie  ed  esce 
dalla  medesima.  I  flussi  del  vettore  A'  attraverso  alle  successive 
sezioni  PQ,  P  Q'  ecc....  sono,  rispetto  alla  superficie  5,  alter- 
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nativamente  entranti  ed  uscenti;  essi  sono  tutti  uguali  tra  di 
loro  quando  si  assume  per  tutti  una  medesima  direzione  posi- 
tiva, ma  se  si  prende  come  positiva  la  direzione  uscente  e  come 
negativa  la  entrante  in  ^,  essi  sono  alternativamente  negativi 
e  positivi;  sicché  se  si  sommano  essi  danno  una  somma  uguale 
a  zero.  La  stessa  cosa  si  deve  dire  per  tutti  i  coni  infinitamente 
sottili  che  si  possono  immaginare  col  vertice  in  tu]  e  quindi  si 
deve  conchiudere  che  il  flusso  uscente  dalla  superficie  chiusa  S, 
rispetto  alla  quale  il  punto  m  è  esterno,  è  uguale  a  zero. 

Supponiamo  invece  che  il  punto  m  sia  nell'  interno  delia 
superficie  S,  che  sia  per  esempio  in  m^.  In  questo  caso  un 
cono  infinitamente  sottile-  di  vertice  m^  o  taglia  la  superficie  S 
una  sola  volta,  come  nel  caso  semplice  rappresentato  in  figura, 
o  la  taglia  un  numero  impari  di  volte;  il  cono  esce  dalla  su- 
perficie una  volta  di  più  che  non  entri;  quindi  nella  somma 
de*  flussi  corrispondenti  al  cono  medesimo  rimane  non  eliso  un 
flusso  uscente.  Se  facciamo  questa  osservazione  per  tutti  gli 
infiniti  coni  elementari  che  si  possono  immaginare  col  vertice 
in  Wj,  e  se  sommiamo  i  flussi  uscenti  che  ad  essi  corrispondono, 

troviamo   m  )  e/o».    Ora   la   somma    \  dw   degli   angoli  solidi  di 

tutti  i  coni  che  hanno  il  vertice  in  un  medesimo  punto  w^  è 
uguale  alla  intiera  superficie  della  sfera  di  raggio  uno  sulla 
quale  essi  vengono  misurati;  dunque  il  totale  flusso  uscente 
dalla  superficie  chiusa  S,  nell'interno  della  quale  giace  il  punto 
Wj,  è  uguale  a  411;;/. 

Si  abbia  ora  non  più  un  solo  punto  m  od  wij,  ma  un  nu- 
mero qualunque  di  punti  comunque  distribuiti  nello  spazio.  Di 
tali  punti  quelli  che  stanno  all'esterno  della  superficie  chiusa  S 
non  portano  alcun  contributo  al  flusso  uscente  dalla  superficie 
medesima;  quelli  invece,  che  stanno  all'interno,  apportano  alla 
somma  che  rappresenta  tale  flusso  altrettanti  termini,  uno  qua- 
lunque dei  quali  è  espresso  da  4  -  m.  Il  flusso  risultante  vale 
adunque  4  :c  ^  ;;/. 

Se  introduciamo  altri  simboli,  cioè  poniamo  (indicando  con  v 
un  elemento  di  volume  racchiudente  il  punto  //;): 

;;i  =  e  I'      e       4-0  =  0, 

l'espressione  del  flusso  ora  trovata  prende  la  forma  ^vl]  e  se 
ò  è  distribuita  con  continuità,  f  l  dv.  Per  un  solo  elemento  di 
volume  dv  il  flusso  uscente  è  ò  dv.  Dividendolo  pel  volume  dv 
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deirelemento  otteniamo  la  divergenza;  questa  adunque  è  uguale 
a  8,  o,  se  si  vuole,  a  4 1:  p. 

40.  Forze  newtoniane,  —  Distribuzioni  come  quelle  che 
siamo  stati  condotti  a  considerare  si  incontrano  in  parecchi  casi 
nella  meccanica  e  nella  fìsica.  Fra  questi  casi  poi  hanno  una 
importanza  speciale  quelli  ove  il  vettore  A  è  una  forza.  Se, 
come  nelle  distribuzioni  ora  studiate,  la  forza  A  è  la  risultante 
di  forze  A'  con  direzioni  passanti  per  punti  m  determinati  ed 
intensità  funzioni  delle  sole  distanze  da  questi  punti,  le  forze 
si  dicono  centrali.  Se  poi  l'intensità  di  ciascuna  forza  A'  è  in- 
versamente proporzionale  al  quadrato  della  distanza  r  del  punto 
su  cui  essa  agisce  dal  corrispondente  punto  m,  le  forze  si  dicono 
newtoniane.  Tale  denominazione  deriva  dal  fatto,  che  la  legge 
della  ragione  inversa  dei  quadrati  delle  distanze  è  quella  delle 
forze  dovute  alla  gravitazione  universale,  scoperta  da  Newton. 

Siccome,  nel  caso  delle  forze  newtoniane,  il  vettore  A  si 
esprime  in  forma  semplicissima  per  mezzo  delle  distanze  r  del 
punto  considerato  dai  punti  ;;/,  così  è  possibile,  e  può  anche 
parere  naturale,  presentare  e  descrivere  i  fatti  e  parlare  di  essi 
come  se  alla  esistenza  dei  punti  m  fosse  dovuta  T  esistenza 
delle  forze  A',  o,  comunque,  dei  vettori  A'  medesimi,  come  se 
nei  punti  m  risiedesse  la  causa  de*  vettori.  Alludendo  a  tale 
causa  si  va  talvolta  più  oltre:  la  si  materializza,  per  così  dire, 
col  pensiero,  e  si  dice  che  nei  punti  m  esiste  un  agente)  al 
quale  poi,  ne'  diversi  casi  speciali  che  si  presentano  nella  fisica, 
si  danno  nomi  diversi.  E  siccome,  dato  r,  la  grandezza  della 
forza  o  più  in  generale  del  vettore  A'  dipende  unicamente  dalla 
grandezza  ;;/,  siccome  questa  grandezza  definisce,  per  così  dire, 
il  contributo  del  punto  m  nella  produzione  di  A,  così,  dopo  di 
avere  introdotto  il  concetto  di  agente,  si  suole,  e  può  presen- 
tarsi come  naturale,  considerare  la  grandezza  m  come  la  misura 
o  la  quantità  dell*  agente  esistente  nel  corrispondente  punto  /;/. 
Allargando  T  impiego  di  un  concetto  e  di  una  locuzione  resa 
famigliare  dalla  meccanica  celeste,  si  dice  anche,  invece  di 
quantità,  massa  dì  agente.  La  grandezza  che  noi  abbiamo  rap- 
presentato colla  lettera  e,  il  valore  della  quale  si  ottiene  divi- 
dendo ;;/  pel  volume  entro  al  quale  questa  esiste,  la  quale  quindi 
rappresenta  la  ;;/  riferita  ali*  unità  di  volume,  dicesi  allora  na- 
turalmente la  densità  dell'agente  nel  punto  considerato. 

La  massa  contenuta  in  un  dato  spazio,  come  sopra  definita, 
è  il  flusso  uscente  dallo  spazio  medesimo  diviso  per  4-;  come 
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questo  flusso  adunque  essa  può  essere  positiva  o  negativa;  una 
massa  negativa  significa  un  flusso  entrante.  Cosi  pure  la  densità; 
a  meno  dei  fattore  4-,  essa  è  la  divergenza  del  vettore  net 
punto  considerato  e  può  perciò,  come  questa,  essere  positiva 
o  negativa;  una  densità  negativa  corrisponde  ad  una  conver- 
genza. 

41.    Significato    delle   precedenti  locuzioni   ed   estensione    del 
loro  impiego.  —  Se  in  una  questione  di  fisica  si  ha  da  considerare 
campo  di  un   vettore  A,  può  presentarsi  la  questione  di  sa- 
pere dove  veramente  sia  la  sede  de'  fenomeni  elementari,  i  quali 
inno  luogo  alla  esistenza   del  vettore.  Nel  caso  particolare  di 
distribuzione  centrale,  come  quella  or  ora  considerala,  può 
andarsi    se    la    causa    dell'esistenza  del    vettore  A    stia  nei 
inti  stessi  nei  quali  A  esiste,  o  se  risiede  invece  nei  punti  in 
che  hanno  col    versore   e   col   tensore  di  A  una  relazione  cosi 
semplice.  E  !a  risposta  a  questa  questione,  qualora  sia  possibile. 
ha  per  la  fìsica  una  importanza  fondamentale.  Se  infatti  si  ritiene 
che  la  causa  del  vettore  stia  ne'  punti  hi,  si  è  condotti  a  pensare 
a  qualche  cosa,  ad  una  materia,  o  ad  una  condizione  della  ma- 
la esistente  in  tali  punti,  ad  un  agente,  il  quale  esercita  nei 
li  P,  a  distanza,  azioni   definibili    per   mezzo    dei  vettori  A'. 
invece  si  ritiene  che  la  causa  imnicdiala  del  vettore  A  stia 
punto  P  stesso  ìn   cui  A  viene  osservalo,  non  si   hanno  a 
insiderare  azioni    a   distanza,  ma   si    è  condotti  a  pensare  ad 
mezzo  riempiente  tutto  lo  spazio,  ed  a   considerare  A  come 
manifestazione  di  una  condizione  di  tale  mezzo,  per  esempio 
na  speciale  deformazione  di  esso,  deformazione  la  quale  si 
■asmette  da    punto  a    punto  con    continuità,  per  passi  ìnfìnita- 
:nle  piccoli.  Dalla  scelta  fra  le  due  Interpretazioni  deriva  poi 
tturalmente  quella  del   modo  più  conveniente   di  descrivere  il 
:po  e  di  trattare  le  equazioni  maleitiaiiche  che  a  questo  si  ri- 
■iscono.  Nel  primo  caso   infatti,  quando    cioè   si  considera  un 
Ite  situato   ne' punti   1»   ed  esercitante  azioni  a  distanza,  le 
indezze  m  e  le  :,  che  figurano  nelle  nostre  equazioni,  hanno 
considerarsi  come    le    principali;  risulta    allora  conforme  alla 
Lra  delle  cose  prenderle  come  date  ed  esprimere  in  funzione 
esse  le  altre  grandezze,  fra  queste   la  A.  Nel   secondo  caso 
:ce,  quando  non   si  considerano  azioni  a  distanza,  la  gran- 
che  si  ha  da  trattare  come  principale,  come  fondamentale, 
A  stessa;   le   altre,  e  fra  queste  le  m,  si  presentano  come 
indarie. 
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Ma  le  considerazioni  che  noi  abbiamo  svolto  negli  articoli 
precedenti  [37,  38,  39],  le  quali,  essendo  puramente  geometriche, 
sono  affatto  generali,  mettono  in  chiaro  che  a  risolvere  la  cen- 
nata  questione  non  basta  avere  dimostrato  coli'  esperimento 
l'esistenza  del  campo  e  la  distribuzione  newtoniana.  Data  l'esi- 
stenza del  campo,  la  distribuzione  in  esso  esistente  si  può  de- 
scrivere in  vari  modi.  Uno  di  questi  consiste  col  dare  diretta- 
mente il  vettore  A  in  funzione  delle  coordinate  dei  punti  del 
campo:  è  il  modo  più  diretto,  è  quello  che  noi  abbiamo  seguito 
da  principio  e  che  abbiamo  svolto  negli  articoli  dal  [12]  al  [36]. 
Un  altro  modo  consiste  nel  dare  in  funzione  delle  coordinate 
non  direttamente  il  vettore  A,  ma  la  div  A,  aggiungendo  a  tale 
dato  altre  condizioni  sufficienti  a  definire  completamente  la  di- 
stribuzione: è  il  secondo  modo  da  noi  seguito,  quello  trattato 
negli  articoli  [37]  e  [38].  I  due  procedimenti  si  riducono  a  due 
scelte  diverse  delle  quantità  che  in  un  medesimo  sistema  di 
equazioni  si  vogliono  assumere  come  date  e  di  quelle  che  si 
vogliono  trattare  come  incognite:  essi  sono  ugualmente  legittimi 
e  si  equivalgono  ;  scegliere  l'uno  o  l'altro  non  significa  risolvere 
alcuna  questione  fìsica.  La  cennata  questione  fìsica  si  può  ri- 
solvere soltanto  quando,  oltre  ai  fatti  che  dimostrano  la  esistenza 
del  campo  e  la  distribuzione  newtoniana,  sieno  dimostrati  dalla 
esperienza  altri  fatti,  per  esempio  fatti  relativi  alla  influenza  che 
può  avere  sul  valore  del  vettore  la  natura  de' corpi  riempienti 
il  campò,  oppure  fatti  relativi  al  tempo  ed  al  modo  nel  quale 
una  variazione  del  vettore  prodotto  in  una  data  regione  si  pro- 
paga alle  altre  parti  dello  spazio. 

Dopo  queste  osservazioni,  ed  appunto  in  grazia  di  esse, 
noi  possiamo  adoperare,  senza  inconvenienti,  le  locuzioni  sovra 
esposte,  massa  e  densità,  delle  quali  si  suole  fare  un  uso  con- 
tìnuo nella  trattazione  delle  forze  newtoniane.  Possiamo  anche 
estendere  l'uso  di  quelle  locuzioni  ai  casi  nei  quali  il  vettore  a 
distribuzione  newtoniana  non  è  una  forza,  possiamo  adoperarle 
anche  quando  il  vettore  non  ha  nessuna  interpretazione  fìsica 
e  viene  trattato  come  un  semplice  ente  geometrico.  Ma  coll'atto 
stesso  di  estendere  l'uso  anche  ai  casi  di  pure  considerazioni 
geometriche  noi  veniamo  implicitamente  a  privare  le  sovra  dette 
locuzioni,  nel  modo  più  assoluto,  di  qualunque  interpretazione 
fìsica;  esse  rimangono  per  noi  semplici  vocaboli  utili  per  facili- 
tare Tenunciazione  a  parole  di  relazioni  matematiche  importanti 
e  frequenti. 
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§  6.°  Casi  di  discontinuità.  Strati. 

Una  superficie  di  discontinuità  è  tale  solo  per  la  componente  normale  del 
vettore.  —  Definizione  dello  strato,  ed  espressione  della  sua  densità.  —  Caso 
di  una  superficie  in  cui  finisca  il  campo.  Superficie  corrispondenti.  —  Caso  in  cui 
le  due  componenti  normali  del  vettore  siano  uguali  e  opposte.  —  Doppio  strato. 
Potenziale  di  un  doppio  strato  uniforme.  —  Discontinuità  del  potenziale  e  del 
vettore.  —  Il  campo  all'esterno  di  un  doppio  strato  uniforme  di  data  potenza 
dipende  solo  dal  contorno.  Determinazione  del  vettore. 


42.  Una  superficie  di  discontinuità  è  tale  solo  per  la  compo- 
nente normale  del  vettore,  —  In  tutta  la  precedente  trattazione 
abbiamo  sempre  supposto  che  il  vettore  fosse  distribuito  con 
continuità.  Nel  caso  che  qualche  discontinuità  si  presentasse 
noi  abbiamo  una  volta  per  sempre  [13]  convenuto  di  escluderla 
dal  campo  tagliando  via  da  questo,  per  y^^ 
mezzo  di  opportune  superficie,  le  regioni 
ove  essa  si  presenta,  oppure  sostituendo 
col  pensiero  alla  discontinuità  una  varia- 
zione rapidissima  sì,  ma  continua.  Ora, 
quando  si  tratta  di  distribuzioni  non  cir- 
cuitali, le  considerazioni  dei  vettori  new- 
toniani e  l'impiego  del  concetto  di  massa 
conducono  ad  un  modo  di  presentare  e 
di  trattare  i  casi  di  discontinuità,  il  quale, 
nello  stato  attuale  della  scienza,  ha  una 
importanza  speciale  e  notevole  nella  trat- 
tazione dei  fenomeni  elettrici  e  magnetici. 

Si  abbia  una  superficie  Z>Z>  di  discon- 
tinuità (fig.  33),  si  supponga  cioè  che  tra 
due  punti  infinitamente  vicini  P  e  Qy  uno  sull'una  e  Taltro  sul- 
l'altra faccia  della  superficie,  il  vettore  presenti  una  differenza 
finita,  che  per  esempio  esso  sia  A,  rappresentato  da  P  A,  in  P,  e  B, 
rappresentato  da  Q  B,  in  Q,  I  vettori  A  e  B  si  possono  scom- 
porre in  due,  uno  tangenziale,  e  l'altro  normale  alla  superficie 
D  D,  Sieno,  per  esempio,  PA'^  O  B'  e  si  rappresentino  con 
A',  B',  le  componenti  tangenziali,  e  sieno  A'  A,  B'  B  e  si  rap- 
presentino con  A",  B"  le  componenti  normali. 

Dobbiamo  cominciare  ad  osservare  che  se,  come  abbiamo 
supposto,  la  distribuzione  non  è  circuitale,  le  componenti  tan- 
genziali A',  B'  non  possono  presentare  tra  loro  alcuna  differenza 


I^ig-  33- 
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finita  ;  se  la  presentassero  si  avrebbe  sulla  superficie  .D  D  rot  A    ' 
diverso  da  zero,  [nfaui  in  un  piano  qualunque  normale  alla  su- 
perficie DD  immaginiamo  (fig.  34I  un  rettangolo  pp,  qq  infìni- 
lesimo  coi  lati  pp,  q  q  passanti  pei  punti  P  e  ^  e  coi  lati  p  q, 
pq  infinitamente  piccoli  a  fronte  di  pp,  q  q.  Diciamo  s    la  lun- 
ghezza dei  lati  pp,  qq  ^  rappresentiamo  con  a  e  con  b  le  proìe- 
p       zioni  di  A,  B,  cioè  di  A',  B',  sui  lati  p p,  qq.  La  circuita- 
\         zione  attorno  al  rettangolo,  a  meno  della  parte  infinita- 
mente piccola  d'ordine  superiore  dovuta  ai  lati  pq,  Pq 
è  uguale  a  s  (n  —  i|.  Acciocché  la  rotazione   sia   zeraj 
bisogna  che  tale  circuitazione  sia  nulla  qualunque  sia! 
I   il  piano  normale  a.  D  D  che  si  è  scelto  per  tracciarvi 
sopra    il  rettangolo.  Dunque  per   tutti   i  piani  normali 
alla  superficie  D  D  dev'essere  n=b;  e  ciò   vuol   dire 
che  dev'essere  A'  =  B'.  Per  conseguenza  possiamo  dire,  J 
/         che  la  componente  tangenziale   non  soiTre  alcuna  dis«l 
/  continuità;  la  discontinuità  esiste  solo   per  la   compo-J 

"  nenie  normale. 

Fig  31-  Giova  notare  subito,  incidentalmente,  un  importante 

fo/W/mVodi  questa  proposizione.  Si  supponga  B  =  o;  allors 
è  B'  =  o,  e  quindi,  in  grazia  della  proposizione  ora  dimostrala,  h\ 
anche  A'=:=o.  Dunque  A  è  allora  normale  alla  superficie  D  D.  Se  \ 
una  superficie  separa  un  campo  a  distribuzione  non  circuitale  da  | 
una  regione  ove  il  vettore  è  nullo,  il  vettore  nei  punti  de]  campo  1 
infinitamente  vicini   a   tale   superficie  è  normale  alla  superficie  \ 
medesima.  In  altri  termini:  in  tutti  Ì  punti  di  una  superficie  se- 1 
parante  una  regione  ove    esiste   un    vettore   con    distribuzione: 
non  circuitale  da  una  regione  ove  questo  non  esìste  il  vettorqj 
è  normale  alla  superficie.  La  superficie  è  di  livello  e  quindi  [35U 
equipotenziale.  Questa  osservazione   troverà   applicazioni  nella 
studio  de'  fenomeni  elettrostatici. 

43.  Definizione  dello  strato  ed  espressione  della  sua  densità.  - 
Dopo  la  fatta  osservazione,  possiamo  limitarci  a  considerare  Ift 
componente  del  vettore  normale  alla  superficie  dì  discont inulta J 
Ciò  è  quanto  dire  che  possiamo  limitarci  a  considerare  il  caso,  neU 
quale  il  vettore  è  normale  alla  superficie  di  discontinuità;  tutti  giù 
altri  casi  si  dedurranno  da  questo  componendo  semplicementeT 
col  vettore  considerato  un  altro  vettore,  il  quale  nei  punti  della, 
superficie  è  tangente  a  questa  e  non  presenta  alcuna  discontinuità,] 
Ciò  posto,  sia  DD  (fig.  35)  una  superficie  di  discontinuità J 
normale  in  ogni  punto  al  vettore  e  sieno  P  e  Q  due  punti  i 


come  introduzione  allo  studio  della  elettricità,  ecc,         455 


finitamente  vicini  situati  su  di  una  medesima  normale  QPN, 
uno  da  una  parte  della  superficie  e  V  altro  dall'  altra.  Si  scelga 
sulla  normale  una  direzione  QPN  positiva,  e  si  rappresentino 
con  A^  e  con  A^  i  tensori  del  vettore  in  P  ed  in  Q  intesi 
come  positivi  quando  hanno  la  direzione  PN  o 
e  come  negativi  quando  hanno  la  direzione 
opposta. 

Prendiamo  sulla  superficie  D  D  un  ele- 
mento M  M  di  area  dS,  e  su  questo,  preso 
come  sezione  retta,  costruiamo  un  prisma 
infinitamente  piccolo,  del  quale  le  basi  pp 
e  qq  contengano  i  punti  P  e  Q.  Dalla  faccia 
pp  del  prismetto  esce  un  flusso  Ai  dS,  men- 
tre per  la  faccia  qq  entra  un  flusso  A^  dS: 
quindi  sì  ha  un  flusso  uscente  dal  prismetto 
uguale  complessivamente  a  (A^  —  A^)  dS. 
Ora  possiamo  far  uso  anche  in  questo  caso 
del  concetto  di  massa,  ed  esprimere  il  fatto 
col  dire  che  dentro  del  prismetto  vi  ha  una 
massa  dm  definita  dalla  relazione: 


i^'s-  35 


4  ::  dm  =  {A^  —  A^)  dS, 


(56) 


Con  ciò  noi  non  facciamo  altro  che  estendere  anche  a  questo  caso 
la  definizione  di  massa  contenuta  nelle  formole  (49)  dell'art.  38. 

La  massa  dm  si  ha  da  considerare  dentro  al  prismetto 
anche  quando  l'altezza  P Q  dì  questo  è  infinitamente  piccola; 
ciò  equivale  a  dire  che  essa  si  ha  da  considerare  come  distri- 
buita sulla  superficie  dS  dell'elemento  MM  della  superficie  di 
discontinuità.  Se  le  stesse  considerazioni  si  fanno  per  gli  altri 
elementi  della  superficie  D  Z>,  si  viene  ad  assegnare  a  ciascuno 
di  essi  una  corrispondente  massa,  e  così  si  viene  ad  immaginare 
una  distribuzione  di  masse  su  tutta  la  superficie.  Una  superficie 
come  quella  considerata,  sulla  quale  è  distribuita  con  continuità 
una  massa,  si  dice  uno  strato. 

Se  dividiamo  dm  per  dS,  otteniamo  la  massa  distribuita 
sull'unità  di  superficie  o  riferita  alla  unità  di  superficie,  e  questa 
si  dice:  la  densità  dello  strato,  o  la  densità  superficiale,  o  di 
superficie,  o  sulla  superficie,  in  un  punto  dell*  elemento  dS.  Se 
rappresentiamo  con  1  tale  densità,  questa  risulta  definita  dalla 
formola 

dm 
"  =  dS  •  <57) 
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Se  poi  dividiamo  i  due  membri  della  (56)  per  dS  e  vi  introdu- 
ciamo la  notazione  a  definita  dalla  (57),  otteniamo: 

4^^  =  ^i— -^«.  (58) 

Per  tal  modo  risulta  dimostrato  ciò  che  abbiamo  annunziato 
in  principio  dell'art.  42;  risulta  dimostrato  come  la  considerazione 
di  vettori  newtoniani  e  l'impiego  del  concetto  di  massa  offrano 
un  modo  di  presentare  e  di  trattare  i  casi  di  discontinuità  nelle 
distribuzioni  non^circuitali.  Risulta  infatti,  e  con  ciò  riassumiamo 
il  fin  qui  detto,  che  in  una  distribuzione  non  circuitale  una  su- 
perficie di  discontinuità  equivale  ad  uno  strato  avente  i»i  ogìii 
punto  la  densità  a  data  dalla  formola  (58). 

44.  Importa  considerare  due  casi  particolari: 
Caso  di  una  superficie  in  cui  finisca   il  campo,  —  Si  sup- 
ponga che  la  superficie  D  D  separi  il  campo  da  uno  spazio  nel 
quale  il  vettore   non  esiste;   si  supponga  per  esempio  che  sia 
A^  =  o.  In  questo  caso  la  (58)  dà 

^i=4zar,         (7=-*.  (59) 

4~ 

Ciò  fa  vedere  come  l'esistenza  dì  un  campo  non  circuitale 
si  possa  interpretare  per  mezzo  della  finzione  di  masse  distri- 
buite sulle  superficie  che  lo  limitano;  e  le  formole  (59)  mostrano 
come,  dato  il  vettore  in  vicinanza  della  superficie,  si  possa  cal- 
colare la  densità  dello  strato  che  si  deve  immaginare  sulle  su- 
perficie medesime,  o  viceversa  come,  data  questa  densità,  si 
possa  calcolare  il  vettore  nelle  vicinanze. 

Poi  devesi  anche  ricordare  ciò  che  si  è  detto  alla  fine  del- 
l'articolo  42,  che  cioè  quando  A^^  ossia  B,  è  uguale  a  zero, 
come  qui  si  suppone,  il  vettore  A  è  normale  alla  superficie  D  Z>, 
ossia  il  valore  di  A^  ora  calcolato  non  è  soltanto  una  compo- 
nente, ma  è  r  intiero  tensore  di  A.  Se  vogliamo,  possiamo  ciò 
ricordare  scrivendo 

A  =  4  -  7  n, 

ove  n  rappresenta  un  vettore  unità  normale  alla  superficie.  Ri- 
corciaiido  la  convenzione  fatta  pel  segno  di  A^,  risulta  anche 
elio  A  è  diretto  dalla  superficie  DD  verso  il  campo  quando  <i  è 
positiva,  dal  campo  verso  la  superficie  D  D  quando  e  è  negativa. 
Superfìcie  corrispondenti.  —  In  un  campo  a  distribuzione 
non    circuitale    supponiamo    che    esistano    due    regioni    O,    (J , 
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(fig«  36)  limitate  da  due  superficie  S,  S ,  nell'interno  delle  quali 
il  vettore  sia  nullo,  mentre  all'esterno  di  esse  ha  valori  diversi 
da  zero.  Supponiamo  inoltre  che  fuori  delle  superficie  5  ed  S 
la  distribuzione  sia  solenoidale.  In  questo  campo  consideriamo 
un  tubo  di  flusso  infinitamente  sottile,  il  quale  parta  da  un  ele- 
mento dS  di  5  e  termini  su  di  un  elemento  dS  di  5 .  Questi 
due  elementi  superficiali  dS  e  dS  si  dicono  *^  corrispondenti  ^. 


Fig.  36. 

Se  diciamo  A  il  tensore  del  vettore  in  un  punto  dell'  ele- 
mento dSj  ed  A  quello  del  vettore  in  un  punto  di  dS',  e  se, 
conformemente  alla  convenzione  dei  segni  ora  ricordata,  li  pren- 
diamo come  positivi  quando  sono  diretti  verso  la  regione  ove  A 
è  diverso  da  zero,  i  flussi  attraverso  a  dS  ed  a  dS ,  presi 
nella  direzione  da  dS  verso  dS'  sono  rispettivamente  A  dS 
e  —  A'  dS.  Per  la  proprietà  solenoidale,  che  sì  è  supposto 
esistere  lungo  tutto  il  tubo,  questi  due  flussi  sono  uguali  ;  quindi 
si  ha  AdS=  —  A'dS.  Ora  la  proposizione  precedente,  ap- 
plicata ad  u4  e  ad  A',  dà 

A  =  4-r,  G      ed      -<4'  =  4  -  e'  ; 

dunque 

<:dS=-o'dS. 

Se  diciamo  dm  e  dm'  le  masse  esistenti  sui  due  elementi  dS 
e  dS ,  questa  uguaglianza  si  scrive  più  semplicemente 

dm  =  -  dm'  ; 

essa  dice  :  due  elementi  superficiali  corrispondenti  contengono 
masse  uguali  e  di  segni  contrarli. 

Sia  ora  (fig.  37)  M  M  M'  M  un  tubo  di  flusso  di  dimensioni 
finite  qualunque,  il  quale  parta  da  una  porzione  M  M  della  su- 
perficie 5  e  termini  su  di  una  porzione  M  M'  della  superficie  S  \ 
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le  due  porzioni  di  superficie  3f  Jf  ed  M'  M'  si  dicono  superficie 
corrispondenti.  Scomponendo  il  tubo  M  M  M  M'  in  tubi  ele- 
mentari infinitamente  sottili,  si  possono  scomporre  le  superficie 
MM  ed  M  M'  in  elementi  in  modo  che  a  ciascun  elemento  di 
MM  sia  corrispondente  un  elemento  di  M'  M!»  Ed  applicando 
allora  a  tutte  le  coppie  di  elementi  corrispondenti  la  proposi- 
zione ora  dimostrata  si  trova  che   a  ciascuna  massa  contenuta 


fig   37- 

SU  MM  corrisponde  una  massa  uguale  e  di  segno  contrario  su 
M' M' .  Dunque  le  due  superficie  corrispondenti  contengono 
masse  uguali  e  di  segni  contrari. 

Ciò  si  può  dimostrare  direttamente  e  semplicemente  così. 
Immaginiamo  due  superficie  T,  T',  quali  si  vogliano,  situate 
negli  spazi  Q  e  Q'  ove  il  vettore  è  nullo  ed  aventi  per  contorni 
i  contorni  delle  superficie  corrispondenti  MM,  J/' JU';  formiamo 
per  tal  modo,  con  queste  superficie  T,  T^  e  colla  superficie  la- 
terale del  tubo,  una  superficie  chiusa  T M  M'  T'  M' M.  Il  flusso 
uscente  da  questa  superficie  chiusa  è  nullo,  perchè  il  vettore  è 
nullo  nei  punti  delle  superficie  T,  T*  ed  è  tangente  nei  punti 
della  superficie  laterale  del  tubo.  Ora,  per  la  definizione  data 
airart.  40,  il  flusso  uscente  da  una  superficie  chiusa,  diviso  per 
4  r,  dà  la  massa  esistente  nell*  interno  della  superficie  stessa  ; 
dunque  la  massa  contenuta  nell*  interno  della  superficie  chiusa 
ora  considerata  è  uguale  a  zero.  Ma,  poiché  la  distribuzione 
nello  spazio  tra  6"  ed  S  è  solenoidale  e  perciò  non  v*  hanno 
masse  in  tale  spazio,  la  massa  contenuta  entro  la  superficie 
chiusa  si  riduce  alla   somma  di  quelle  esistenti  sulle  superficie 
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di  discontinuità  M  M,  M' M';  se  noi  rappresentiamo  tali  masse 
con  fn,  m\  abbiamo  adunque  m  +  m'  =  o,  che  è  ciò  che  si 
voleva  dimostrare. 

Un  caso  particolare  degno  di  nota 
è  quello  nel  quale  la  superficie  S  cir- 
conda completamente  la  superficie  5 
(fig.  38).  In  questo  caso  tutti  i  tubi  di 
flusso  esistenti  nello  spazio  tra  le  due 
superficie  partono  dalla  superficie  5"  e 
terminano  sulla  S'.  Quindi  a  tutte  le 
masse  contenute  su  S  corrispondono 
masse  uguali  e  di  segni  contrari  sulla 
5^,  e  per  conseguenza  le  masse  totali 
contenute  sulle  due  superficie  sono 
uguali  e  di  segni  contrari;  la  loro 
somma  algebrica  è  uguale  a  zero. 

45.  Caso  in  cui  le  due  componenti  normali  del  vettore  siano 
uguali  e  opposte,  —  Si  supponga  A^=^  —  A^.  Allora  la  (58)  dà 


Fig.  38. 


A^  r=  2  -  ff . 


(60)  o 


M 


Questo  caso  si  presenta  quando  dello 
strato  si  considera  una  porzione  piana,  ^ 
di  densità  uniforme,  oppure  una  porzione 
che  come  tale  si  possa  trattare  perchè 
infinitamente  piccola,  e  si  calcola  la  parte 
spettante  a  tale  porzione  nella  somma  (52). 
In  questo  caso  la  (60)  si  può  ricavare 
direttamente  dalla  (52).  Si  consideri  infatti 
(fig.  39)  un  punto  P,  la  cui  distanza  PO  ^ 
dal  piano  D  D  sia  infinitamente  piccola  a 
fronte  della  distanza  da  un  punto  qualun- 
que del  contorno  della  porzione  di  strato 
considerata.  Per  semplice  ragione  di  sim- 
metria risulta  chiaro  che  il  vettore  A 
espresso  nella  (52)  dev'essere  normale  al 
piano  DD  ^  che  la  sua  direzione  si  deve 
capovolgere  quando  il  punto  P  passa  da  ^ 
una  faccia  all'altra  dello  strato.  Il  suo 
tensore  poi  si  ottiene  sommando  le  componenti  normali  a  Z>Z> 

dei  termini  r-  g-  della  somma  vettoriale  (52).  Ora  uno  di  questi 


Fig.  39- 
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termini,  quello   corrispondente  all'elemento  M M',  di  area  dS^ 
GdS 


è  r — —,  e  la  sua  componente  normale  è 


adS 
r  n  -- ^r-  / 


W 


ove  si  rappresenti  con  n  un  vettore  unità  perpendicolare  al 
piano  Z>Z>.  Ma  rn  è  il  coseno  dell'angolo  OPM[j],  e  quindi 
rn dS  è  l'area  della  proiezione  MHdì  dS  su  di  una  superficie 
sferica  di  centro  P  e  di  raggio  r,  o,  ciò  che  vai  lo  stesso, 
l'area  della  sezione  fatta  su  tale  superficie  sferica  dal  cono  PMM' 
di  vertice  P,  circoscritto  all'  elemento  dS.  Se  si  dice  d^  V  an- 
golo solido  [39]  di  questo  cono,  si  ha  adunque  rfìdS=r^d"ì, 
e  quindi  il  termine  (a)  di  A  dovuto  a  dS  sì  riduce  a  a  </».  Se 
si  dice  o)  l'angolo  solido  del  cono  di  vertice  p  avente  per  di- 
rettrice il  contorno  della  porzione  di  strato  considerata,  si  ha: 


A  =  fr 


b) 


(*) 


Se  poi,  come   abbiamo   supposto,  P  è    infinitamente    vicino    al 
piano  D  D,  è  >>  =r  2  r  ;  quindi  si  ritrova  il  valore  (60). 

46.  Doppio  strato,  —  Un  caso 
importante,  che  ci  conviene  an- 
cora considerare,  è  quello  di  un 
^  doppio  strato. 

Immaginiamoci  data  una  su- 
perficie 5  (fig.  40).  Da   ciascun 
punto  M  di  questa  eleviamo  la 
normale  e  portiamo  su  di  essa, 
in  una  direzione  MN  scelta  come 
positiva,  una  lunghezza  infinita- 
mente piccola  MM'=n,  costante 
oppure  variabile  con  una  legge 
qualunque,    ma    senza    disconti- 
nuità. Otteniamo  così  per  ciascun 
punto  M  di  5  un  punto  M\  che 
diremo   ad  esso   corrispomieute,   e   come  luogo  geometrico   dei 
punti  M'  otteniamo  una  seconda  superficie  S   infinitamente  vi- 
cina alla  .S".  11  solido  geometrico  limitato  dalle  superficie  S  ed  5' 
<j  una  himììHì  infinitamente  sottile,  e  le  due  superficie  si  dicono 
le  faccie  di  essa;   la   superficie  S  S\  che   sta   dalla  parte  della 
normale  positiva,  ù  la  faccia  positiva;  la  SS,  che  sta  dalla  parte 


*Ì! 


40 


come  utlroi/uzioiie  allo  sUuiìo  della  elctirtatà,  ecc. 


461 


w 

'  Se 


della  normale  negativa,  è  la  faccia  negativa.  In  grazia  della  con- 
dizione espressa,  che  ti,  quando  non  sia  costante,  non  presenti 
nella  sua  variazione  alcuna  discontinuità,  le  normali  alle  due 
faccie  in  due  punti  M  ed  M'  corrispondenti  fanno  tra  di  loro 
un  angolo  infinitamente  piccolo,  ciascuna  di  esse  si  può  trattare 
come  una  normale  comune  alle  due  faccie,  ciascuna  si  può  deno- 
minare normale  alla  lamina.  La  porzione  M  M' =  n  di  normale 
compresa  dentro  la  lamina  si  dice  la  _grossezsa  di'  questa. 

Ora  immaginiamo  che  sulla  faccia  positiva  S'  S  vi  sia  uno 
strato,  la  cui  densità  abbia  in  ogni  punto  come  M'  un  valore 
positivo  •:,  e  che  sulla  faccia  negativa  SS  vi  sia  un  secondo 
strato,  del  quale  la  densità  sia  in  ogni  punto  negativa  ed  uguale, 
in  valore  assoluto,  a  quella  che  vi  è  nel  punto  corrispondente 
del  primo  strato;  In  questo  sistema  di  due  strati  infinitamente 
vicini,  di  densità  uguali  e  di  segni  contrari,  noi  abbiamo  ciò 
che  si  dice  un  doppio  strato.  La  grossezza  n  della  lamina  si 
dice  anche  grossezza  del  doppio  strato;  il  prodotto  della  gros- 
sezza per  la  densità  1  dello  strato  positivo  si  dice  potenza  del 
doppio  strato,  od  anche  potenza  della  lamina.  Noi  supporremo 
che  la  potenza  abbia  un  valore  finito,  e  la  rappresenteremo 
scriveremo  cioè: 

i=Ha.  (61) 

a  lamina,  il  doppio 


Se  la  potenza  /  ha  lo  stesso  valore  su  tutta  li 
strato  si  dice   uniforme. 

Data  per  ogni  punto  della  lamina  la  potenza,  potremo  sempre 
assegnare  alla  densità  7  sull'una  o  sull'altra  faccia  una  distribu- 
zione qualunque,  arbitraria,  colla  sola  restrizione  che  essa  non 
deve  presentare  alcuna  discontinuità  :  dal  valore  dato  di  /  e  da 
quello  assegnato  a  s  potremo  dedurre,  per  ogni  punto,  colla  {6i( 
la  grossezza  n.  Fra  le  infinite  distribuzioni,  che  possiamo  asse- 
gnare a  ff,  possiamo  sempre  scegliere  quella  uniforme;  allora» 
risulta  direttamente  proporzionale  a  /.  Se  il  doppio  strato  è 
uniforme,  se  cioè  /  è  costante,  la  scelta  di  un  valore  uniforme 
di  u  trae  seco  la  conseguenza  «^:  costante:  un  doppio  strato 
uniforme  si  può  sempre  immaginare  costituito  da  due  strati  uni- 
formi, di  densità  uguali  e  di  segni  contrari,  distesi  sulle  due 
faccie  di  una  lamina  di  grossezza  uniforme. 

Potenziale  di  un  doppio  strato  uniforme.  —  Dato  un  doppio 
strato  S^,  SS,  uniforme,  di  potenza  i  (fig.  41),  proponia- 
moci  di   calcolare   colla   formola   (54)    dell'art.   38,  ossia  coita 


462  Teoria  geometrica  dei  campi  vettoriali 


F=  y  —  a  meno  di  una  costante,  il  potenziale  che  esso  pro- 
r 

duce  in  un  punto  qualunque  P,  A  quest'uopo  consideriamo 
della  lamina  un  elemento  prismatico  M  Q  M' Q'  avente  per 
basi  un  elemento  MQ  della  faccia  55  ed  il  corrispondente 
elemento  AfQ'  della  faccia  S'S)  diciamo  poi  dS  la  superficie 
delle  basi,  «  ed  n  il  tensore  ed  il  versore  dell'elemento  di  nor- 
male M  M\  r  ed  r  il  tensore  ed  il  versore  della  congiungente 


Fig.  41. 

jl/' P,  ff  e  —  <r  le  densità  sugli  elementi  M' Q'  ed  M  Q.  L'eie- 
mento  prismatico  apporta  alla  somma  2  —  ^^^  termini,  corri- 
spondenti alle  masse  ^  dS  e  —  ^  dS  esistenti  sulle  basi  M'  O' 
ed  M  Q,  La  prima  di  queste  masse  si  può  ritenere  concentrata 

in  M'  alla  distanza  r  da  P\  essa  quindi  dà  il   termine . 

r 

L'altra  massa  si  può  ritenere  concentrata  in  A/,  ad  una  distanza 
da  P  uguale  a  P  M,  Ora  se  col  centro  in  P  e  con  un  arco  di 
circolo  AfH dì  raggio  r  si  taglia  PM in  H,  si  ha:  PM=  PH -^ 
+  HM=:^r  -r  HM^  o  ancora,  poiché  a  meno  di  un  infinitesimo 
di  ordine  superiore,  HM  è  la  proiezione  di  un  su  PMy  e  poi- 
ché la  direzione  di  PM  differisce  infinitamente  poco  da  quella 
di  r,     Piì/=r  +  rn;/.    Dunque  il  termine  corrispondente  alla 

massa  —  e  dS  è  : .  La  somma  dei  due  termini  dovuti 

r  +  r  n  ;/ 

airelemento  M'O'  MO  k  per  conseguenza:  ^dS-- .  Ma 

r'+rnr;/ 
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nel  denominatore  il  termine  rnr«,  che  è  infinitamente  piccolo, 
scompare  a  fronte  del  termine  finito  r*;  dunque  il  potenziale 
in  P  dovuto  all'elemento  di  lamina  considerato  è 

,^rn«  .     .  TiidS 

cr  dò  — r- ,     ossia  t —  . 

Ora  si  è  dimostrato  nell'articolo  precedente  [45],  che  se  si  rap- 
presenta con  d^)  r  angolo  solido  del  cono  di  vertice  P  e  di 
base  dSf  si  ha  r  n  e/5  =  r^  e/w  ;  dunque  l'espressione  trovatasi 
può  ridurre  alla  forma  più  semplice 

idoì,  (62) 

Questa  è  la  parte  del  potenziale  dovuta  all'  elemento  dS, 
Il  potenziale  dovuto  alla  lamina  intiera  è  la  somma  di  quelli 
dovuti  agli  elementi;  esso  è  adunque  uguale  al  prodotto  della 
costante  /  per  la  somma  delle  superficie  apparenti  e/w.  Se  rap- 
presentiamo questa  somma,  ossia  la  superficie  apparente  della 
intiera  lamina  vista  dal  punto  P,  colla  lettera  w,  il  potenziale 
in  P  risulta  espresso,  a  meno  di  una  costante  arbitraria,  dalla 
formola 

V=ioK  (63) 

Siccome  per  arrivare  a  questa  formola  abbiamo  posto 
TiidS=r^  dtù,  così  si  deve  ricordare  che  fl^w  vuol  essere 
preso  come  positivo  o  come  nega- 
tivo secondochè  è  positivo  o  nega- 
tivo r  n.  E  siccome  r  n  è  il  coseno 
dell'angolo  compreso  tra  la  normale 
positiva  n  e  la  retta  r  r  condotta  dal- 
l'elemento dS  al  punto  P[^\^  così 
€/o*  vuol  essere  preso  come  positivo 
o  come  negativo  secondo  che  l'ele- 
mento di  superficie  dS  visto  dal 
punto  P  appartiene  alla  faccia  po- 
sitiva oppure  appartiene  alla  faccia 
negativa  della  lamina.   Per   conse-  *^'  ^^* 

guenza  nel  calcolare  l'angolo  solido  o),  che  figura  nella  (63)  bisogna 
distìnguere  le  parti  della  lamina  delle  quali  da  P  si  vede  la  faccia 
positiva  da  quelle  delle  quali  da  P  si  vede  la  faccia  negativa,  com- 
putare le  grandezze  apparenti  delle  prime  come  positive  e  quelle 
delle  altre  come  negative,  e  fare  la  somma  algebrica .  Così,  per 
esempio,  nel  caso  della  fig.  42  si  deve  prendere  come  positivo 
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tutto  l'angolo  solido  del  cono  PAB  tangente  alla  lamina,  dentro 
al  quale  si  vede  da  P  la  parte  AEB  della  faccia  positiva;  da 
esso  poi  si  deve  sottrarre  l'angolo  solido  corrispondente  allo 
spazio  compreso  fra  i  due  coni  PAB  e  PCD,  perchè  in 
questo  spazio  si  vede  da  P  la  porzione  anulare  A  C,  B  D  della 
faccia  negativa.  Ciò  che  rimane  è  l'angolo  solido  del  cono  PCD 
che  ha  per  direttrice  il  contorno  C  F  D  della  lamina.  Questo 
esempio  mette  in  chiaro  una  regola  semplicissima  per  trovare 
in  ogni  caso,  senza  bisogno  di  sottrazioni,  il  valore  ed  il  segno 
di  (o:  l'angolo  solido  oi,  del  quale  si  ha  da  far  uso  nella  for- 
mola  (63),  è  quello  del  cono  di  vertice  P,  che  ha  per  direttrice 
il  contorno  della  lamina.  11  segno  di  w  è  quello  della  faccia  che 

si  vede  dentro  a  questo  cono. 

47.  Discontimiità  del  potenziale 
e  del  vettore,  —  Su  di  una  normale 
ad  una  lamina  AB  (fig.  43)  di  po- 
tenza I  consideriamo  due  punti  /\ 
e  Pa  infinitamente  vicini,  l'uno  P^, 
dalla  parte  della  faccia  positiva  e 
l'altro,  Pg,  dalla  parte  della  faccia 
negativa.  Se  diciamo  w^  ed  w^  gli 
angoli  solidi  coi  quali  la  lamina  è 
veduta  dai  due  punti,  e  Vy,  l\  i 
corrispondenti  potenziali,  abbiamo: 


i'jg-  43- 


e  quindi 

^\  -  ^a  =  /K  -^>i). 


Ora  se,  come  si  è  supposto,  P^  e  P^  sono  infinitamente  vicini, 
e  se  si  ricorda  quanto  testé  è  stato  detto  relativamente  al  segno 
degli  angoli  solidi,  si  ha: 


Dunque 


^^a=  —  (4-  —  ^'^i)* 


ì\  —    /^2  ==:4  -  /'. 


(64) 


Questa  differenza  di  potenziale  si  ha  quando  si  passa  da 
una  faccia  all'altra  della  lamina,  qualunque,  del  resto,  sia  la  via 
che  si  percorre;  essa  ha  sempre  il  medesimo  valore,  sìa  che 
per  andare  da  P^  a  P^  si  percorra  una  linea  P^  Q  P%t  la  quale 
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giri  fuori  del  contorno  A  B,  sia  che  si  segua  il  cammino  più 
breve  P,AfPg  attraverso  alla  lamina.  Se  partendo  da  P, ,  si 
percorre  l'intiera  .linea  chiusa  P,  Q  P^  ^f  P\>  si  ritrova  in  P^, 
all'arrivo,  il  medesimo  potenziale  che  si  aveva  alla  partenza. 

Se,  come  stiamo  osservando,  nell'  interno  della  lamina,  la 
quale  ha  una  grossezza  m  infinitamente  piccola,  si  ha  da  una 
faccia  all'altra  una  differenza  di  potenziale  finita  ^'^i,  dobbiamo 
dire  che  dentro  della  lamina  il  vettore  è  infinitamente  grande. 
La  sua  componente  normale  alla  lamina  si  ottiene  infatti  divì- 
dendo la   dift'erenza   di   potenziale  47:»    per   11,  ed  ha  perciò  il 


valore  4  - 


,  che  è   infinito  come  a  [46J.  Siccome 


la  componente  tangenziale,  che  non  soffre  discontinuità  [42',  è 
finita  all'  interno  come  all'  esterno,  così,  a  meno  di  un  angolo 
infinitamente  piccolo,  il  vettore  nell'interno  della  lamina  è  nor- 
male a  questa.  La  sua  direzione  è  quella  che  va  dal  potenziale 
più  grande  al  più  piccolo;  esso  va  adunque  dalla  faccia  positiva 
versola  negativa;  è  la  direzione  della  normale  negativa. 

Allo  stesso  risultalo  conduce  direttamente  l'applicazione 
della  relazione  (58).  Detto  infatti  A,  it  vettore  in  P,,  ti^  quello 
in  /*,,  Afl  quello  nell'interno  della  lamina  e  n  un  vettore  unità 
nella  direzione  delia  normale  positiva,  la  formola  (58),  applicata 
successivamente  allo  strato  positivo  di  densità  a  ed  a  quello 
negativo  di  densità   — ',  dà  le  due  equazioni; 

n  Al  —  n  Ao  =  4 1  T,        n  fl(,  —  n  A3  =  —  4  -  t, 
le  quali,  sommale,  danno: 


nA,  -nA,  =  o, 

e  sottratte 

n  A,  +  n  A,  — znAo  T  8" 

Quindi 

n  Al  =nA,  =  n  Ao  -1-4" 

(66) 

48,  //  campo  all'fskruo  iti  un  liopph  strato  uniforme  di  data 
potta&a  dipemie  solo  dal  contorno.  Determinazione  del  vettore.  — 
L'angolo  solido  •»,  che  figura  nella  formola  (63)  è,  come  abbiamo 
veduto,  quello  del  cono  di  vertice  P  avente  per  direttrice  il 
contorno  della  lamina;  esso  adunque  non  dipende  dalla  forma 
della  superficie  della  lamina;  dipende  unicamente  dal  contorno 
di  essa.  Dunque,  data  la  potenza  »  del  doppio  strato,  il  poten- 
ziale V  in  un  punto  esterno  qualunque  è  indipendente  dalla 
I'.  n>v«,  Voi.  I.  99 
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forma  delle  superficie  del  doppio  strato,  dipende  solamente  dal 
contorno.  Un'altra  lamina  di  ugual  potenza,  limitata  dal  mede- 
simo contorno,  qualunque  del  resto  sia  la  sua  forma,  alla  sola 
condizione  che  il  punto  P  non  sia  nel  suo  interno,  produrrebbe 
in  P  il  medesimo   potenziale.  Tutte  le   infinite  lamine  di  ugual 
potenza  /  che  si  possono    immaginare    col   medesimo  contorno 
produrrebbero,  coli'  esclusione    del   solo    spazio    da  ciascuna  di 
esse  occupato,  esattamente  un  medesimo  campo.  Per  conseguenza 
il  vettore  A  deve   potersi    determinare,   quando  semplicemente 
sieno  date  la  potenza  e  la  linea  di  contorno  della  lamina.  Noi 
possiamo,  in  modo  molto  semplice,  arrivare  ad  esprimere  A  con 
una  somma  vettoriale,  della  quale  i  singoli  termini  corrispondono 
uno  ad  uno  ai  singoli  elementi  del  contorno,  in  modo  che  cia- 
scuno di  essi  rappresenta  il  contributo  di  uno  di  questi  elementi. 
Per  arrivare  a  ciò  noi  ragioniamo  nel  modo  seguente. 

Per  trovare  la  componente  As  del  vettore  A  in  una  data  di- 
rezione 8,  dobbiamo   [34]    ricorrere   alla   relazione    (38);    ossia 


dubbiamo  immaginare  di  spostare  il  punto  P  in  tale  direzione 
per  un  tratto  infinitamente  piccolo  ds,  vedere  quale  sia  la  di- 
minuzione di  V  dovuta  a  tale  spostamento,  e  dividere  questa 
diminuzione  per  ds.  Ma  siccome  lo  spostamento  di  P^  di  cui 
qui  si  tratta,  è  lo  spostamento  relativo  alla  lamina,  così  pos- 
siamo anche  modificare  il  procedimento  in  questo  modo:  im- 
maginare che  il  punto  P  rimanga  immobile  e  che  vengono 
invece  spostati  tutti  i  punti  della  lamina  per  un  tratto  uguale 
a  ds  nella  direzione  opposta,  ossia  per  un  tratto  — ds  nella 
direzione  s.  Nel  caso  nostro  V h  uguale  a  /  w;  dobbiamo  adunque 
trovare  la  diminuzione  della  superficie  apparente  w,  dovuta  allo 
spostamento  —  d  s  della  lamina,  dividere  tale  diminuzione  per  ds 
e  moltiplicarla  per  /.  Ora  \^%,  44)  la  superficie  apparente  m  della 


cowe  introduzione  allo  studio  della  elettricità,  ecc,         467 


iamina  55  è  l'area  della  sezione  55  fatta  col  cono  PSS  dalla 
superficie  sferica  Cdi  centro  Pe  di  raggio  uno;  e  la  variazione 
-che  questa  superficie  subisce  in  causa  dello  spostamento  di  SS  è 
uguale  alla  somma  algebrica  delle  superficie  generate  sulla  sfera  C 
da  tutti  gli  elementi  del  contorno  ss.  A  ciascuno  di  questi  elementi 
corrisponde  una  parte  della  variazione  di  o,  e  a  ciascuna  di  queste 
•corrisponde  una  parte  di  A.  Dunque  il  vettore  A  si  può  conside 
rare  come  una  somma  di  tanti  termini  quanti  sono  gli  elementi 
M  Q  del  contorno,  corrispondenti  ciascuno  ad  uno  di  questi  eie 
menti.  Tali  termini  saranno  altrettanti  vettori  infinitamente  pie 
<:oli,  e  noi  rappresenteremo  uno  qualunque  di  questi  con  A'. 

Noi  dobbiamo  vedere  come  si  trovi  uno  qualunque  dei 
vettori  elementari  A';  ed  a  quest'uopo  dobbiamo  prendere  a 
considerare  uno  qualunque  degli  elementi  del  contorno  SS  e 
vedere  quale  sia  la  superficie  generata  sulla  sfera  dal  corri- 
spondente elemento  del  contorno  ss. 

Sia  M  Q  V  elemento  scelto.  Esso  corrisponde  ad  un  ele- 
mento mq  del   contorno  55  e  questo  è  l'intersezione  della  su- 

a 


F»&-  45- 


perficie  sferica  C  coli*  elemento  PMQ  della  superficie  conica, 
compreso  tra  le  generatrici  P  M^  P  Q.  Trascurando  grandezze 
infinitamente  piccole  di  ordine  superiore,  possiamo  trattare  la 
•faccetta  PMQ  del  cono  come  piana  e  sostituire  alla  superficie 
sferica  C  il  suo  piano  tangente  in  ;;/;  e  per  tal  modo  il  compito 
nostro  si  riduce  a  considerare  l'intersezione  viq  del  piano  PMQ 
col  piano  perpendicolare  in  ;;/  ^  AI P  ed  a  trovare  l'area  ge- 
nerata da  questa  intersezione  quando,  rimanendo  fissi  questo 
piano  perpendicolare  ed  il  punto  P,  V  elemento  di  retta  M  Q 
subisce  lo  spostamento  —  ds  e  trae  seco  la  faccetta  PMQ.  Per 
jnaggiore  chiarezza  noi   ridisegneremo  nella   fig.  45  la  faccetta 
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mobile  PMQ  e  Tinserzione  m  q  di  essa  col  piano  perpendicolare 
in  m  ad  MP\  e  servendoci  di  questa  figura  cercheremo  di 
determinare  prima  la  direzione,  o  versore,  —  e  poi  la  grandezza, 
o  tensore  del  vettore  A'  in  questione. 

Quanto  alla  direzione,  noi  osserviamo  subito  che,  se  lo 
spostamento  ds  ^\  facesse  nel  piano  della  faccetta  PMQ,  l'area 
generata  da  ;;/  q  nel  piano  perpendicolare  in  m  alla  faccetta 
medesima  sarebbe  uguale  a  zero.  Ciò  vuol  dire  che  A'  non  ha 
alcuna  componente  nel  piano  PMQ]  ciò  vuol  dire,  in  altri  ter- 
mini, che  A'  è  perpendicolare  a  questo  piano.  Rimane  ora  a  ve« 
dere  con  quale  ramo  della  normale  esso  coincida. 

A  tal  fine   basta   ricordare   che   la  direzione  del   vettore  è 
quella  nella  quale  il  potenziale  diminuisce  I35',  e  che  perciò  la 
direzione  di  A'   è   quella    nella   quale,  tenendo    immobile    M  Q, 
bisogna  spostare  P,  per  fare  sì  che  la  superficie  w  diminuisca; 
ossia  è  opposta  a  quella,  nella  quale,  tenendo  immobile  P,  bi- 
sogna spostare  M  Q  perchè  w  diminuisca.  Ora  supponiamo  che 
la  faccia  della   lamina   veduta   dal  punto  P  sia  la   positiva;  in 
tale  caso  o)  è  positiva   [46',  e  diminuisce   quando  diminuisce  il 
suo  valore    assoluto,   ossia    quando    per   lo    spostarsi    di    M  Q, 
mentre  F  sta  immobile,  il  latercolo  ;;/ 7  del  contorno  55  entra 
neir  interno    della    superficie  (o.  La    direzione    di  A'  è   adunque 
opposta  a  quella   nella    quale   bisogna  spostare  M  Q  per  far  sì 
che  esso  entri    nell*  interno    della  superficie   S5  della   lamina. 
Per  fissare  le  idee,  supponiamo  che  la  faccetta   PMQ    sia    nel 
piano  della  figura,  e  per  facilitare  il  confronto  colla  figura  pre- 
cedente  supponiamo    che   la   lamina  5'S   e   la  corrispondente 
superficie  apparente  w  si  trovino  al  di   là  del  piano  medesimo; 
in  questo  caso  la  direzione,  nella  quale  bisogna  spostare  M  Q 
per  far  sì  che  esso    entri   nella    superficie    5  5  della  lamina,  è 
quella  che  va  verso  il  di  dietro  del  piano  della  figura;  la  dire- 
zione di  A'  è   adunque   quella  che   viene  dal  piano  della  figura 
verso  il  davanti.  Per  esprimere  questo  risultato  in  termini  precisi 
e  generali,  diciamo  r  e  rappresentiamo  sulla  figura  con  PR  un 
vettore-unità    nella    direzione    MP  della    retta   che    va    da    un 
punto  AI  deirelemento  M  Q  al  punto  P  considerato;  diciamo  I 
e  rappresentiamo  con  PL  un  vettore-unità  avente  la  direzione 
M  Q,  che  è  quella  di  una  circolazione  verso  destra  [3!  sul  con- 
torno della    lamina   attorno    alla    normale  positiva,  ossia  quella 
del  movimento  delle  lancette  di  un  orologio  per  un  osservatore 
che  guardi  la  faccia  negativa  della  lamina;  diciamo  finalmente  a 
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e  rappresentiamo  in  P-^  un  vettore-unità  nella  direzione  di  A', 
ossia  il  versore  di  A';  con  queste  denominazioni  noi  possiamo 
dire  :  /'/  vettore  a  è  perpendicolare  al  piano  dei  vettori  I  ed  v,  ed 
tire  vettori,  presi  nell'ordine  Ira,  costituiscono  un  sistema  destrorso. 
Questo  enunciato,  giova  ricordarlo,  significa  che  chi,  guardando 
nella  direzione  a,  voglia  far  girare  I  (di  un  angolo  retto)  in 
modo  da  farlo  venire  a  coincidere  con  r,  lo  deve  far  girare 
verso  destra,  nel  verso  in  cui  si  muo- 
vono le  lancette  di  un  orologio. 

Nelle  applicazioni  che  si  fanno  di 
questo  teorema  nella  trattazione  delle 
correnti  elettriche  si  pone  talvolta  la 
regola  ora  enunciata  sotto  altre  forme, 
una  delle  quali  è  questa:  A'  è  diretto 
verso  la  sinistra  di  un  osservatore  il 
quale,  stando  disteso  sul  latercolo  M  Q 
coi  piedi  in  M  t  colla  testa  in  <P,  guardi 
il  punto  P,  Per  trovare  quale  dei  punti 
M,  Q  sia  quello  ove  stanno  i  piedi  del- 
l'osservatore qui  immaginato  e  quale 
quello  ove  sta  la  testa,  serve  quest'al- 
tra regola:  se  il  corpo  dell'osservatore 
si  orienta  in  modo  da  guardare  verso 
l'interno  della  lamina,  la  faccia  positiva 
di  questa  deve  trovarsi  alla  sua  sinistra. 

Supponiamo  che  il  contorno  S  5  della  lamina  sia  una  linea 
piana,  e  immaginiamo  che  il  punto  P  si  avvicini  di  più  in  più 
al  piano  di  essa  fino  a  venire  in  un  punto  della  porzione  di 
tale  piano  contornata  dalla  linea  (^g.  46).  In  questo  caso  i  tre 
vettori-unità  I,  r,  a  prendono  le  posizioni  indicate  nella  figura. 
I  due  primi,  I  ed  r,  giacciono  nel  piano  della  linea  5S;  il 
terzo,  a,  risulta  allora  perpendicolare  al  piano  medesimo  ed  è 
diretto  nel  verso  della  normale  positiva  della  lamina.  Allora  la 
regola  per  trovare  la  direzione  di  A'  si  può  mettere  anche  sotto 
questa  forma:  il  vettore  A'  ha  la  direzione  nella  quale  si  avan- 
zerebbe, parallelamente  al  suo  asse,  una  vite  ordinaria  destrorsa 
che  fosse  fatta  girare  nel  verso  di  I. 

Con  ciò  abbiamo  determinato  il  versore  di  A':  ora  dobbiamo 
determinare  il  tensore.  A  quest'  uopo  osserviamo  che  spostare 
il  punto  P  infinitamente  poco  nella  direzione  a,  la  quale  sap- 
piamo essere  perpendicolare  alla  faccetta  P  M  Q  (^%,  45),  equi- 
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vale  a  far  rotare  per  un  angolo  infinitamente  piccolo  la  faccetta 
PMQ  attorno  al  latercolo  MQ\  e  che  perciò,  se  vogliamo  im- 
maginare che  il  punto  P  stia  immobile  e  che  invece  si  muova 
M  Qi  dobbiamo  figurarci  che  la  faccetta  ruoti  in  senso  opposto^ 
di  un  uguale  angolo,  attorno  alla  retta  PL  parallela  dia  M  Q 
e  venga  nella  posizione  P  M*  Q\  In  questo  movimento  della 
faccetta  r  elemento  di  retta  m  q,  intersezione  della  faccetta  me- 
desima col  piano  perpendicolare  in  w,  genera  su  questo  piano 
r  arca  del  rettangolo  //i  q  q  m  ,  ossia  T  area  m  q  x  m  m'  ;  ed  è 
quest'  area  quella  che,  moltiplicata  per  /  e  divisa  per  Io  sposta- 
mento M  M*  di  M  Q,  dà  come  quoziente  il  valore  del  tensore 
A*  di  A'  cercato.  Abbiamo  adunque 

^  .  tnq  nitn' 

Ora  pei  triangoli  simili  PMAF,  Pfftfu   abbiamo  Y/"-|^  =  17-0 

=r  —  .Se  poi  tiriamo  M  Q^  parallela  ad  m  q,  in  modo  che  ri- 
r 

sultino  i  triangoli  simili  Pntq,  P  M  Qf^,  e  se  diciamo  /  la  lun- 
ghezza deirelemento  .VC>  e  •  l'angolo  LPR,  uguale  a  QMP. 
uguale,  a  meno  dì  un   infinìiesìmo,  al  supplemento   di    Q^Q^* 

abbiamo  w^= = .  Dunque  concluaiamo: 

r  r 


i I sen  ^ 
-1 


A  =  -  -\ — .  \t-\ 


Otà   che   abbianìo    verse  re    e   tensrre.    passiamo    scrivere 
Vc>rrc<s:K  r.e  cel  vcirore  A  ;  ci  bs<ta  ~C'"::p':care  ambì  i  iDembri 


A  -=  A  a  = 


V. '. A  >v,j*. »j«...%    V-.».  ..    *•-»*,.  .^c^^. . .*^.  s  ^    T't TT't". ;«-j*. v.»*ar'c  sl».  Diane* 

■vJn..  V^'k^...      ..       ».-...  «^«  l«  I  S.  ^...».  ^4*  ».^«.  .  V.."       .       ,'        «,.       ».'»■..'»  ^    £         1    .'         J    "l— rt        !     31)" 


e  e.   - 


I  -     ■ 


*   =      .1     "  irA 
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Questo  è  il  vettore  infinitamente  piccolo  dovuto  ad  un  ele- 
mento /l  del  contorno;  per  avere  ora  il  vettore  dovuto  alla 
lamina,  non  abbiamo  che  da  sommare  i  vettori  A'  dovuti  a  tutti 
gli  elementi  del  contorno.  Rappresentando  con  iì  una  somma 
estesa  a  tutti  gli  elementi  del  contorno  abbiamo 


A  =  ^X-4V«r. 


(69) 


Questa  espressione  però,  giova  ben  ricordare,  è  valida  so- 
lamente pei  punti  esterni  alla  lamina.  Nell'interno  della  lamin*?, 
tra  i  due  strati,  il  vettore  si  deve  calcolare  colla  relazione  (66) 
dell'articolo  precedente  [47!;  esso  si  ottiene  sommando  col 
vettore  esistente  in  un  punto  infinitamente  vicino  a  quello  con- 
siderato, ma  esterno  alla  lamina,  un  vettore  avente  la  direzione 
della  normale  negativa  ed  il  tensore  4  ~  t.  Questo  vettore  nor- 
male è  infinitamente  grande  se  la  potenza  1  del  doppio  strato  è 
finita.  La  distribuzione  del  vettore  dovuto  alla  lamina  presenta 
una  discontinuità  su  ciascuna  superficie  di  questa;  invece  il 
vettore  calcolato  colla  (69)  non  presenta  alcuna  discontinuità. 


§  7.°  Distribuzioni  circuitali. 

Riduzione  del  problema.  —  Campo  dovuto  ad  un  semplice  filetto  vorticale. 
~  Campo  dovuto  ad  un  sistema  qualunque  di  filetti  vorticali.  —  Solenoide.  — 
Solenoide  cilindrico.  —  Altro  modo  di  trattare  il  caso  del  solenoide.  —  Super- 
ficie vorticali. 

49.  Riduzione  del  problema.  —  L'espressione  (52),  trovata 
all'art.  38  e  discussa  ne' due  ultimi  paragrafi  non  è  che  una 
soluzione  particolare  delle  equazioni  differenziali  (46).  Come  no- 
tammo alla  fine  del  detto  articolo,  altre  soluzioni  delle  equa- 
zioni '46}  si  hanno  aggiungendo  semplicemente  al  vettore 
espresso  colla  (52)  un  altro  vettore  qualunque  a  distribuzione 
solenoidale  e  non  circuitale.  E  se  trattiamo  questo  vettore  ag- 
giunto come  arbitrario,  otteniamo  senz'altro  la  soluzione  gene- 
rale delle  equazioni  (46),  che  comprende  tutti  i  casi  di  distri- 
buzioni non  circuitali. 

Ora  dobbiamo  ritornare  alle  equazioni  più  generali  (4.5) 
[art.  37]  e  considerare  i  casi  che  finora  abbiamo  escluso,  i  casi 
nei  quali  la  rotazione  C  non  è  nulla  in  tutto  il  campo,  i  casi 
di  distribuzioni  circuitali. 
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In  grazia  della  osservazione  fatta  nell'art.  37,  noi  potremo, 
nel  fare  ciò,  supporre  che  sia  div  A  =  o  in  tutto  il  campo,  e  li- 
mitarci così  a  considerare  i  vettori  che  sodisfanno  alle  equazioni 

dlv  A  =  o,        rot  A  =  C,  {70) 

ove  C  ha  in  ogni  punto  del  campo  un  valore  dato.  Nel  caso 
più  generale  delle  equazioni  (45),  ove  tanto  div  A  quando  rot  A 
sono  diversi  da  zero,  il  vettore  A  sarà  sempre  la  somma  di  uno 
di  quelli  che  sodisfanno  alle  equazioni  (70),  che  ora  ci  accingiamo 
a  trattare,  con  uno  di  quelli  che  sodisfanno  alle  equazioni  (46) 
già  trattate. 

Per  trovare  poi  il  vettore  A  che  sodisfa  alle  equazioni  (70) 
ci  basta  saper  risolvere  quest'altro  problema:  trovare  un  vet- 
tore A'  tale  che  rot  A'  abbia  un  valore  dato  dentro  ad  una  data 
parte  del  campo  e  sia  uguale  a  zero  in  tutto  il  rimanente  spazio. 
Se  infatti  si  divide  il  campo  in  tante  parti,  in  ciascuna  delle 
quali  la  rotazione  abbia  un  valore  C,  se  si  trova  per  ciascuna 
un  vettore  A'  tale  che  sia  rot  A'  =  C  dentro  di  essa  e  rot  A'  =  o 
fuori  di  essa,  e  se,  finalmente,  si  fa  la  somma  A  =  -  A'  di  tutti 
i  vettori  A'  così  trovati,  questa  somma  sodisfa  alle  equazioni  (70). 
Il  procedimento  è  analogo  a  quello  che  abbiamo  adoperato  nel 
§  5.°  per  le  distribuzioni  non  circuitali. 

Ora  si  è  dimostrato  [28]  che  la  rotazione  C  ha  sempre  una 
distribuzione  solenoidale;  e  da  ciò  si  è  dedotto  che  i  tubi  di 
flusso  di  questo  vettore  C,  che  abbiamo  anche  denominato  tubi 
vorticalif  e  quando  sono  infinitamente  sottili  filetti  voriicaii,  o 
hanno  i  capi  sulle  superficie  limitanti  il  campo,  o  sono  chiusi 
su  sé  stessi  in  forma  di  anelli.  Lungo  ciascuno  di  questi  tubi, 
o  filetti,  il  flusso  di  C  è  costante.  Quindi  fra  le  varie  maniere 
di  dividere  il  campo  in  parti  od  in  elementi,  per  applicare  il 
sovraesposto  procedimento,  si  presenta  da  sé  naturalmente, 
come  la  più  acconcia,  la  divisione  in  tubi  od  in  filetti  verticali. 
Se  adottiamo  questo  modo  di  divisione,  il  nostro  problema  si 
riduce  a  questo:  Supposto  che  esista  nel  campo  un  unico  filetto 
vorticale  ^S  (fig.  47),  determinare  la  distribuzione  di  un  vet- 
tore A'  tale  che  rot  A'  sia  uguale  a  zero  in  tutto  lo  spazio 
esterno  al  filetto,  ed  abbia  invece  un  valore  dato  in  ogni  punto 
dell*  interno  o  della  superficie  del  filetto  medesimo.  Siccome  si 
sa  che  il  vettore  C  ha  in  ogni  punto  della  superficie  o  dell'  in- 
terno del  filetto  una  direzione  tangenziale,  e  siccome  si  sa  che 
il  suo  tensore  è  inversamente   proporzionale   alla  sezione  retta 
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del  filetto  [22],  così,  invece  di  dare  C  per  ogni  punto  del  filetto 
vorticale,  basta  dare  il  valore  costante  del  flusso;  e  siccome 
il  flusso  di  C  lungo  il  filetto  è  uguale 
[28]  alla  circuitazione  di  A'  lungo  una 
linea  chiusa  qualunque  PQ  concate- 
nata col  filetto  medesimo,  così  il  pro- 
blema si  presenta  ancora  sotto  questa 
forma:  Dato  un  filetto  vorticale  55, 
unico  nel  campo,  determinare  un  vet- 
tore A'  tale  che  la  circuitazione  di  esso 
su  di  una  linea  chiusa  qualunque  sia 
uguale  a  zero  se  questa  non  è  conca- 
tenata col  filetto  5  5  ed  abbia  invece 
un  valore  diverso  da  zero,  e  dato,  se 
è  concatenata. 

E  questo    il   problema   del   quale 
ora  ci  occuperemo. 

50.  Campo  dovuto  ad  un  semplice 
filetto  vorticale,  —  Al  campo  del  vet- 
tore A',  che  sodisfa  alla  condizione  ora 
detta,  possiamo  dare  il  nome  di  campo  dovuto  al  filetto  vorticale 
detto.  Noi  qui  ci  proponiamo  di  determinarlo. 

Il  tubo  vorticale  infinitamente  sottile 
dato  può  essere  rientrante  in  se  stesso  in 
forma  di  anello,  come  nella  fig.  47,  oppure 
avere  i  capi  sulle  superficie  limitanti  il 
campo  [28J.  Noi,  per  fissare  le  idee,  ra- 
gioneremo sul  primo  caso;  ma  risulterà 
chiaro  che  quanto  stiamo  per  dire  si  ap- 
plicherà intieramente,  senz'altro,  anche  al 
secondo. 

Ciò  posto,  rappresentiamo  in  5  5 
(fig.  48),  con  una  semplice  linea,  il  tubo 
infinitamente  sottile  o  filetto  vorticale  dato 
e  diciamo  U  il  flusso,  pure  dato,  del  vet- 
tore C  attraverso  ad  una  sezione  qualun- 
que di  esso.  La  condizione  a  cui  il  vet- 
tore A'  dovrà  sodisfare,  è  semplicemente 
questa:  che  la  circuitazione  su  di  una  linea  chiusa  qualunque 
P^  Q  Pt  Px  concatenata  colla  5  5  sia  uguale  ad  U  [28J,  mentre 
quella  su  di  una  linea  chiusa  non  concatenata  con  55  è  uguale 


Fig.  48. 
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a  zero.  In  quanto  al  verso  del  flusso  U  e  della  circuitazione  si 
ha  a  ricordare  che  questa  si  deve  fare  verso  la  destra  rispetto  alla 
direzione  nella  quale  i/ passa  dentro  alla  linea  chiusa  P,  Q  P^Pi» 
Se  per  direzione  positiva  del  flusso  U  si  assume  quella  indicata 
dalla  freccia  U,  la  direzione  positiva  della  circuitazione  su 
/\  Q  Pg  Pi  risulta  quella  indicata  dalla  freccia  u. 

Immaginiamo  una  superficie  qualunque  avente  per  contorno 
il  filetto  S5  e  chiudente  intieramente  il  vano  dell'anello  da 
questo  formato;  una  superficie,  cioè,  la  quale,  tagliando  la  re- 
gione ciclica  esterna  ali*  anello,  la  renda  aciclica.  Sulla  linea 
Pi  QP9P1  consideriamo  due  punti  P^  e  P,  infinitamente  vicini 
Tuno  all'una  e  l'altro  all'altra  faccia  di  tale  superficie.  Se,  come 
riteniamo,  tra  Pg  e  Pj  il  campo  non  presenta  alcuna  disconti- 
nuità, l' integrale  di  A'  lungo  la  linea  aperta  P^  Q  Pj  differisce 
infinitamente  poco  da  quello  preso  sulla  intiera  linea  chiusa 
Pi  Q  P2  Pi*  ^  per  conseguenza,  a  meno  di  un  infinitesimo,  esso 
è  uguale  ad   U. 

Ora  immaginiamo,  disposto  sulla  superficie  considerata,  un 
doppio  strato  uniforme  di  potenza  /  colla  faccia  positiva  verso  7\ 
e  colia  negativa  verso  P,.  Tra  le  due  faccie  di  esso  abbiamo 
per  la  (64)  una  differenza  di  potenziale  47:/,  e  ciò  vuol  dire  che 
l'integrale  del  vettore  sulla  linea  aperta  P^  QPt  ^^  '^  valore  4-  /. 
Dentro  alla  lamina,  tra  i  due  strati,  da  Pg  a  Pj,  il  vettore  ha 
un  valore  infinitamente  grande  ed  è  diretto  da  P,  verso  P^  [46], 
così  che  se  l'integrale  sovra  detto  si  estendesse  oltre  a  P,,  fino 
a  Pj,  su  tutta  la  linea  chiusa,  al  valore  di  esso  si  aggiunge- 
rebbe un  termine  finito  negativo,  uguale  a  — 4^1,  che  Io  ri- 
durrebbe a  zero.  Ma  immaginiamoci  un  campo  il  quale  in  tutto 
lo  spazio  esterno  alla  lamina  sia  identico  a  quello  dovuto  alla 
lamina  medesima,  ma  che  non  presenti  sulle  faccie  di  questa  le 
discontinuità  [46]  presentate  da  quest'ultimo,  così  che  anche 
neir  interno  della  lamina,  tra  i  due  strati,  il  vettore  abbia  un 
valore  finito.  In  un  tale  campo  l' integrale  sulla  linea  chiusa 
Pi  PPg  Pi»  a  meno  di  un  termine  infinitamente  piccolo  corri- 
spondente all'elemento  1\  Pi,  è  uguale  a  quello  fatto  sulla  linea 
aperta  Pj  O  Pj»  uguale  a  4-  /'.  In  tale  campo  adunque  si  ha  una 
distribuzione  circuitale,  per  la  quale  il  tubo  infinitamente  sottile 
6"  5  è  un  filetto  vorticale.  E  se  alla  potenza  1  della  lamina  at- 
tribuiamo un  valore  tale  che  sia 

4-'=^';  (71) 
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la  circuitazione  su  di  una  linea  chiusa  qualunque  P^  Q  P,  P^ 
concatenata  col  filetto  risulta  uguale  a  quella  data,  U,  Su  di 
una  linea  non  concatenata  col  filetto  la  circuitazione  è  uguale 
a  zero.  La  distribuzione  immaginata  sodisfa  adunque  alle  con- 
dizioni imposte:  il  vettore  A'  che  ad  essa  corrisponde  rappre* 
senta  una  soluzione  particolare  delle  equazioni  differenziali  (70). 
Tutte  le  altre  soluzioni  si  ottengono  aggiungendo  al  vet- 
tore A'  così  ottenuto  un  vettore  arbitrario  a  distribuzione  non 
circuitale  (e  solenoidale).  Se  infatti  A"  è  un  altro  vettore  del 
quale  la  circuitazione  su  di  una  linea  chiusa  qualunque  è  uguale 
a  quella  di  A',  e  se  poniamo  A"  —  A'  =  A©,  abbiamo,  facendo  la 
circuitazione  su  di  una  linea  qualunque: 

Circuit  A"  —  circuit  A'  =  circuit  Ao  ;  e  quindi  circuit  A©  =  o. 

La   lamina    immaginata    di    contorno    S  5   e    di    potenza 

1  =  — ,   dicesi    equivalente   al    filetto    vorticale    5S  dato.    Per 

mezzo  della  considerazione  della  lamina  equivalente,  il  vettore 
dovuto  al  filetto  vorticale,  in  un  punto  P  qualunque,  si  deter- 
mina nel  modo  seguente: 

i.**  Se  il  punto  considerato  è  esterno  alla  lamina,  il  vet- 
tore dovuto  al  filetto  è  senz*  altro  uguale  a  quello  dovuto  alla 
lamina,  sommato  con  un  vettore  arbitrario  a  distribuzione  non 
circuitale.  Se  con  k\  si  rappresenta  il  vettore  dovuto  alla  la- 
mina e  con  Kq  un  vettore  arbitrario  a  distribuzione  non  circuitale, 
si  ha 

A'  =  A\  +Ao.  (72> 

2.®  Se  il  punto  P  considerato  è  nell'interno  della  lamina 
equivalente  al  filetto  vorticale,  il  vettore  cercato,  dovuto  al  fi- 
letto, è  uguale  a  quello  calcolato  come  sopra  per  un  punto  preso 
all'esterno  della  lamina  infinitamente  vicino  a  P. 

La  differenza  tra  il  vettore  cosi  determinalo  e  quello  che 
si  avrebbe  nell'  interno  della  lamina,  qualora  questa  esistesse 
effettivamente,  è  uguale  ad  un  vettore  avente  la  direzione  della 
normale  positiva   della   lamina  ed  un   tensore  uguale  a  4:15  = 

I        U 

=  4:: —  =  — .  Colle    notazioni   usate  nella   (72),  si  ha  dunque 

per  un  punto  interno  alla  lamina: 

C 
A'  =  A\  +    ^^   n  -r  A^.  (72) 


47^  Teoria  geometrica  dei  campi  vettoriali 


Le  formole  e  le  osservazioni  deirart.  48  del  paragrafo  pre- 
cedente conducono  ad  una  espressione  di  A',  la  quale  è  valevole 
per  tutti  i  casi,  tanto  per  un  punto  interno  quanto  per  un  punto 
esterno.  Nel  cennato  articolo  si  è  infatti  trovato  che  il  vettore 
dovuto  ad  una  lamina  è  per  un  punto  esterno: 

'Zl^Vlr,  {a) 

7 

e  per  un  punto  interno  [47]  : 
ossia,  colle  notazioni  attuali  : 


r-   '  n 


((» 


Portando  i  valori  (a)  e  (h)  rispettivamente  nella  (72)  e  nella  (72  ) 
si  trova  per  tutti  i  casi  : 

Questa  espressione  presenta  A'  come  una  somma  di  tanti 
termini  quanti  sono  gli  clementi  del  filetto  vorticale;  ad  un  ele- 
mento di  lunghezza  /  e  di  direzione  I,  la  posizione  del  quale 
rispetto  al  punto  P  sia  definita  dal  vettore  r  r,  corrisponde  nella 

somma  il  termine -^  y /VI .  r.  Per  esprimere  questo  risultato  si 

può  fare  cosi: 

i.^  Definire  l'elemento  di  filetto  vorticale  come  un  vettore 
il  cui  versore  è  I  ed  il  cui  tensore  è  il  prodotto  della  potenza  1 
per  la  lunghezza  /. 

2.°  Dire  che  Telemento  i l\  produce  nel  punto  P,  situato 

alla  distanza  r  nella  direzione  r,  un  vettore  uguale  ^—j  \  il\.T, 

E  questo  un  modo  di  dire,  del  quale  si  fa  uso  in  alcune 
considerazioni  di  fisica,  e  propriamente  in  quelle  relative  alle 
correnti  elettriche.  Esso  allude  alla  finzione  che  nell'  elemento 
del  filetto  abbia  sede  la  causa  del  corrispondente  vettore.  Ma 
su  ([uesta  finzione  si  hanno  a  ripetere  le  cose  dette  nell'art.  41 
relativamente   a   quella  con  la  quale  si    localizza    la   causa    dei 
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vettori  a  distribuzione  non  circuitale  e  si  materializza  la  diver- 
genza del  vettore  coi  concetti  di  massa  e  di  densità.  Per  giu- 
stificarla come  ipotesi  fisica  non  bastano  le  esperienze  dimo- 
stranti la  esistenza  e  la  distribuzione  del  vettore. 

51.  Campo  doi'Hlo  ad  un  sistema  qualunque  di  filetti  vorficali. 
—  Se  sono  dati  più  tubi  verticali,  si  può  determinare,  come 
sopra,  per  ciascuno  di  essi  il  vettore  A'.  La  somma  A  di  questi 
è  un  vettore  il  quale  sodisfa  alla  condizione  di  avere  una  cir- 
cuitazione nulla  su  tutte  le  linee  ctiiuse  non  concatenate  con 
alcuno  dei  tubi  vorticali  dati  e  di  avere  invece  una  circuitazione 
uguale  a  -  6'  su  di  una  linea  qualunque  concatenata  con  alcuni 
dei  filetti.  Il  vettore  A  cosi  calcolato  rappresenta  la  soluzione 
generale  delle  equazioni  (70), 

Se  poi  si  somma  questa  soluzione  con  una  di  quelle  rela- 
tive ai  casi  più  sopra  studiati  di  distribuzioni  non  circuitali,  si 
ha  la  soluzione  più  generale  delle  equazioni  (45). 

L'osservazione  fatta  alla  fine  dell'articolo  precedente  [50] 
ci  permette  di  riassumere  in  un  enunciato  molto  semplice,  e 
comodo  per  le  applicazioni,  quanto  nel  presente  paragrafo  e  nei 
due  precedenti  è  stato  detto  intorno  alla  risoluzione  delle  equa- 
zioni generali  (45),  Eccolo: 

Si  immaginino  le  masse,  che  per  ogni  elemento  di  volume 

corrispondono  ai  dati  valori  di  divA,  e  quelle  costituenti  i  doppi 

strati  equivalenti   a   tutti    i   filetti    vorticali    dati.  Tutte   queste 

masse  formano  un   sistema   complessivo   al    quale  corrisponde 

per  ogni  punto  P  un    vettore  che  st   può  calcolare  colla  legge 

I  Newtoniana   espressa    nella    formola  (52).  Si  dica  A,   il    vettore 

newtoniano  cosi  calcolato,  calcolato  cioè  colla  (52),  e  si  rappre- 

.  senti   con   Ag    un   vettore  arbitrario   pel  quale  sia  da  per  tutto 

[  div  Aft  =^0  e  rot  A„  ^  o,  un  vettore  cioè  a  distribuzione  sotenoi- 

l-dale  e  non  circuitale.  Con  ciò  si  può  subito   trovare  per  ogni 

E  punto  P  il  vettore  A  che  sodisfa  alle  equazioni  (45),  e  precisa- 

'  niente  così:  Se  il  punto  P  non  è  nell'interno  di  nessuna  delle 

lamine  immaginate  come  equivalenti  ai  filetti  vorticali,  sì  ha: 


=  ^,  +  K; 


f73t 


■iSe  invece  il  punto  P  sta  nell'interno  di  qualcuna  delie  lamine 
iginate,  il  vettore  A  si   ottiene  aggiungendo  ad  Ai  +  A,,  un 
rzo  vettore,  un  vettore  il  cui  tensore  è  ±T.9=::±-rt  —  ^ — ,  e 
I  cui  direzione   è   quella   della    normale   positiva  della  latnttta 
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nel  punto  P.  Detto  n  un  vettore  unità  avente  la  direzione  della 
ora  detta  normale  positiva,  il  terzo  vettore,  che  bisogna  ag- 
giungere ad  Al  +  Ao  si  può  esprimere  con 


/  U 

4  r  e  n  =4:^  —  n  =  —  n  : 

n  n 


quindi  si  ha 

A  =  Ai+Ao  +  4^<^n 

=  Ai+*o+4'^ -^n      (  (74) 

=  Ai+Ao+— n. 

52.  Solenoide.  —  Faremo  una  applicazione  di  questa  pro- 
posizione al  caso  semplice  ed  importante  nel  quale  i  filetti  vor- 
ticali  dati  sono  tutti  uguali,  hanno  la  forma  di  anelli  piani  e 
sono  in  grande  numero,  regolarmente  distribuiti  coi  loro  centri 
-di  figura  a  distanze  uguali  su  di  una  linea  data  e  coi  loro  piani 
normali  a  questa.  Se  si  suppongono  i  filetti  vicinissimi  V  uno 
all'altro,  in  modo  che  essi  coprano  una  superficie  tubolare,  il 
sistema  si  dice  solenoide.  La  linea  su  cui  stanno  i  centri  di 
figura  degli  anelli  vorticali  dicesi  asse^  le  superficie  piane  con- 
tornate dal  primo  e  dall'ultimo  anello  si  dicono  le  basi  del  so- 
lenoide. 

Per  applicare  al  solenoide  la  proposizione  dimostrata  nel- 
l'articolo precedente,  dobbiamo  sostituire  col  pensiero  ai  singoli 
anelli  vorticali  le  lamine  equivalenti.  A  queste  lamine,  del  resto, 
possiamo  assegnare  quella  forma  e  quella  grossezza  che  più  ci 
aggrada,  colla  sola  condizione  che  ciascuna  di  esse  abbia  per 
contorno  il  filetto  vorticale  corrispondente  ed  abbia  una  po- 
tenza i  data  dalla  relazione  \-iz=zU,  Immaginiamo  che  le 
lamine  abbiano  faccie  piane  ed  assegniamo  alle  medesime 
grossezze  tali,  che  ciascuna  faccia  di  ognuna  di  esse  combaci 
esattamente  con  una  faccia  della  lamina  contigua.  Per  tale  modo 
le  lamine  riempiono  completamente  il  solido  geometrico  avente 
per  superficie  la  superficie  tubolare  e  le  basi  del  solenoide.  Se 
per  fissare  le  idee  rappresentiamo  nella  fig.  49  una  sezione 
fatta  nel  solenoide  con  una  superficie  passante  per  l'asse  S  N, 
e  se  supponiamo  che  A  B^  CD  sieno  le  sezioni  delle  due  basi 
ed  A  C,  B  D  quelle  della  superficie  tubolare,  le  lamine  infinita- 
inente  sottili  equivalenti  agli    anelli    vorticali    risultano  rappre- 
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sentale  in  abcd^  cdef^  ecc.,..,  e  riempiono,  prese  insieme, 
tutto  il  solido  geometrico  AB  CD,  Se,  come  abbiamo  supposto, 
i  filetti  vorticali,  tutti  uguali,  corrispondono  ad  uguali  valori 
di  Uy  le  lamine  ad  essi  equivalenti  hanno  tutte  una  uguale  po- 
tenza /.  Se  poi,  come  abbiamo  pure  supposto,  le  distanze,  da 
centro  a  centro,  fra  gli  anelli  vorticali  successivi  sono  tutte 
uguali,  risultano  uguali  le  grossezze  o  p^  p  q, , ,  ,\  e  se  il  raggio 


di  curvatura  dell'asse  S  N  non  varia  con  discontinuità,  risultano 
uguali,  a  meno  di  infinitesimi  di  ordine  superiore,  anche  le 
grossezze  //;//,  mi  di  due  lamine  contigue,  qualunque  sia  il 
punto  m  della  faccia  comune,  in  corrispondenza  del  quale  queste 
grossezze  si  misurano.  Perciò  in  un  punto  qualunque  ;//  del 
piano  e  df  col  quale  coincidono  la  faccia  positiva  di  una  lamina 
qualunque  abcd  t,  quella  negativa  della  lamina  contigua  cdef^ 
le  densità  dei  due  strati  distribuiti  sulle  faccie  medesime  sono 
uguali  e  di  segni  contrari;  su  ogni  elemento  della  superficie 
colla  quale  i  due  strati  coincidono  vi  hanno  due  masse  uguali 
e  di  segni  contrari,  la  somma  delle  quali  è  uguale  a  zero;  nella 
somma  (52)  i  termini  corrispondenti  a  tali  masse  si  elidono  mu- 
tuamente; possiamo  dire  che  i  due  strati  si  elidono.  Rimangono 
non  elisi  soltanto  lo  strato  negativo  della  prima  lamina  e  quello 
positivo  dell'ultima;  e  noi,  dando  alla  parola  equivalenza  il  senso 
dianzi  stabilito,  possiamo  dire  che  questi  due  strati  equivalgono 
al  solenoide.  Concludiamo  adunque  che  il  vettore  A^  figurante 
nelle  formole  (73)  e  (74)  è  semplicemente  quello  dovuto  a  due 
strati  di  masse  uguali  e  di  segni  opposti  distribuiti  sulle  due 
basi  del  solenoide;  esso  si  calcola  colla  formola  {52)  mettendo 
in  questa  al  posto  di  ;;/,  per  ogni    elemento  superficiale  dS,  il 

valore  e  dS  ossia  —  dS  della  massa  su  questo  distribuita. 

ti 

Con  ciò  le  formole  (73)  e  (74)  dell'articolo  precedente  danno 

subito  il  vettore  A  in  un  punto  qualunque  del  campo. 
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I  segni  dei  due  strati,  che  si  hanno  ad  immaginare  sulle 
due  basi  del  solenoide,  si  deducono  dalla  osservazione  fatta 
nell'art.  50  relativamente  alla  lamina  equivalente  ad  un  semplice 
filetto  vorticale.  Se  relativamente  alla  direzione  5^Vil  flusso  U 
nei  filetti  vorticali  ha  la  direzione  destra,  lo  strato  positivo  de- 
vesi  immaginare  sulla  base  CD  del  solenoide  e  quello  negativo 
sulla  AB. 

53.  Solenoide  cilindrico,  —  Importa  considerare  il  caso  sem- 
plice nel  quale  l'asse  del  solenoide  è  una  linea  retta.  In  questo 
caso  il  solenoide  ha  la  forma  di  un  cilindro,  e  le  lamine  ab  ed, 
cdeff  ecc....  hanno  la  forma  di  tanti  cilindri  tutti  uguali.  La 
grossezza  ;/  è  una  medesima  non  solo  per  tutte  le  lamine,  ma 
anche  per  tutti  i  punti  di  ogni  sìngola  lamina;  il  suo  valore 
si  può  esprimere  per  mezzo  del  numero  dei  filetti  vorticali  esi- 
stenti su  ogni  unità  di  lunghezza  misurata  sull'asse  del  solenoide. 
Detto  N^  questo  numero,  abbiamo  infatti 

iV.  ;/  =  I,  e  quindi  —  =  iV.  . 

;/ 

Portando   questo   valore  di  —  nelle  formole  (73)  e  (74),  queste 

n 

diventano 

K  =  K  +  K  (73') 

e 

A  =  Al  +  Ao  +  4  ~  '  -^^'i  n 

=  Ai+Ao  +  6'A^n.  (74') 

In  queste  formole,  giova  ricordarlo,  la  lettera  n  rappresenta 
un  vettore-unità  parallelo  all'  asse  del  solenoide  nella  direzione 
rispetto  alla  quale  il  flusso  U  ne*  filetti  vorticali  ha  il  verso 
destro.  Per  un  osservatore  che  fosse  disteso  su  uno  dei  filetti 
vorticali  in  modo  da  ricevere  il  ilusso  U  coi  piedi  e  di  emet- 
terlo dalla  testa,  e  che  guardasse  verso  l'interno  del  solenoide, 
n  sarebbe  diretto  verso  la  sinistra. 

Essendo   costante  ;/,  è    costante  anche  la  densità  e  =  —  ;  i 

;/ 

due  strati,  che  si  hanno  da   immaginare   sulle  due  basi  del  so- 
lenoide, sono  adunque  uniformi. 

Dopo  ciù,  se  ci  limitiamo  a  considerare  il  caso  nel  quale 
il  punto  P  (lìg.  50)  giace  sull'asse  del  solenoide,  possiamo  calco- 
lare subito  il  vettore  A,  in  moJo  semplicissimo.  Esso  è  la  som- 
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ma  dei  due  dovuti  rispettivamente  allo  strato  positivo  CZ>  ed 
allo  strato  negativo  A  B.  Ora  è  evidente,  per  semplice  ragione 
di  simmetria,  che  questi  sono  entrambi  paralleli  all'asse  :  dunque 
anche  Ai  è  parallelo  all'  asse,  e  così  noi  abbiamo  senz'  altro  il 
suo  versore.  Quanto  al  tensore,  questo  è  uguale  alla  somma 
algebrica  di  quelli  dei  vettori  dovuti  ai  due  strati,  e  questi  noi 
sappiamo  calcolare  nel  modo   già   indicato   nell'art.  45.  Se   di- 


A 

e 

N 

p' 

S 

P' 

P 

B 

D 

Fij^.  50. 


ciamo  t>\  ed  o»,  gli  angoli  solidi  dei  coni  di  vertice  P  e  di  basi 
CD  ed  ABf  se  rappresentiamo  con  a  il  valore  assoluto  della 
densità  dei  due  strati  e  se  prendiamo  come  positiva  la  dire- 
zione n,  ossia  la  S  N^  sappiamo  che  i  tensori  dei  vettori  dovuti 
ai  due  strati  sono  rispettivamente  (vedi  la  formola  (b)  dell'art.  45)  : 

4-  a  o>^       e       —  d  t'»2 1 

ove  coj  ed  e,  si  debbono  prendere  come  positivi  o  come  ne- 
gativi secondochè  P  è  a  destra  od  a  sinistra  del  corrispon- 
dente strato.  Quindi   il   tensore  di   A^  è  <»  (*\  —  e,).  E  siccome 

o  =  —  =  /  iV,  = ,  così  abbiamo 

n  4  ^ 


e  quindi 


Ay^  =  ìN^  K  -  ^'2)  =  —  ^'^i  (••*!  —  '"a)  ; 

4  ^ 


Aj  =  /  iV^  n  (}'\  —  t"a)  =  -     U  N^  n  ('•>!  —  o,) . 

4  :: 


(75) 


(76) 


Se  P  è  fuori  del  solenoide,  a  destra  di  C  D^  i»\  ed  f>8  sono 
entrambi  positivi  ed  0,  è  maggiore  di  o»,  ;  quindi  A^  è  positivo, 
Al  è  diretto  verso  destra,  ha  la  direzione  n.  Se  P  ù  fuori  del 
solenoide,  verso  sinistra,  per  esempio  in  P,  to^  ed  o)^  sono  en- 
trambi negativi  ed  t.>j  ha  un  valore  numerico  minore  di  e.»,; 
quindi  A^^  risulta  ancora  positivo,  Ai  ha  ancora  la  direzione 
positiva  R,  la  direzione  verso  destra.  Ma  se  invece  il  punto  P 
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è  dentro  al  solenoide,  per  esempio  in  P\  oj^  è  negativo  ed  w^ 
è  positivo;  quindi  Wj  —  oj^  è  negativo,  A^  è  negativo,  A^  è  di- 
retto nel  verso  opposto  ad  n,  verso  sinistra. 

In  quest'ultimo  caso,  se  rappresentiamo  con  w'  e  con  co"  i 
valori  assoluti  di  w^  e  di  o)^,  possiamo  scrivere 

A,  =  -  I  iVi  n  N'  +  co  ')  =  -  -i-  f/ A^j  n  (w*  +  o)'  ) .       (77) 

4  '^ 

Portando  questi  valori  nella  (74'),  otteniamo  le  seguenti  espres- 
sioni di  A,  le  quali  valgono  per  un  punto  qualunque  dell'  asse 
nell'interno  del  solenoide: 

A  =  /  A\  n  (4  TT  -  w'  -  0/')  4-  Ao  , 

=  UN,  n\i — -j  +  Ao .  (77) 

Se  al  vettore  arbitrario  solenoidale  e  non  circuitale  h^ 
diamo  il  valore  zero,  il  vettore  A  espresso  dalla  (77')  risulta  pa- 
rallelo all'asse  del  solenoide  ed  ha  il  tensore 

[  co'  4-  o"  \ 

A  =  iN,(4^-  --t,^'  —  or)=U N,  Il ■- — J.        (78) 

Se  il  solenoide  ha  una  piccola  sezione  trasversale  ed  è 
molto  lungo,  e  se  il  punto  P  considerato  è  molto  lontano  dalle 
basi,  oj'  +  oj"  risulta  piccolo.  Al  limite,  per  un  solenoide  di  se- 
zione finita  e  di  lunghezza  infinitamente  grande,  oppure  di  lun- 
ghezza finita  e  di  sezione  infinitamente  piccola,  la  somma  degli 
angoli  solidi  co'  +  u/'  diventa  infinitamente  piccola.  Allora  si  ha 
semplicemente: 

A  =  \-ii\  =  UA\,  (79) 

Il  medesimo  valore  si  trova  per  un  punto  dell'  asse  di  un 
solenoide,  V  asse  del  quale  formi  una  linea  chiusa,  o,  come  si 
suol  dire,  per  un  punto  dell'asse  di  un  solenoide  chiuso. 

54.  Altro  modo  di  trattare  il  caso  del  solenoide.  —  Quello 
che  abbiamo  svolto  è  uno  dei  modi  di  applicare  al  caso  del 
solenoide  la  proposizione  generale  dell'art.  51.  Ma  siccome  alle 
lamine  equivalenti  ai  filetti  vorticali  si  possono  assegnare  forme 
arbitrarie,  così  la  stessa  proposizione  si  può  applicare  in  infinite 
maniere  diverse.  Fra  queste,  se  si  vuole,  si  può  scegliere  in 
modo  che  il  punto  P  considerato,  qualunque  esso  sia,  non  venga 
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a  trovarsi  neirinterno  dì  alcuna  delle  lamine  immaginate;  e  per 
tal  modo  si  può  sempre,  qualunque  sia  il  punto  P,  calcolare  il 
vettore  A  colla  semplice  formola  (73)  [51 ',  senza  bisogno  di  ri- 
correre alla  (74).  È  utile  che  noi  qui  indichiamo  uno  dei  pro- 
cedimenti possibili. 

Sia  ancora  AB  CD  (fig.  51)  la  sezione  del  solenoide  fatta 
con  una  superficie  passante  per  T  asse,  e  sia  P  il  punto  pel 
quale  si  vuole  determinare  ^-4-tcV 

il  vettore  A.  Tale  punto  sia  ^    ^1  l\l 

dentro  al  solenoide,  comun-     *    ^  '  '  ' 

que  collocato  ;  solamente 
supponiamo  che  esso  non 
sia  infinitamente  vicino  alla 
superficie. 

Noi  possiamo  ancora, 
esattamente  come  abbiamo  fatto  dianzi,  immaginare  le  lamine 
piane  riempienti  tutto  il  volume  del  solenoide;  ma  poi,  per  fare 
sì  che  il  punto  P  non  si  trovi  nell'interno  di  alcuna  di  esse, 
possiamo  immaginare  che  la  lamina  cdefy  nella  quale  il  punto  P 
verrebbe  a  cadere,  venga  leggermente  deformata,  immaginare 
per  esempio  che  essa  venga  incurvata  presso  il  contorno,  come 
è  indicato  nella  fig.  51,  in  modo  che  la  parte  mediana  e'  d\  pur 
rimanendo  piana  e  normale  all'  asse,  si  trovi  spostata  di  un 
tratto  infinitamente  piccolo,  per  esempio  verso  la  destra.  Lo 
spazio  necessario  per  lo  immaginato  spostamento  infinitamente 
piccolo  della  lamina  cdef  si  può  ottenere  mediante  spostamenti 
infinitamente  piccoli  delle  lamine  che  stanno  a  destra  della  lamina 
stessa;  lo  si  può,  per  esempio,  ripartire  fra  tutte  col  diminuire 
infinitamente  poco  la  loro  grossezza. 

Se,  come  abbiamo  supposto,  il  punto  P  non  è  infinitamente 
vicino  alla  superficie  del  solenoide,  possiamo  anche,  senza  dar 
luogo  ad  alcuna  variazione  finita  del  vettore,  spostare  infinita- 
mente poco  non  solamente  la  parte  mediana,  ma  anche  il  con- 
torno della  lamina  cdef\  e  cosi,  se  lo  preferiamo,  possiamo 
conservare  alla  lamina  la  sua  forma  piana,  e  semplicemente 
spK)stare  la  lamina  stessa  verso  la  destra  in  d  d  ef^  come  è 
indicato  nella  fig.  52.  Il  posto  necessario  per  lo  spostamento  si 
può  ottenere,  come  si  è  detto,  ripartendo  lo  spostamento  me- 
desimo fra  le  grossezze  di  tutte  le  lamine  situate  da  una  me- 
desima parte  del  punto  P,  Se  poi  il  numero  delle  lamine  è 
infinitamente  grande,  possiamo  anche  fare  una  cosa  più  semplice: 
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sopprimere  la  lamina  cdef,  nella  quale  si  trova  il  punto  P,  e 
lasciare  al  loro  posto  tutte  le  altre. 

Con  uno  qualunque  di  questi  artifizi  noi  possiamo  fare  sì 
che  il  punto  P  venga  a  trovarsi  non  più  dentro  alla  lamina  cdef, 
ma  in  una  fessura  infinitamente  sottile  tra  la  faccia  negativa  e'  d 
di  questa  lamina  e  la  faccia  positiva  ed  della  lamina  ab  ed  che 
la  precede.  Ma  il   sistema   di   masse   che   così  si   è  condotti  a 


Fijr.  sa. 


considerare  come  equivalente  al  solenoide  non  è  più  quello  di 
prima.  Prima  si  avevano  solamente  due  strati  di  masse  uguali 
e  di  segni  contrari  distribuiti  sulle  due  basi  AB  e  C D  del  so- 
lenoide; attualmente,  invece,  si  hanno  oltre  a  questi  due  strati 
altri  due  strati,  uno  positivo  e  l'altro  negativo,  sulle  faccie  ed 
e  e' d'  fra  le  quali  è  compreso  il  punto  P,  Questi  due  strati, 
che  prima  si  elidevano  mutuamente,  adesso,  dopo  lo  sposta- 
mento, non  sì  elidono  più.  Perciò  il  vettore  rappresentato  con  A^ 
nella  formola  (73)  non  è  più  semplicemente  quello  dovuto  ai 
due  strati  A  B  e  CD,  al  quale  si  riferiscono  le  espressioni  (76) 
e  (77)  dell'articolo  precedente;  esso  invece  è  uguale  alla  somma 
di  questo  con  un  altro  vettore,  col  vettore  dovuto  ai  due  strati  e  d 
e  e'  d\ 

Ora  tanto  lo  strato  positivo  ed,  quanto  il  negativo  e' d*, 
producono  nel  punto  infinitamente  vicino  P  un  vettore  che 
sappiamo  calcolare  colla  (b)  dell'  art.  45,  un  vettore  avente  la 
direzione  della  normale  positiva  n  ed  un  tensore  uguale  a  2  tt  ?. 
Dunque  il  vettore,  che  si  deve  sommare  con  quello  dovuto  alle 

4  ^  ^' 
due  basi,  è  4  7:<7n,  ossia  n.  Perciò  se   invece  di  dare  alla 

lettera  A^  il  significato  che  essa  ha  nelle  formole  generali  (73) 
e  (74)  noi  le  attribuiamo  il  significato  che  essa  ha  preso  nel 
caso  speciale  trattato  negli  articoli  52  e  53,  se  cioè  rappresen- 
tiamo con  Aj  il  vettore  dovuto  alle  due  basi,  noi  ricadiamo  sui 
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^^^^^^^^^^^^Wtroduz 

^^V  risultati  ai  quali  siamo  giunti  per  altra  via  negli  articoli  52  e 
^"      53  medesimi. 

55.  Superficie  vorlicalì.  —  Le  sovra  esposte  conclusioni 
sono  valide  sempre  quando  la  grossezza  delle  lamine  sia  infini- 
tamente piccola  a  fronte  della  distanza  del  punto  P  dalla  su- 
perficie del  solenoide.  Se  si  suppone  che  le  lamine  sieno  infini- 
tamente sottili,  tali  conclusioni  si  hanno  a  ritenere  valide  anche 
quando  il  punto  P  sia  infinitamente  vicino  alla  superficie.  Fer- 
miamoci su  questo  caso:  immaginiamo  che  i  filetti  vorticali  sieno 
infinitamente  sottili  e  l'uno  all'altro  infinitamente  vicini;  e  in 
tale  ipotesi  consideriamo  un  punto  P  infinitamente  vicino  alla 
superficie  luogo  geometrico  de' filetti  medesimi. 

In  questo  caso  la  lettera  11  nell'equazione  (74)  rappresenta 
lu  grossezza  della  lamina  misurata   sul  contorno,  infinitamente 

vicino  al  punto  P;   quindi  —  rappresenta   il  numero  dei  filetti 

I  vorticali  che  si  trovano  su  di   una  unità  di  lunghezza  normale 
k  ai  filetti  medesimi,  presa  sulla  superficie  del  solenoide,  infinita- 

I  mente  vicino  al  punto  P;  ed  —  rappresenta  la  somma  dei  Hussi 

del  vettore  C  che  si  hanno  nei  filetti  vorticali  medesimi.  Noi 
possiamo  denominare  la  superficie  del  solenoide,  la  quale  è 
luogo  geometrico  dei  filetti  vorticali,  superficie  vorticate.  In  ogni 
punto  di  tale  superficie  il  vettore  C,  che  rappresenta  la  rota- 
zione dì  A,  è  tangente  alla  superficie  medesima;  fuori  della  su- 
perficie, da  una  parte  o  dall'altra  di  essa  a  distanza  finita,  C  non 
esiste.  Se  da  un  punto  della  superficie  vorticale  infinitamente 
vicino  a  P  si  traccia  sulla  supei-ficie  una  linea  normale  in  ogni 
suo  punto  al  vettore  C,  "  è  un   elemento  di  tale  linea  ed  i'  è 

il  flusso   di  C  che    lo   attraversa;  ^  è   il   flusso  attraversante 
n 

l'unità  di  lunghezza. 

Se   rappresentiamo   questo   flusso  —  con   la  semplice  let- 

I   tera  £/,  e  portiamo   questa   notazione  nella  equazione  (74}  del- 
l'art. 51,  questa  diventa: 

A=::  f,  n  +  A,  +  Ao. 

Ivi  A,  ed  Ad  stanno,  come  dianzi,  a  rappresentare  rispettivamente 
I  il  vettore  dovuto  alle  basi  del  solenoide  ed  un  vettore  arbitrario 
,  a  distribuzione  solenoidale  e  non  circuitale. 
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Questo  è  il  vettore  in  un  punto  P  infinitamente  vicino  alla 
superficie  vorticale  nell'interno  del  solenoide.  In  un  punto  P'  infi- 
nitamente vicino  a  P,  ma  dall'altra  parte  della  superficie  vorticale^ 
all'esterno  del  solenoide,  il  vettore  ha  un  altro  valore  A',  e  preci- 
samente 

I  valori  di  Aj  e  di  Ao  che  figurano  nella  espressione  di  A'  dif- 
feriscono infinitamente  poco  da  quelli  che  figurano  in  A  ;  fra  i 
due  vettori  in  P  ed  in  /^  vi  ha  adunque  la  differenza 

A-A'  =  6^,  n. 

Supponiamo  che  6^,  abbia  un  valore  finito;  allora  questa 
equazione  ci  dice  che  i  vettori  A  ed  A'  nei  due  punti  infinita- 
mente vicini  P  e  P'  presentano  tra  di  loro  una  differenza  finita: 
la  superficie  vorticale  è  allora  una  superficie  di  discontinuità. 
La  differenza  tra  A  ed  A'  è  un  vettore  f/^  n  il  cui  versore  n  è 
tangente  alla  superficie  vorticale  ;  dunque  la  discontinuità  che 
qui  si  presenta  è  nella  componente  tangenziale.  Si  ricorderà 
che  all'art.  42  abbiamo  veduto  come  nelle  distribuzioni  non  cir- 
cuitali la  discontinuità  su  di  una  superficie  si  possa  presentare 
soltanto  per  la  componente  del  vettore  normale  alla  superficie 
medesima.  Ora  qui  troviamo  che  nelle  distribuzioni  solenoidali 
e  circuitali  la  discontinuità  che  si  può  presentare  su  di  una  su- 
perficie riguarda  soltanto  l'altra  componente  del  vettore,  la 
componente  tangenziale.  Sono  superficie  di  discontinuità  per  la 
componente  normale  le  superficie  contenenti  strati  di  masse,. 
sono  superficie  di  discontinuità  per  la  componente  tangenziale 
le  superficie  vorticali.  Combinando  le  cose  dette  nell'  art.  4^ 
con  quelle  svolte  nel  presente  articolo  si  possono  trattare  tutti 
i  casi  di  discontinuità  che  si  possono  presentare. 


§  8.°   Sui   DUE   MODI   DI    DEFINIRE   E   DI   TRATTARE 
IL   CAMPO   DI   UN    VETTORE. 

56.  Riassunto  dei  due  modi  di  definire  e  trattare  un  campo 
vettoriale  e  confronto  tra  essi,  —  In  grazia  delle  osservazioni  fatte 
nell'art.  37,  i  risultati  esposti  nei  tre  ultimi  paragrafi  (5.°,  6.**  e  7.°) 
comprendono  tutti  i  casi  di  distribuzione  che  si  possono  presen- 
tare. Ora,  nel  chiudere  l'esposizione  di  tali  risultati,  è  utile  richia- 
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mare  e  riassumere  alcune  osservazioni  fatte  negli  articoli  41  e  50 
intorno  all'impiego  di  alcuni  concetti  e  di  alcune  locuzioni  ed 
intorno  ai  modi  di  presentare,  di  definire  e  di  trattare  il  campo 
di  un  vettore  che  risultano  da  tale  impiego. 

Nel  caso  delle  distribuzioni  non  circuitali  (§§  5.°  e  6.°)  ab- 
biamo trovato  [38]  che  il  vettore  A  in  un  punto  qualunque  P 
si  può  esprimere,  a  meno  di  un  termine  a  distribuzione  sole- 
noidale,  colla  somma  (52)  di  tanti  vettori  A'  quanti  sono  gli 
elementi  di  volume  v  nei  quali  la  divergenza  ha  un  valore  ò 
diverso  da  zero,  e  che  ciascuno  di  questi  vettori  è  espresso  da 

r  —T  ,  ove  ;//  è  il  prodotto  —  ed  r  r  è  il  vettore  che  definisce 
r^  4  ;/ 

la  posizione  del  punto  P  rispetto  all'elemento  v  di  volume.  Vo- 
lendo esprimere  questo  risultato  a  parole,  in  forma  semplice, 
ci  fece  comodo  dare  un  nome  alla  grandezza  m;  e  noi  abbiamo 
adoperato  il  nome  massa.  Ci  fece  comodo  inoltre  indicare  nella 

somma  A  =  -  r  — -  il  termine  A'  dipendente    da    una  qualunque 

delle  masse  ;//;  e  noi  abbiamo  detto  A':  il  vettore  in  P  dovuto 
alla  massa  ;//,  o  prodotto  dalla  massa  ;;/.  Questo  modo  di  par- 
lare, il  quale  torna  comodo  ed  utile  quando  il  campo  viene  de- 
finito col  dare  i  valori  della  divergenza,  così  che  il  vettore  si 
abbia  a  determinare  per  mezzo  di  questa,  si  può  considerare 
come  l'espressione  di  una  finzione,  secondo  la  quale  si  suppone 
che  negli  spazi  ove  esistono  le  ;;/  risieda  la  causa  del  campo; 
o,  se  si  vuole,  come  l'espressione  di  una  rappresentazione  fisica 
del  campo,  nella  quale  si  materializza  la  divergenza  o  la  massa 
in  ogni  punto,  considerandola  come  un  agente.  E  nelle  consi- 
derazioni di  fisica  questa  finzione  e  questa  rappresentazione  si 
possono  presentare  come  una  interpretazione  od  una  ipotesi 
fisica,  secondo  la  quale  le  masse  hanno  una  esistenza  fisica  e 
sono  la  causa  di  grandezze  vettoriali  che  in  grazia  di  esse  esi- 
stono a  distanza,  con  direzioni  e  con  valori  calcolabili  colla 
legge  newtoniana. 

Similmente  nelle  distribuzioni  circuitali  abbiamo  trovato 
[art.'  50  e  51J  che  il  vettore  A  in  un  punto  qualunque  P  si  può 
esprimere,  a  meno  di  un  vettore  a  distribuzione  non  circuitale, 
come  una  somma  di  tanti  vettori  A'  quanti  sono  gli  elementi 
dei  filetti  vorticali  esistenti  nel  campo.  Ad  un  elemento  di  lun- 
ghezza /  e  di  direzione  I,  attorno  al  quale  la  circuitazione  sia 
6'=  4-/,  e  rispetto  al  quale  la  posizione  del  punto  P  sia  de- 
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finita  dal  vettore  rr,  corrisponde   nella   somma   un    vettore  A' 
dato  dalla  formola 


A'  =  -l^V«/lr. 


Volendo  esprimere  questo  risultato  a  parole,  in  forma  semplice, 
e  volendo  indicare  che  il  termine  A'  della  somma  vettoriale  A 
corrisponde  ad  un  determinato  elemento  i/l  di  un  dato  filetto 
vorticale,  ci  fece  comodo  dire  che  il  vettore  A'  è  dovuto  al  cen- 
nato  elemento,  od  è  prodotto  dal  medesimo.  Questo  modo  di 
parlare,  il  quale  riesce  comodo  e  naturale  quando  sono  dati  i 
filetti  vorticali  e  si  vuole  determinare  il  vettore  per  mezzo  di 
essi,  si  può  presentare  come  la  espressione  di  una  finzione,  se- 
condo la  quale  si  ripone  nell'  elemento  del  filetto  vorticale  la 
causa  del  vettore  A'.  E  nelle  questioni  di  fisica  questa  finzione 
può  anche  trasformarsi  in  una  interpretazione  fisica  dei  fatti,  o 
in  una  ipotesi,  secondo  la  quale  si  materializza  1*  elemento  di 
filetto  e  gli  si  attribuisce  la  proprietà  di  produrre  a  distanza, 
nel  punto  definito  dal  vettore  rr,  un  vettore  A'  avente  il  ver- 
sore V  I  r  ed  il  tensore  -r- . 
'  r' 

Combinando  le  due  finzioni,  quella  delle  masse  agenti  a 
distanza  secondo  la  legge  newtoniana,  e  quella  dei  filetti  ver- 
ticali agenti  pure  a  distanza  secondo  la  legge  sovraindicata,  si 
possono  definire  e  descrivere  tutti  i  campi,  qualunque  sia  in 
essi  la  distribuzione.  E  se  si  tratta  di  questioni  fisiche,  si  fa  in 
questo  modo  una  rappresentazione  del  campo,  nella  quale  si 
attribuisce  una  esistenza  fisica  alle  masse  ed  ai  filetti  vorticali 
occupanti  nello  spazio  determinate  regioni,  mentre  tutto  lo  spazio 
rimanente  si  considera  semplicemente  come  spazio  geometrico, 
ove  la  grandezza  vettoriale  studiata  esiste  come  prodotta  a  di' 
stanza  dalle  masse  e  dai  filetti. 

Di  fronte  a  questo  sta  un  altro  modo  di  considerare  un 
campo,  un  modo  che,  se  nelle  interpretazioni  fisiche  cominciò 
ad  essere  adoperato  molto  più  tardi  del  precedente,  a  noi  invece, 
qui,  in  questa  nostra  trattazione  geometrica,  si  è  presentato  pel 
primo,  e  come  il  più  diretto  ed  il  più  naturale.  Tale  modo  è 
quello  che  abbiamo  esposto  nell'art.  13  e  sul  quale  dopo  d'allora 
siamo  tornati  più  volte,  segnatamente  negli  articoli  14,  15,  17 
e  20.  Esso  è  derivato   direttamente  dal  concetto  stesso  di  vet- 


tore.  Un  vettore  [i]  è  l'operazione  colla  quale  sì  trasporta  un 
punto  per  un  dato  tratto  in  una  data  direzione.  Quando  adunque 
si  definisce  per  mezzo  di  un  vettore  la  grandezza  vettoriale 
esistente  in  un  campo,  si  immagina,  con  ciò  stesso,  in  ogni 
punto  del  campo  un  punto  mobile,  un  punto  che  si  sposta  nella 
direzione  e  per  un  tratto,  che  si  dicono,  rispettivamente,  dire- 
zione e  grandezza  del  vettore. 

Noi  nell'art.  13,  per  fare  una  rappresentazione  fisica,  tan- 
gibile, del  campo,  non  abbiamo  fatto  altro  che  sostituire  col 
pensiero  al  punti  mobili  geometrici  altrettanti  punti  materiali; 
e  cosi  siamo  stati,  senz'altro,  condotti  alla  finzione  di  un  mezzo, 
per  esempio  di  un  fluido,  che  si  sposta  nello  spazio.  Invece  di 
materializzare,  con  una  finzione  della  mente,  la  divergenza  e  la 
rotazione  del  vettore,  noi  abbiamo  materializzato  il  vettore 
stesso.  Neil'  art.  13  si  è  veduto  come  a  qualunque  campo  si 
possa  applicare  questa  finzione.  All'art.  15  poi  si  è  dimostrato 
che  in  una  tale  rappresentazione  fisica  il  flusso  attraverso  ad 
una  superficie  è  proporzionale  al  volume  di  fluido  che  nel  mo- 
vimento ha  attraversato  la  superficie  medesima,  e  che  perciò 
il  tensore  del  vettore  rappresenta,  a  meno  di  un  fattore  scalare 
costante,  il  volume  che  è  passato  attraverso  ad  un'unità  di 
superficie  presa  su  di  una  superficie  di  livello,  e  a  tale  volume 
si  è  anche  dato  un  nome,  il  nome  di  spostaineiila.  E  finalmente 
all'  art.  20  sì  è  notato  che  quando  si  fa  uso  di  tale  finzione  si 
trova  una  distribuzione  solenoidale  se  si  immagina  che  il  fluido 
abbia  un  volume  invariabile. 

Fra  i  due  modi  di  definire  e  di  trattare  il  campo  di  un 
vettore  ora  ricordati,  quale  è  il  migliore?  Quello  nel  quale  si 
danno  le  masse  ed  i  filetti  vorticali  e  si  considera  il  vettore 
come  prodotto  a  distanza  da  quelle  e  da  questi,  oppure  quello 
ove  si  dà  direttamente  il  vettore  in  ogni  punto  e  si  considerano 
le  masse  ed  i  filetti  vorticali  semplicemente  come  enti  geome- 
trici corrispondenti  alla  divergenza  ed  alla  rotazione  del  vettore 
dato?  Quello  ove  per  fare  una  rappresentazione  fisica,  tangibile, 
del  campo  si  materializzano,  per  cosi  dire,  col  pensiero  le  masse 
ed  i  filetti  vorticali,  per  trattare  poi  tutto  il  rimanente  spazio 
semplicemente  come  spazio  geometrico,  ove  la  grandezza  vet- 
toriale considerala  esiste  in  virtù  dì  una  azione  a  distanza; 
oppure  quello  iiel  quale  si  materializza  col  pensiero  tutto  quanto 
lo  spazio  e  si  trattano  le  masse  ed  i  filetti  vorticali  semplice- 
mente come  effetti  della  distribuzione  del  vettore? 
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La  risposta  a  questa  domanda  è  già  stata  data.  Se  si  con- 
sidera il  vettore  come  un  semplice  ente  geometrico,  entrambi  i 
metodi,  entrambe  le  finzioni,  sono  ugualmente  legittime;  esse 
non  possono  avere  altro  scopo  che  quello  di  aiutare  la  mente 
fissando  le  idee  su  cose  tangibili  ;  fra  di  esse  si  può  scegliere 
colla  scorta  del  solo  criterio  della  comodità  che  esse  possono 
presentare.  E  a  questo  riguardo  si  è  già  notato  [41,  50]  che 
fissare  l'attenzione  sulle  masse  e  sugli  elementi  dei  filetti  vor- 
ticali  e  dedurre  da  quelle  e  da  questi,  colle  formole  (52)  [38J  e 
(72")  [50],  il  vettore  equivale  semplicemente  a  considerare  come 
date  la  div  A  e  la  rot  A,  e  come  incognito  A;  mentre  fissare 
direttamente  l'attenzione  sullo  spostamento  corrisponde  a  trat- 
tare A  come  dato  e  div  A  e  rot  A  come  incognite. 

Se  poi  si  considera  il  vettore  come  rappresentante  una 
grandezza  vettoriale  fisica,  le  considerazioni  dell'art.  41  ci  hanno 
fatto  vedere  che,  a  decidere  quale  delle  due  maniere  di  trattare 
il  campo  meglio  corrisponda  alla  natura  fisica  dei  fenomeni, 
non  bastano  i  fatti  sperimentali  dimostranti  l' esistenza  della 
grandezza  vettoriale  in  questione  e  la  legge  della  sua  distribu- 
zione. A  decidere  ciò  occorrono  altri  fatti  sperimentali,  per 
esempio  fatti  indicanti  una  influenza  dei  mezzi  materiali  riem- 
pienti il  campo  sulla  grandezza  del  vettore,  o  fatti  relativi  al 
modo  secondo  cui  si  propagano  nello  spazio  e  nel  tempo  le  va- 
riazioni della  grandezza  vettoriale  considerata.  Finché  non  si 
possono  fare  intervenire  nello  studio  fatti  della  natura  di  quelli 
ora  accennati,  la  scelta  fra  le  due  maniere  si  può  fare  ad  ar- 
bitrio, col  solo  criterio  della  comodità  e  della  chiarezza  relativa. 

Ora  intorno  a  questo  criterio  si  può  dire  qualche  cosa  fin 
d'ora;  ed  anche  rimanendo  nelle  attuali  nostre  considerazioni 
generali,  si  può  notare  come  la  finzione  dello  spostamento,  in- 
dipendentemente dai  fatti  fisici  sovraccennati,  i  quali  la  potranno 
imporre  come  la  meglio  corrispondente  al  complesso  dei  feno- 
meni, possa  spesso  stare  innanzi  all'altra  per  la  perspicuità  e 
per  la  semplicità  delle  interpretazioni  alle  quali  conduce. 

Prima  di  tutto  si  può  osservare  che  essa  non  è  solamente 
la  più  diretta,  ma  è  anche  la  più  semplice.  Infatti  con  essa  ciò 
che  si  crea  colla  immaginazione  è  una  cosa  sola:  un  corpo,  o 
mezzo,  riempiente  tutto  lo  spazio.  E  intorno  alle  proprietà  di 
questo  mezzo  non  si  inventa  nulla;  unicamente  si  ritiene  che 
lo  spostamento  di  esso  sia  proporzionale  al  vettore.  Invece  col- 
l'altra  finzione  si  introducono  colla  immaginazione  due  enti  di- 
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stinti,  uno  scalare  ed  uno  vettoriale,  la  massa  e  l' elemento  di 
filetto  verticale,  e  a  questi  due  enti  si  hanno  ad  attribuire,  per 
spiegare  i  fatti  sperimentali,  speciali  proprietà,  prima  fra  le  quali 
quella  di  agire  a  distanza  secondo  le  leggi  espresse  dalla  for- 
mola  (52)  dell'art.  38  e  dalla  (72")  dell'art.  50. 

In  secondo  luogo  si  può  notare  con  quanta  maggiore  sem- 
plicità e  naturalezza  la  finzione  dello  spostamento  permetta  di 
presentare  i  casi  di  discontinuità,  che  nel  §  6.°  ci  hanno  con- 
dotti alla  considerazione  degli  strati.  In  tutti  i  casi  che  si  in- 
contrano nella  fisica  gli  strati  si  presentano  sempre  e  soltanto 
sulle  superficie  di  separazione  tra  due  parti  dello  spazio  occu- 
pate da  materie  diverse;  le  superficie  di  discontinuità  pel  vettore 
sono  anche  superficie  di  discontinuità  per  qualche  proprietà 
fisica  della  materia  riempiente  lo  spazio.  È  adunque  molto  più 
naturale  pensare  direttamente  alla  differenza  tra  i  valori  del 
vettore  ne*  due  spazi  separati  dalla  superficie,  che  non  pensare 
ad  uno  strato  di  un  agente  immaginato  disteso  sulla  superficie 
medesima  col  solo  scopo  di  considerarlo  poi  come  la  causa  di 
tale  differenza.  Il  modo  più  semplice  di  interpretare  e  di  pre- 
sentare la  discontinuità  è  di  immaginare  che  questa  non  si  ve- 
rifichi già  nello  sopstamento,  ma  si  verifichi  invece  semplice- 
mente nel  valore  del  fattore  pel  quale  bisogna  moltiplicare  lo 
spostamento  per  calcolare  il  vettore;  di  immaginare  cioè  che  lo 
spostamento  abbia  luogo  in  tutto  lo  spazio,  senza  discontinuità, 
ma  che  il  vettore  corrispondente  ad  un  medesimo  valore  dello 
spostamento  sia  diverso  nei  diversi  mezzi  e  varii  perciò  bru- 
scamente quando  si  passa  da  una  parte  all'altra  della  superficie 
secondo  la  quale  due  mezzi  combaciano. 

Nelle  trattazioni  fisiche  questo  modo  di  presentare  la  cosa 
conduce  a  considerare  due  vettori  distinti  :  il  vettore  A  del 
quale  si  tratta,  e  pel  quale  si  considerano  superficie  di  discon- 
tinuità, ed  uno  spostamento  B  al  quale  A  è  dovuto. 

I  fatti  allora  si  interpretano  supponendo  lo  spostamento  B 
distribuito  senza  discontinuità  in  tutto  lo  spazio,  e  ritenendo  che 
l'esistenza  di  un  dato  spostamento  B  dia  luogo  ad  un  vettore  A 
il  cui  valore  è  diverso  ne'  diversi  mezzi.  Uno  dei  casi  più  im- 
portanti che  si  presentano  nello  studio  delle  questioni  fisiche  è 
quello  ove  il  vettore  A  è  una  forza.  In  tale  caso  il  complesso 
de*  fatti  ci  condurrà  a  considerare  la  forza  come  dovuta  ad  una 
speciale  deformazione  di  un  mezzo,  come  le  forze  in  un  corpo 
elastico  sono    dovute  e  legate  alle  deformazioni  di  questo;  e  la 
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deformazione  si  potrà  nei  casi  che  noi  avremo  a  studiare,  defi- 
nire e  rappresentare  per  mezzo  di  uno  spostamento  B. 

Nel  caso  semplice  di  mezzi  isotropi  si  potrà  ritenere  che  A 
e  B  abbiano  il  medesimo  versore  e  si  potrà  quindi  porre 
A  zz:  8  B  ove  e  è  un  fattore  scalare.  Questo  fattore  però  sarà 
diverso  pe' diversi  mezzi,  diverso  perciò  sulte  due  faccie  della 
superficie  di  separazione  tra  due  mezzi  diversi.  Se  si  dicono  e 
ed  «i  i  valori  di  s  nei  due  mezzi  in  due  punti  infinitamente  vi- 
cini, la  (58)  dell'art.  43  dà 

Se  la  superficie  considerata  è  una  di  quelle  che  limitano  il 
campo,  così  che  al  di  là  di  essa  il  vettore  sìa  nullo,  si  ha  sem- 
plicemente da  porre  61=0  ed  allora  questa  formola  dà 

che  è  la  (59)  del  citato  art.  43. 

Il  teorema  delle  superficie  corrispondenti  [44]  scaturisce 
direttamente  dalla  considerazione  che  se  la  distribuzione  è  so- 
lenoidale,  il  mezzo,  nel  quale  ha  luogo  lo  spostamento,  si  ha  a 
supporre  di  volume  invariabile.  E  qui  spicca  la  differenza  dì 
semplicità  tra  la  finzione  dello  spostamento  e  quella  delle  masse 
di  agente.  Infatti  si  supponga  dato  lo  strato  di  masse  esistente 
sopra  una  delle  due  superficie  corrispondenti.  Se  si  fa  uso  della 
finzione  dello  spostamento  di  un  fluido,  o,  più  in  generale,  di 
un  mezzo  dì  volume  invariabile,  riempiente  il  campo,  si  ricorda 
subito,  senza  bisogno  di  altri  dati,  o  di  altre  ipotesi,  che  anche 
sull'altra  superficie  si  ha  uno  strato,  e  precisamente  uno  strato 
di  uguale  massa  e  di  segno  contrario.  Se  invece  si  fa  uso  del 
concetto  di  masse  esercitanti  azioni  newtoniane,  bisogna  spie- 
gare  l'esistenza  di  questo  secondo  strato  per  mezzo  di  una 
nuova  ipotesi:  attribuendo  cioè  all'agente  ed  ai  corpi,  in  cui 
questo  è  pensato,  proprietà  tali  che  la  presenza  di  uno  strato 
su  una  delle  superficie  abbia  a  provocare  la  formazione  di  un 
altro  strato,  uguale    e    di   segno  contrario,  sull'  altra  superficie. 

Il  caso  di  un  doppio  strato  si  riduce,  secondo  il  concetto 
dello  spostamento,  a  quello  di  una  lamina  infinitamente  sottile, 
nello  interno  della  quale  la  costante  e  ha  un  valore  diverso  da 
quello  che  essa  ha  all'esterno,  mentre  quest'ultimo  è  lo  stesso 
da  entrambe  le  parti. 
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